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DS n°1 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1

On considére la fonction f : z +—

— ) . )
. Déterminer les ensembles suivants :

& ={zeR| f(z)€]2,4} et &={f(z)]|x€]513[}.

Probléme 1
Pour toute partie A de R et tout réel a € A, on dit que a est un point isolé de A si la propriété suivante
est vérifiée :

w o e

4.

ot

de >0, ANja—e,a+¢[={a}. (%)

. Soit n € N. Montrer que n est un point isolé de N.

. Existe-t-il un point de Z qui n’est pas isolé ? Justifier.

(a)
(b)
(a)

(b)
(a)
(b)

Ecrire la négation de la propriété (x).
Soit x € R. Montrer que x n’est pas un point isolé de R.

Dans cette question, on fixe un rationnel § € Qou (p,q) € Z x N*, un réel € > 0, et un entier
n € N supérieur a 2/e. Montrer que :

np +q
ng

0<

c Q.

D N
r—=|<e ou r=

En déduire qu’aucun point de Q n’est isolé.
Soit B = [1,2] U {0}. Prouver que 0 est le seul point isolé de B.
Soit C'= {2 | n € N*} U {0}. Prouver que 0 est le seul point non isolé de C.

. Soient A C R et a € A. Démontrer que a est un point isolé de A si et seulement si la propriété
suivante est vérifiée :

de >0, ANfa—ce,a+¢]={a}. (xx)

Exercice 2
Déterminer la partie entiére du réel a = 3v5 4+ /10 en justifiant votre réponse.
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Exercice 3
Résoudre I'inéquation suivante d’inconnue x réelle :

|22% — 52 — 3| <2° +3.

Probléme 2
On munit 'ensemble R’ =]0, +-00[ d'une nouvelle opération appelée somme paralléle, notée //, et définie

pour tout a > 0 et tout b > 0 par :
ab
b= .
alf a+b

1. Justifier la réponse a chacune des questions suivantes.

(a) La somme paralléle est-elle commutative ?
(b) La somme paralléle est-elle associative ?
(c) La somme paralléle admet-elle un élément neutre ?
2. Montrer que le produit est distributif sur la somme paralléle.
Pour la suite de I’énoncé, on fixe ¢ € R et on pose E; = {(z,y) € R? |z +y = t}.
3. Soient a > 0 et b > 0.
(a) Etudier les variations de la fonction f : z +— ax? + b(t — x)%.
(b) En déduire que :
inf {az”® + by | (z,y) € E;} = (a//b)t*.
Cette borne inférieure est-elle le plus petit élément ?

4. Soient a; > 0, as > 0, by > 0 et by > 0. A 'aide du résultat de la question précédente, montrer que :
(al//bl)t2 + (ag//b2>t2 < (((11 + a2)//(b1 + bg))tz.

5. Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 2 et tous réels strictement positifs a1, ao, ..., a,
et by,09,...,b,,0n a:

(a1//b1) + (a2 //b2) + -+ + (an /bn) < (a1 + a2+ -+ an) [/ (b + b2 + -+ bn).

Exercice 4
On consideére la suite (uy,),>o définie par

up =0, uy =6 et Vn =0, uypo = 3(2un+1 - 3un).

Montrer qu'il existe (a, b, c) € R? tel que pour tout entier n > 0, u, = (an + b)c".
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Corrigé du DS n°1 de mathématiques

Exercice 1 ,

On considere la fonction f: x +— . Déterminer les ensembles suivants :

& ={zeR| f(z)€]2,4} et &={f(z)]|z€]513[}.

» La fonction f est définie et dérivable sur R\ {4} comme quotient de fonctions polynomiales dont le
dénominateur ne s’annule pas. On a :

e R\ (1), s = PESIRIEE RN L ST

On reconnait au numérateur un polynoéme du second degré de discriminant A =82 —4x(—1)x(—=7)=36>0.
Donc le numérateur s’annule en (—8++1/36)/(—2) = 1 et en (—8—+/36)/(—2) = 7. De plus, il est strictement
positif sur |1, 7[ et strictement négatif sur | — oo, 1{U]7, +-00[. Puisque (4 — z)? > 0 pour tout = # 4, on en
déduit le tableau des variations de f.

T —00 -2-3v3 —5H 1 3 -2+3v3 4 5) 7 13 +00
f(x) — 0 + + 0 -
+00 +0o0 —14

—2 —00 —00
car :
. a1 12 -7 , ozt =T
Jm F @) :xk@mﬁq = toof() = G = =2 | im f(2) = lim 7= = oo
. a2 -1 . 2?7
Am f@) = lim gy = ool (0 = g =~ g fle) = Jlim = oo
? - 132 -7 162
On a f(5) = 54 57 = —18et f(13) = 43 137 = % = —18. On déduit du tableau des variations de f
que : N N -
& — {f(x) |z €]5, 13[} ——18,—14]]

Soyez précis avec les bornes des intervalles : —18 est exclus car |5, 13[ est un intervalle
ouvert mais —14 est inclus car 7 €]5,13].

Pour déterminer &7, on résout les deux équations suivantes :

o f(z)=2 = Ll

=2 = 12-T7=24-12) &= 22+2x—-15=0

On obtient une équation du second degré de discriminant A = 22 —4 x 1 x (—15) = 64 > 0 qui admet
pour solutions (—2 + v/64)/2 =3 et (—2 —8)/2 = —5.
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x? -7
4—x
On obtient une équation du second degré de discriminant A = 4% — 4 x 1 x (=23) = 108 > 0
qui admet pour solutions (—4 + 1/108)/2 = (=4 + /4 x 9 x 3)/2 = (=4 +64/3)/2 = =2+ 3/3 et
(—4 —/108)/2 = —2 — 3/3.

De plus, % < 3 < 4 donc g < v/3 < 2 (car la fonction racine carrée est strictement croissante), par

conséquent —2 + 3v/3 €]3,4[ et —2 — 3v/3 €] — 8, —T7].

o f(z)=4 < =4 <= P*-T=44—12) <= 2*+42-23=0

1l faut savoir encadrer rapidement des expressions avec des racines afin de les placer
correctement dans un tableau des signes ou des variations. Ici, on a besoin de justifier

que :
2 3V/3< - 5<1<3<-24+3V3<4

On déduit du tableau des variations de f que :

éalz{xeR\f(ac) 6]2,4]}: [—2—3\/3,—5[u}3,—2+3\/§ .

Probléme 1
Pour toute partie A de R et tout réel a € A, on dit que a est un point isolé de A si la propriété suivante
est vérifiée :
Je >0, Anja—e¢,a+¢e[={a}. (%)
1. Soit n € N. Montrer que n est un point isolé de N.
» Pour montrer que n est un point isolé de N, il suffit de prouver que la propriété () est vérifiée,

c’est-a-dire que :
de >0, NNjn—¢e,n+el={n}.

On raisonne par analyse-synthése.

Analyse. On cherche un réel € > 0 tel que NNjn — e,n + ¢[= {n}. Si ¢ > 1, alors les entiers n — 1 et
n + 1 appartiennent a l'intervalle [n — e, n + €[ et donc NN|n — &, n + ¢[## {n}. Par contre, si ¢ < 1,
alors 'intervalle |n — &, n + €[ ne contient pas d’autres entiers que n et donc NN|n — e, n + ¢[= {n}.

Syntheése. On pose |e = 1| Alors NN|n — 3, n+ 3[= {n} car § < 1. On a bien trouvé un réel & > 0 tel

que NNjn — e,n + ¢[= {n}. Par conséquent, la propriété (x) est vérifiée et donc ‘n est un point isolé‘

[de N

2. Existe-t-il un point de Z qui n’est pas isolé ¢ Justifier.
» Soit n € Z. En raisonnant comme a la question précédente, on a ZN|n — 3,n + 3[= {n} donc n est
un point isolé de Z. Puisque ceci est vrai pour n’importe quel entier n € Z, on en déduit que tous les
points de Z sont isolés, et donc qu" il n’existe pas de point de Z qui n’est pas isolé ‘

3. (a) Ecrire la négation de la propriété (x).
» On a:

non(Je >0, Anja—e,a+e[= {a})
< |Ve >0, ANja—ce,a+el[# {a}|

(b) Soit x € R. Montrer que x n’est pas un point isolé de R.
» Pour montrer que x n’est pas un point isolé de R, il suffit de prouver que la propriété ()
n’est pas vérifiée, donc que sa négation est vérifiée, c’est-a-dire, d’aprés le résultat de la question
précédente, que :
Ve >0, RNz —e,z+el# {z}.
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On commence donc par fixer un réel € > 0. On a :
RNz — e,z +e[=|x — e,z +e[# {x} car ]z — e,z + ¢ contient une infinité de réels.
Puisque ceci est vrai pour n’importe quel réel € > 0, on a bien montré que :

Ve >0, RNz —e,x+¢[# {z}.

Par conséquent, la négation de la propriété () est vérifiée et donc ‘ x n’est pas un point isolé de R|.

4. (a) Dans cette question, on fize un rationnel § €Q ot (p,q) € Z x N*, un réel € > 0, et un entier
n € N supérieur a 2/e. Montrer que :

np +
0< 7"—]—9 <e ou r= b qe(@.
q ng
» On a :
p| _|np+q p|_ |nptqg—mnp| |q| (1] 1 ..
r——|= —=|=|——| =|—| =|—|=— carn est positif.
q ng q ng ng n n
1 1 1 € s
Orn>2/e>0donc —>0et — < — = = < &. On en déduit bien que :
n n =2/ 2
0< 7“—]2<€.

(b) En déduire qu’aucun point de Q n’est isolé.

< ¢ d’aprés le résultat de la question précédente, on en déduit, d’apres les

» Puisque ‘7’ — §

propriétés de la valeur absolue, que r €]§ — g, § +e[. De plus, r € Q et r # § (car ‘7‘ — %‘ >0

d’apreés le résultat de la question précédente). Par conséquent, I'intervalle ]§ — £, § + | contient
au moins deux rationnels différents : § et r. Puisque ceci est vrai pour n’importe quel réel € > 0,
on a montré que :

Ve > 0, Qﬂ}g—s,g—i—é[#{g}.

Par conséquent, la négation de la propriété (x) est vérifiée et donc £ n’est pas un point isolé de
Q. Puisque ceci est vrai pour n’importe quel rationnel § € Q, on en déduit que tous les points

de @Q ne sont pas isolés, et donc qu’laucun point de Q n’est isolé ‘

5. (a) Soit B =[1,2]U{0}. Prouver que 0 est le seul point isolé de B.

» On a [1,2)N] — 3, 3[= 0 donc BNJ0 — 1,0+ £[= {0}. Ainsi, on a trouvé un réel e = £ > 0 tel
que BNJ0 —¢,0 4 ¢[= {0}. On en déduit que ‘0 est un point isolé de B ‘ Montrons que c’est le
seul, c’est-a-dire que les autres points de B ne sont pas isolés. Soit x un autre point de B, donc

€ [1,2]. On fixe un réel € > 0. Alors 'ensemble [1,2]N]z — e,z + [ contient une infinité de
réels, donc BN|z — ¢,z + ¢[# {x}. Puisque ceci est vrai pour tout réel £ > 0, on en déduit que x

n’est pas un point isolé¢ de B. Puisque ceci est vrai pour tout = € [1,2], on en déduit finalement

que ’O est le seul point isolé de B ‘

(b) Soit C ={+ | neN}U{0}. Prouver que 0 est le seul point non isolé de C.
| 4

Question difficile méme si pas différente des précédentes. Mais il faut déja
avoir bien compris les questions précédentes, plus simples, avant de [’aborder.
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: : 1 €
On fixe un réel € > 0 et un entier n € N supérieur a 2/e. Ona — < — = -~ < e donc :
n

1
— €]0—¢,0+¢].
n

Autrement dit, CN]j0—¢, 0+¢[# {0} pour tout € > 0. On en déduit que ‘ 0 n’est pas un point isolé

. Montrons que c’est le seul, ¢’est-a-dire que les autres points de C' sont isolés. Soit + un
autre point de C, ou n € N* est fixé. On raisonne par analyse- synthese
Analyse. On cherche un réel € > 0 tel que CN|+ —¢, L +¢[= {1} Pulsque —- est I'élément de

C qui precede =, il faut que ¢ soit plus petit que la d1stance entre ? et = c est a-dire :

<1 1 n+1l-—mn 1
€< — — = = :
n n+l nnh+1) nn+1)

De méme, puis que ﬁ est 'élément de C' qui suit %, il faut que ¢ soit plus petit que la distance

entre —— et 1, c’est-a-dire :
n—1 n

1 1 _n—-(n-1) 1
n—1 n (n—1)n  (n—1)n

11 suffit donc que :

i ! ! = ! car n(n n—1)n
6<mm(n(n—|—1)’(n—l)n)—n(n—I—l) (n+1)>(n—1n.

1

St | D’aprés les calcul de I'analyse, on a :

1 1 1
C’ﬂ]——e,—+e[:{—}.
n n n

On en déduit que % est un point isolé de C'. Puisque ceci est vrai pour tout n € N*, on a bien

Synthése. On pose e =

montré que ‘0 est le seul point non isolé de C ‘

6. Soient A C R et a € A. Démontrer que a est un point isolé de A si et seulement si la propriété
sutvante est vérifice :
>0, Anja—-e,a+¢]={a}. (xx)

» Pour ne pas confondre la variable muette € dans la propriété (x) et la variable muette € dans la

propriété (xx), on utilise des notations différentes. Montrons que :

361 > 0, Aﬂ]a—al,a+61[ {(l}
<= e >0, ANja—eg,a+ e = {a}.
On raisonne par double implication.

1" implication <. On suppose qu’il existe un réel 5 > 0 tel que AN [a —eg,a+¢e5] = {a}. On cherche
un réel £ > 0 tel que ANja — €1,a + ¢1[= {a}. Or :

{a} C ANja —e2,a + £3[C AN[a — e3,a + 2] = {a}.

Donc ANja — g9, a + e2[= {a}. Par conséquent, il suffit de poser
2¢ implication =-. On suppose qu’il existe un réel e; > 0 tel que AN|a — e1,a + &1|= {a}. On cherche
un réel g5 > 0 tel que AN[a — eq9,a+ &3] = {a}.

Attention : contrairement a la premiere implication, il ne suffit pas de poser
go = 1. En effet, sia—e1 € Aousiat+e € A, on a AN|a —e1,a + e1|= {a}
mais AN[a—e1,a+ €] # {a}. Il faut donc choisir un ey plus petit.
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{a} CANja—S,a+ 3| C Anla—ei,a+al= {a}.
Donc AN [a — %, a+ ] = {a}. Par conséquent, il suffit de poser |e; = % :

Conclusion. Pour double implication, on a montré que les propriétés (x) et (#x) sont équivalentes, et

donc que |a est un point isolé de A si et seulement si la propriété (xx) est vérifiée |

Exercice 2
Déterminer la partie entiére du réel a = 3v/5 + /10 en justifiant votre réponse.

» Par définition de la partie entiére, on cherche l'entier n € Z tel que n < a < n + 1. On raisonne par
analyse-syntheése.

Trouver les parties entiéres de V5 et V10 ne suffit pas. En effet, on a :

{\/5J<\TS<L\/5J+1 et L@J<m<{\/ﬁJ+1
done 3| V5| + | V10| <3vB+ V10 <3| V5| +3+ [VID| +1,

/

'

=n :n+47£n+1

1l faut donc chercher des encadrements de la forme :
ny < \/5<n1—1—81 et no < V10 < ng 4+ &9

tels que 3ny +no =n et 3ng + 361 + no + 9 = n + 1. Puisqu’on veut 31 +e9 =1, il

suffit par exemple de chercher des encadrements tels que €1 = €5 = ;11.

Analyse. On cherche un encadrement de /5 de la forme :

1
7L1<\/5<n1+z1 donc 4n1<4\/5<4n1+1.

Puisque la fonction carrée est strictement croissante sur [0, +00[, on veut que :

2

(4n1)? < (4\/E> < (dny + 1)%
——
=16x5=80

Or 8 = 64 < 80 < 81 = 92. Il suffit donc de prendre 4n; = 8, c’est-a-dire n; = 2. De méme, on cherche un
encadrement de v/10 de la forme :

1 2
ng < V10 < ng + 1 donc  4ny < 4V10 < 4ny +1 donc  (4ny)* < (4\/10) < (4ny +1)2

——
=16x10=160

Or 122 = 144 < 160 < 169 = 132. 1l suffit donc de prendre 4ny = 12, c’est-a-dire ny = 3.
Synthése. Puisque 64 < 80 < 81, on a d’aprés la stricte croissance de la fonction racine carrée :

9 1
8 <4v5 <9 donc 2<\/5<Z:2+4_L'

De méme, puisque 144 < 160 < 169, on a :

13 1
12 < 4v10 < 13 donc 3<\/10<Z:3+é_l'
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Par conséquent :

1 1
3x24+3<3V5+vV10<3x (242 )+ (3+2).
— 4 4

=9 (. 4

~~
=9+41=10

Ainsi, on a montré que 9 < o < 10. On en déduit que | || =9|.

Exercice 3
Résoudre linéquation suivante d’inconnue x réelle :

|22% — 52 — 3| <2° + 3.

» On commence par déterminer le signe de I'expression 222 — 5z — 3 pour se débarrasser de la valeur
absolue. On reconnait un polynéme du second degré de discriminant A = (—=5)2 —4 x 2 x (=3) =49 > 0. Il
admet donc deux racines : (5 +v/49)/4 = (5+7)/4 =3 et (5 —+/49)/4 = —1/2. D’ou le tableau de signes :

x —00 —1/2 3 +00

212 — br — 3 + 0 — 0 +

On raisonne par disjonction des cas.
1 cas : @ €] — 00, —1/2] U [3, +ool. Alors :

|20 =50 =3| <a*+3 < 22 -5 -3 <2’ +3
~—_——
=0

— 22— 52 —-6<0.

On reconnait un polynéme du second degré de discriminant A = (=5)2 — 4 x (=6) = 49 > 0. Il admet
donc deux racines : (5 ++1/49)/2=(5+7)/2 =6 et (5 —v/49)/2 = —1. Puisqu’il est négatif entre ses deux
racines, on en déduit que I’ensemble des solutions dans ce cas est :

(] = 00, —=1/2] U [3,400[) N [-1,6] = |[-1,—1/2] U [3,6] |

2¢ cas : x € [—1/2,3]. Alors :

|2x2—5m—3’<x2+3 — —(22" —br—-3)<2*+3
<0

— 0< 322 -5z

<= 3x<x—g) > 0.

On reconnait un polynéme du second degré qui admet deux racines : 0 et 5/3. Puisqu’il est négatif entre
ses deux racines, on en déduit que ’ensemble des solutions dans ce cas est :

(~1/2,3] N (] — 00,0] U [5/3, +00]) = |[=1/2,0] U [5/3, 3] |

Conclusion. Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation est :

([-1,-1/2]U[3,6]) U ([-1/2,0] U [5/3,3]) =|[—1,0] U [5/3,6]|.

BCPST1A lycée Hoche 2022-2023 10 sur 125 Sébastien Godillon



Probléme 2

On munit lensemble R% =0, +00[ d'une nouvelle opération appelée somme paralléle, notée j/, et définie

pour tout a > 0 et tout b > 0 par :
ab
a/lb= .
4 a+b

1. Justifier la réponse a chacune des questions suivantes.

(a) La somme paralléle est-elle commutative ¢
» Soient a > 0et b>0. On a:

ab ba

b: pr—
a/f at+b b+ta

= bf/a par commutativité de la somme et du produit des nombres réels..

On en déduit que lla somme paralléle est commutative ‘

(b) La somme paralléle est-elle associative ?
» Soient a >0,b>0etc>0.0na:

=) e

a+b
ab
<a+b>c
ab
(&—l—b) te
abc

_ a+b
ab + c(a + b)

a+b

abe

ab + ac + be’

De méme, on a :

)0 =af (55

b+ c
be
a(b+c)
bc
o (b+c)
abc
b+ c
a(b+c) + be
b+ c

abe
ab+ ac+ be’

Par conséquent :

(afb) o= —22 _ _

ab + ac + be

a//(bjfc).

On en déduit que |la somme parallele est associative ‘

(¢) La somme paralléle admet-elle un élément neutre ?
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» Soit @ > 0. Si b > 0 est un élément neutre, alors :

ab
a+b:a
<= ab=a(a+Db)
= ab=a’+ab
— 0=2a’

af/lb=a <=

<= a =0 -ce quiest absurde car a > 0.

On en déduit que |la somme paralléle n’admet pas d’élément neutre |

2. Montrer que le produit est distributif sur la somme paralléle.
» Soient a >0,b>0etc>0.0na:
b
a(b//c) =a ( ¢ )

b+ c
abe
b+c

Et :

abac
ab + ac
_ afabc)
~a(b+c)
abc
Cb4c

(ab) / (ac) =

Par conséquent :
abc

b+c

a(bjfc) = = (ab) // (ac).

On en déduit que ‘le produit est distributif sur la somme paralléle ‘

Pour la suite de I’énoncé, on fize t € R et on pose By = {(x,y) € R? |z +y = t}.
3. Soienta >0 et b> 0.
(a) Etudier les variations de la fonction f : x + ax® + b(t — ).
» On a:

Ve € R, f(x)=az®+ bt —x)?
= ax® + b(t — x)?
= ax’® + b(t* — 2tx + 2?)
= (a + b)x* — 20tz + bt>.

On reconnait un polynéme du second degré, de coefficient dominant a + b > 0. Donc f admet
un minimum en

—(—20t) bt

Tmin = 9 +b)  a+b
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qui vaut :

[ (i) = (asz b)

bt \?2 bt
= b — bt bt?
(a+ )(a+b) <a—|—b>+

b2 20%%  bt*(a +b)
a+b a+bd a-+b
b2t2 — 2b2t2 + abt? + b2

a+b
abt? ab N )
== (a—l—b)t = (a//b)t=.

On en déduit le tableau des variations de f.

bt
z +00 +00
a+b
+00 +00
f(x)
(a//b)t*

(b) En déduire que :
inf {az”® + by | (z,y) € E;} = (a//b)t*.

Cette borne inférieure est-elle le plus petit élément ¢
» Si(z,y) € Ey,onaz+y=1tdoncy=1t— z. Par conséquent :
V(z,y) € By, ax®+by® =ax® +b(t — x)* = f(x).
On en déduit que :
{az® + by’ | (z,y) € E;} = {f(z) |z € R}.
Or:

{f(z)|z € R} = [(af/b)t*,400] d’aprés le résultat de la question précédente.

Par conséquent :

inf {az® + by* | (z,y) € Ei} = inf [(a//b)t?, +00[ = | (a//b)t* |

bt
a+b’

Donc cette borne inférieure est atteinte pour (z,y) = (ab_szw — ab—jb) € E;. On en déduit que

De plus, on a vu a la question précédente que le minimum de f est atteint pour xy;, =

‘cette borne inférieure est le plus petit élément ‘

4. Soient a; >0, ag >0, by > 0 et by > 0. A Uaide du résultat de la question précédente, montrer que :

(a1 /b0t + (as J/ ba)t* < ((a1 + as) // (b1 + Do) ) £°.

Question difficile mais classique. Il faut bien avoir compris la définition de la
borne inférieure (le plus grand des minorants), prendre son temps pour trouver
des inégalités les unes apres les autres, et raisonner dans le bon ordre.
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D’aprés le résultat de la question précédente, on a :
(a1//b1)t* = inf {a12” + biy* | (z,y) € Bt}

Puisque la borne inférieure est le plus grand des minorants, (a; //b;)t* est un minorant particulier.
Donc :
V(z,y) € By, (a1 /00)t* < arz® + biy?.

En raisonnant de méme, on a :
V(z,y) € By, (az//b2)t* < ase® + bay’.
En sommant ces deux inégalités, on obtient :

V(z,y) € By, (a1//b1)% + (a2 b2)t* < (a12® + biy®) + (a2z® + bay?)
= (ay + ag)z® + (b + by)y>.

On en déduit que (ay //b1)t? + (az//be)t* est un minorant de 'ensemble des (a; + ag)x?® + (by + by)y?
pour n’importe quelles valeurs des paramétres (x,y) € E;. Or le plus grand minorant de cet ensemble
est égal, d’apreés le résultat de la question précédente, a :

inf {((Zl + CLQ)%Q —+ (bl + bz>y2 | (x, y) € Et} = (((Zl + a2)//<b1 + bg))tz.

Puisque ce plus grand minorant est supérieur ou égal au minorant (ay /by )t + (as //b2)t?, on a bien
montré que :

(al//bl)t2 + (ag//bg)tz < ((a1 + az)//(bl + bQ))tQ .

5. Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 2 et tous réels strictement positifs aq, as, ..., a, et
bi,ba,...,b,, o0 a :

(a1 //br) + (ag /b)) + -+ (an//by) < (@1 + a2+ -+ ay) /(b1 + by + - - - + by).
» Pour tout entier n > 2, on note P(n) l'assertion :

«pour tous réels strictement positifs aq, as, ..., a, et by, by, ..., by,
(a1 //b1) + (ag)/bs) + -+ (an//bn) < (a1 + a2+ -+ ay) )/ (by + b+ -+ by)».

On raisonne par récurrence.
Initialisation. Pour n = 2, on fixe des réels strictement positifs aq, as et by, by. Montrons que :

(a1//01) + (a2 //b2) < (a1 + az) // (b1 + b2).
On sait d’aprés le résultat de la question précédente que :
(a1 //bl)t2 + (ag//bg)tQ < ((a1 + a2>//(b1 + b2)>t2

ou t était un réel quelconque fixé. En particulier pour ¢ = 1, on en déduit bien que P(2) est vraie.
Héredité. On fixe un entier n > 2 et on suppose que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est
vraie. On commence par fixer des réels strictement positifs aq, as, ..., an, apiq €t by, bo, ... by, byyy.
Montrons que :

(a1 //by) + (as//b) + - - -+ (an//bn) + (@ni1//bns1) < (@14 ag+- -+ an+ani1))/(by+ba+ -+ by +bpi1).

D’apres 'hypothese de récurrence, on sait déja que :

(a1 /b1) + (a2 //b2) + -+ + (an /bn) < (@1 + a2+ -+ an) /(b + b2 + -+ bn).
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En additionnant a, //b,+1 de chaque coté de I'inégalité, on en déduit :

(a1 //b1) + (az//ba) + -+ (an //bn) + (Ani1//brs1)
<(ag+ag+---+an)/ (b +b2+”'+bn)+(@j}//b\nﬂ>'

(. N S

—a! —h — ! . N
=a1 =b =asg =0,

On pose @} =ay+as+---+ap, b =by +by+---+ by, a) = api; et by = b, 1. En raisonnant comme
dans l'initialisation, on peut montrer :

(a1 /h) + (a5 )/ b5) < (ay + ag) /f (b + B5).

Par conséquent :

ai+ag+ - +ay)//(by +by+ -+ by) +(ang1//bn
(@ +aat -+ (bt bt 4 ) o)

—, 5 %  =th
<(ag+as+ -+ ap+an1)/)/(by +ba+ -+ by +bpya) .
—a{ +a} b0,

Ainsi, on obtient :

(a1//b1) + (az //ba) + - -+ (an [/ bn) + (an+t1// bpt1)
<(ay+ag+-4an) /(b1 +ba+ -+ by) + (ans1//bpi1)
<lag+ag+ -+ a4+ apn1) /(b +ba+ -+ by + bpyr).

Par transitivité de I'inégalité, on en déduit que P(n + 1) est vraie. On a donc bien montré :
VYn>2, P(n) = P(n+1).

Conclusion. D’apres le principe de récurrence simple, on en déduit que P(n) est vraie pour tout entier
n = 2, c’est-a-dire :

pour tout entier n > 2 et tous réels strictement positifs ay, as,...,a, et by, bs, ..., by,
(a1 //b1) + (ag//bs) + -+ (an//bn) < (a1 + a2+ -+ ay) )/ (by + b+ -+ by).

Exercice 4
On considére la suite (uy,)n>o0 définie par

ug =0, u; =6 et Yn=0, uyo= 3(2un+1 — 3un).

Montrer qu’il existe (a,b,c) € R3 tel que pour tout entier n >0, u, = (an + b)c".
» On raisonne par analyse-synthése pour déterminer (a, b, c) € R3.

e Analyse. Si u, = (an + b)c" pour tout entier n > 0, alors on a en particulier pour n =0 :
O0=wu=(ax0+b)c=b donc b=0.

De méme, on a pour n =1 :
1 6
6=u;=(ax1+b)c =ac donc a=-.
c

De plus, on a pour n = 2 :
up = 3(2u1 — 3up) = 3(12 — 0) = 36,

par conséquent :

6 36 6
36—u2—(a><2+b)02—(—x2+0)02—120 donc c:1—2:3 et a:§:2.
c
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On peut également vérifier ses résultats avec n = 3. D’une part :
ug = 3(2us — 3uy) = 3(72 — 18) = 162
et d’autre part :
(ax3+b)c®=(2x3+0)3%=6x 27 = 162.

Par contre, cect n’est pas une preuve que le résultat est vraie pour toutes les
valeurs de 'entier n > 0. 1l faut le démontrer dans la synthése.

e Synthése. On pose |[a =2, b=0et c=3 ‘ Montrons par récurrence double que u,, = 2n x 3" pour
tout entier n > 0.

— Initialisation. On a :
2x0x3"=0=wuy e 2x1x3'=6=1u

donc la récurrence double est initialisée.

— Hérédité. On suppose que u, = 2n X 3" et u, 1 = 2(n + 1) x 3" pour un entier n > 0 fixé.
Alors :

3(2un+1 — 3un) d’apreés la relation de récurrence de I’énoncé
= 3(2 x 2(n+1) x 3" — 3 x 2n x 3”) d’apreés les hypothéses de récurrence
=3(4(n+1) x 3—6n) x 3" en factorisant par 3"
= (12n+ 12— 6n) x 3 x 3"
= (6n +12) x 3~
= (2n+4) x 3 x 3" en factorisant par 3
2

(n+2) x 3" en factorisant par 2.

Par conséquent, on a montré que si u, =2nx3" et u, 1 =2(n+1)x3""! alors u, o =2(n+2)x3" 2.
De plus, cette implication est vraie pour tout entier n > 0.

— Conclusion. D’apres le principe de récurrence double, on en déduit que

Vn >0, u, =2nx3"|

Finalement, on a bien trouvé | (a, b, c) = (2,0, 3)| tel que u,, = (an + b)c™ pour tout entier n > 0.
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DS n° 2 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
Résoudre 1'équation suivante d’inconnue x réelle :

Px—i- mJ _ 4.

Exercice 2
On utilisera seulement le langage Python en indiquant soigneusement les indentations utilisées.

1. Ecrire une fonction absolue qui prend en argument un réel et qui renvoie sa valeur absolue.

2. On considére la fonction ci-dessous.

def riddle(x):
if x>=0: (a) Que renvoie la commande riddle(0) ?
n=0
. . . _ f?
while m+l<x: (b) Que renvoient les commandes riddle(3.14) et riddle(-3.14) *
n=n+1 (¢) Que renvoient les commandes ridd1e(99.9) et riddle(-99.9) ?
return n (d) Que renvoient les commandes riddle(5) et riddle(-5) 7
else: 0 (e) Que renvoient les commandes riddle(42) et riddle(-42) 7
n:
while n-1>x: (f) Corriger la fonction riddl.e pour.écrire une fonc'tion floor qui prend
n=n-1 en argument un réel et qui renvoie sa partie entiére.
return n

3u, +4
uZ +1
qui prend en argument un entier naturel n et qui renvoie le terme wu,,.

pour tout n > 0. Ecrire une fonction suite

3. Soit (uy)nen la suite définie par ug = 1 et u, 1 =

Exercice 3
Soit 6 € R.

1 2
1. Simplifier 5 cos(6) — 3 sin(6).

2. Linéariser cos?(6) sin?(0).

3. Factoriser cos(576) — cos(276).
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Probléme 1

Le but de ce probléme est de simplifier ’expression de la fonction suivante :

d.
6.

P 1 3z —a3
. r — — arcsin .
3 2

Soit y € [—1, 1]. Rappeler la définition de arcsin(y).

3r — 23

2

On pose la fonction g : x —

(a) Dresser le tableau des variations de g en précisant les images de —2 et +2.

(b) En déduire 'ensemble de définition de f.

(a) Soit 8 € R. Exprimer sin(36) en fonction de sin(#).

(b) Trouver deux constantes réelles (a,b) € R? telles que : Va € [—2,2], sin(aarcsin(bx)) = g(z).
Dans cette question, on fixe = € [—1,1].

(a) A l'aide du cercle trigonométrique, déterminer un encadrement de 3 arcsin(z/2).

(b) Déduire des résultats précédents que f(z) = arcsin(z/2).
Soit x €]1,2]. En vous inspirant de la question précédente, montrer que f(z) = g — arcsin(z/2).

Déterminer une expression similaire pour f(z) lorsque z € [-2, —1].

Exercice 4
Ecrire le nombre complexe suivant sous forme algébrique :

6+v6+i(3v2—2v3) "
4v3 +i2/6 '

Probléme 2

Le but de ce probléme est de résoudre 1’équation suivante d’inconnue z complexe :

22 —3247. (E1)

z

(a) Montrer que (E1) n’admet pas de solutions réelles.

(b) (E1) admet-elle des solutions imaginaires pures?

2. Soit z € C. Montrer que z est solution de (E1) si et seulement si Z aussi.

Soit z € C une solution de (E1). Montrer qu’alors z est solution de I’équation suivante :
z =z —62° +202* — 33z + 35. (E2)

(a) Vérifier que z; = 2 + i1/3 est solution de de (E2). Qu'en est-il de 2y = 2 — i1/3?
(b) Déterminer une équation du second degré, notée (E3), dont les solutions sont z; et zs.

Trouver deux constantes réelles (a,b) € R? tels que :

Vz e C, 24—623+20z2—34z+35:(zz—4z+7)(22+az+b).

6. Résoudre (E2).
7. En déduire les solutions de (E1).
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Corrigé du DS n° 2 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1
Résoudre 'équation suivante d’inconnue x réelle :

Px—i- mJ _ 4.

» Puisque la fonction racine carrée est définie sur [0, +oo[, ’équation est bien définie pour les valeurs

de l'inconnue qui vérifient 3z —5 > 0 < |z > g . D’aprés la définition de la partie entiére, on a :

(E) L2m+\/3x—5J =4 = 4<2+V3r-5<5

= (YBr=524-20et YBr—5<5-2)

TV Vo
1*¢ inéquation 2¢ inéquation

Attention avant d’élever au carré pour simplifier la racine : il faut d’abord isoler la
racine d’un coté de l'inéquation (sinon elle ne se simplifie pas) puis vérifier que l'autre
coté de l'inéquation est positif pour pouvoir utiliser la croissance de la fonction carrée
sur [0, +00].

e 1™ inéquation. On a : 4 — 2z > 0 <= 2z < 2. On raisonne par disjonction de cas.

— 1°"cas : x € {2,2]. Alors :

V3r —5>4—20 <= 3r—5> (4 2z)
car la fonction carrée est strictement croissante sur [0, +00]
3z —5> 16 — 16z + 42°
> 42® — 192 + 21 < 0.

On reconnait un polynéme du second degré de discriminant A = (—=19)? —4 x 4 x 21 =25 >0

N’hésitez pas a poser vos calculs au browillon et utiliser les identités remar-
quables pour gagner du temps :

192 = (20 — 1)? = 400 — 40 + 1 = 361

et 4x4x21=16(20+1) =320+ 16 = 336

qui admet pour racines (19 + v/25)/8 = 3 et (19 — /25)/8 = 7/4. On a le tableau des signes

suivant :
T —00 g ;Z 2 3 +00
4? — 192 + 21 + + 0 — — 0o +
On en déduit que dans le cas ou x € [g, 2} :

V3r—5>4—-21 < ze[i2].
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— 2° cas : x € |2,+00[. Alors la 1™ inéquation est toujours vérifiée car v/3z —5 > 0 et 4 — 2z < 0.

— Conclusion de la 1™ inéquation. On en déduit que :

V3r —5>4—-2zr < z € [1,2]U]2,+oo] =|[%, +oo]|

e 2¢inéquation. Ona:5—22 >0 <= z < g On raisonne par disjonction de cas.

— 1°"cas : x € [g, g} Alors :

V3r —5<5—2r <3z —-5< (5—271)?
car la fonction carrée est strictement croissante sur [0, +oo|

< 31— 5 < 25 — 20 + 422
<« 42% — 232+ 30 > 0.

On reconnait un polynéme du second degré de discriminant A = (—23)? —4 x 4 x 30 =49 > 0
qui admet pour racines (23 +1/49)/8 = 15/4 et (23 —v/49)/8 = 2. On a le tableau des signes
sulvant :

X —00 % —+00

wlo
[\)
Nt

4% — 23z + 30 + + 0 — — 0 +

On en déduit que dans le cas ou x € [g,g} :
3v—5<5—2r < ze |32

— 2°cas:x € ]g, +00 [ Alors la 2° inéquation n’est jamais vérifiée car v/3z —5 > 0 et 5 — 2x < 0.

— Conclusion de la 2¢ inéquation. On en déduit que :

V3r—5<b—-21 < z€[32[Ub=|[32]|

e Conclusion. Finalement, ’ensemble des solutions de (Ej3) est :

4 ool n 5.2 = [3.2[}

Exercice 2
On wutilisera seulement le langage Python en indiquant soigneusement les indentations utilisées.

1. Ecrire une fonction absolue qui prend en argument un réel et qui renvoie sa valeur absolue.

» Par exemple :

def absolue(x):
if x>=0:
return X
else:
return -x

2. On considere la fonction ci-dessous.
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def riddle(x):
if x>=0:
n=0
while n+1<x:
n=n+1
return n
else:
n=0
while n-1>x:
n=n-1
return n

(a) Que renvoie la commande riddle(0) ¢

» Si x=0 alors le test if est vérifié (car x>=0) mais pas la condition while (car n=0 donc n+1=1

est supérieur a x=0). Ainsi, la valeur de n n’est pas changée et ‘riddle(O) renvoie O |.

(b) Que renvoient les commandes riddle(3.14) et riddle(-3.14) ?
» Si x=3.14 alors on obtient en appliquant pas & pas la fonction riddle :

x est positif donc le test if est vérifié, on continue sans lire ce qui se trouve aprés else,
n prend la valeur 0,

n+1=1 est strictement inférieur & x donc la condition while est vérifiée, on continue,

n prend la valeur n+1=1,

n+1=2 est strictement inférieur & x donc la condition while est vérifiée, on continue,

n prend la valeur n+1=2,

n+1=3 est strictement inférieur & x donc la condition while est vérifiée, on continue,

n prend la valeur n+1=3,

n+1=4 est supérieur a x donc la condition while n’est pas vérifiée, on sort de la boucle,

on renvoie n=3.

Donc ‘riddle(3. 14) renvoie 3| De méme, on obtient si x=-3.14 :

x est strictement négatif donc le test if n’est pas vérifié, on va directement & ce qui se
trouve apres else sans lire ce qui se trouve avant,

n prend la valeur 0,

n-1=-1 est strictement supérieur & x donc la condition while est vérifiée, on continue,
n prend la valeur n-1=-1,

n-1=-2 est strictement supérieur & x donc la condition while est vérifiée, on continue,
n prend la valeur n-1=-2,

n-1=-3 est strictement supérieur a x donc la condition while est vérifiée, on continue,
n prend la valeur n-1=-3,

n-1=-4 est inférieur a x donc la condition while n’est pas vérifiée, on sort de la boucle,

on renvoie n=-3.

Donc ‘riddle(—S. 14) renvoie -3 ‘

(c) Que renvoient les commandes ridd1e(99.9) et riddle(-99.9) ?

» En généralisant le fonctionnement de la fonction riddle détaillé a la question précédente, on
obtient que |riddle(99.9) renvoie 99 et que |riddle(-99.9) renvoie -99 |

On reconnait la partie entiére lorsque x est positif car |3,14] =3 et 99,9 =99.
Par contre, |—3,14] = —4 # —3 et [—99,9] = —100 # —99 donc on reconnait
|x] + 1 lorsque x est strictement négatif.

BCPST1A lycée Hoche 2022-2023 21 sur 125 Sébastien Godillon



(d) Que renvoient les commandes riddle(5) et riddle(-5) ?
» Si x=5 alors, en reprenant le fonctionnement de la fonction riddle détaillé a la ques-
tion 2(b), la condition while ne sera pas vérifiée lorsque n=4 car n+1=5 est égal & x. Donc

‘riddle (5) renvoie 4 ‘ De méme, si x=-5, la condition while ne sera pas vérifiée lorsque n=-4

car n-1=-5 est égal & x. Donc ‘riddle(—S) renvoie -4 ‘
(e) Que renvoient les commandes riddle(42) et riddle(-42) ¢
» En généralisant le fonctionnement de la fonction riddle détaillé a la question 2(b), on obtient

que ‘ riddle(42) renvoie 41 ‘ et que ‘riddle(—42) renvoie -41 ‘

On reconnait toujours | x| + 1 lorsque x est strictement négatif. Par contre,
on reconnait | x| — 1 lorsque x est un entier strictement positif (et |x| lorsque
x est un réel strictement positif qui n’est pas entier).

(f) Corriger la fonction riddle pour écrire une fonction £loor qui prend en arqument un réel et
qui renvole sa partie entiere.
» Par exemple :

def floor(x):
if x>=0:
n=0
while n+1<=x:
n=n+1
return n
else:
n=0
while n>x:
n=n-1
return n

Pour trouver cette fonction, il faut bien comprendre les erreurs observées
auzx questions précédentes (|x| + 1 au lieu de |x]| lorsque x est strictement
négatif et |x| — 1 au lieu de |x| lorsque x est un réel strictement positif
qui n’est pas entier) puis de trouver ce qu’il faut changer dans la fonction
riddle (la condition n>x au lieu de n-1>x lorsque x est strictement négatif
et la condition n+1<=x au lieu de n+1<x lorsque x est positif). N’hésitez pas
a faire des essais de modification de la fonction riddle puis a vérifier vos
essais avec des exemples comme aux questions précédentes. On peut également
retrouver les modifications a effectuer a l'aide de la définition de la partie
entiere n = x| :
|x] <x<|x]+ 1

Ainsi, lorsque x est positif, on continue la boucle while tant que x < n—+1
n’est pas vérifie, c’est-a-dire tant que n+1<=x. De méme, lorsque x est
strictement négatif, on continue la boucle while tant que n < x n’est pas
vérifiée, c’est-a-dire tant que n>x.

3u, + 4
u? +1
suite qui prend en argument un entier naturel n et qui renvoie le terme u,.

3. Soit (up)nen la suite définie par ug = 1 et u,q = pour tout n > 0. Ecrire une fonction

» Par exemple :

def suite(n):
u=1
for i in range(n):
u=(3*u+4) / (u*x*2+1)
return u
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Exercice 3
Soit 0 € R.

1 2
1. Simplifier 5 cos(f) — 3 sin(0).
» On cherche deux réels r et ¢ tels que :

1 2
5 cos(f) — 3 sin(f) = rcos(6 + ¢).

D’aprés la formule d’addition du cosinus, on a :

rcos(f + @) = r(cos(@) cos(p) — sin(6) sin(gp)) = rcos(p) cos(f) — rsin(p) sin(h).
=1/2 =2/3

Ainsi, on veut que 7 cos(¢) = 1/2 et que rsin(¢) = 2/3. Or :
(r (:os(cp))2 + (r Sin((p))2 =1?(cos?(p) +sin’*(p)) =r* d’aprés le théoreme de Pythagore.

On en déduit que :

Il suffit par exemple de choisir :

LB s
V36 6
Par conséquent, on veut que :
) 1 3 ) 2 4
écos(go) =5 = cos(p) = R et ésin(go) =3 & sin(p) = 5

D’aprés le cercle trigonométrique, on a :

cos(p) = g < JkeZ, (p=arccos (%) +2kr ou ¢=—arccos(2) + 2kn)

et sin(p) = % < JkeZ, (p=arcsin (i) +2kr ou ¢ =m —arcsin(3) + 2km) .

De plus, les valeurs — arccos (%) + 2km ne conviennent pas car sin(yp) =

T — arcsin (%) + 2k7 ne conviennent pas car cos(y) = % > 0. On en déduit qu

% > 0, et les valeurs
e:

dk € Z, ¢ = arccos (%) + 2km = arcsin (%) + 2km.

Aidez vous d’un schéma du cercle trigonométrique pour ces raisonnements de
résolution d’équations trigonométriques.

Il suffit par exemple de choisir £ = 0 et donc ¢ = arccos (%) = arcsin (‘—é) Finalement, on obtient
que :

1 2 . 5
5 cos(f) — 3 sin() = g cos (0 + arccos (2) ) :

2. Linéariser cos®(0) sin?(f).

» On utilise les formules d’Euler :

0 —if 0 _ —if
cos(f) = % et |sin(f) = R

BCPST1A lycée Hoche 2022-2023 23 sur 125 Sébastien Godillon



Donc :

i0 -0\ 3 /0 —if\ 2
— -1, . ) ) )
cosO)sint(0) = (5 ) (S5 ) = e (@) =

De plus, on a pour tous nombres complexes a et b :

(a+b)? = a® + 2ab+ b*> car les propriétés de calculs dans C sont les mémes que ceux dans R

et (a+0b)’=(a+0b)*(a+b)=(a*+2ab+b*)(a+b) =a®+ a®b+ 2a%b + 2ab* + ab® + b*
= a® + 3a’b + 3ab® + b’

Nous apprendrons bientdt a calculer beaucoup plus rapidement (a+ b)"™ pour toute
puissance entiere n = 2.

En remplacant a par e et b par e ou par —e~*, on obtient :

-1, A A : . ,
0083(0> SiDQ(Q) — _(6130 + 3616’ + 36—19 + 6—130) (6129 ) + 6—120)

32
-1, . , . , . <
— 3_2(6159 _ 26139 + 619 + 36139 _ 6619 + 36719
+ 36i0 . 6€—i9 + 3e—i39 + e—i@ . 2€—i39 + 6—i50)
1, , , , , ,
— _(6159 + 67159 +€z39 + 67239 —9 (619 + 6719))
=2cos(50) =2cos(30) =2 cos()
—1
= 3—2(2 cos(50) + 2 cos(36) — 4 cos(d)) d’apres les formules d’Euler
-1

1 1
=1 cos(50) — 6 cos(36) + 3 cos(0) |.

3. Factoriser cos(570) — cos(2760).

» On a: ' 4 '
cos(570) — cos(2760) = Re (™™ — ™) car " = cos(0) + isin(0).

De plus, on a en utilisant une factorisation par I’angle moitié :

| | o0 . 57 + 27
1 — P10 = 0 (M0 — 7)) car ;r =42,57—42 =15t 27— 42 = —15

= e"%245in(150) d’aprés les formules d’Euler

= (cos(426) + isin(426))2i sin(156)

= 2i cos(420) sin(156) — 2sin(420) sin(1560) car i* = —1
= —2sin(156) sin(426) +1 2 sin(156) cos(420) .

Vv Vv
partie réelle partie imaginaire

Par conséquent :

cos(570) — cos(270) = | —2sin(150) sin(420) |.

Probléme 1

Le but de ce probléme est de simplifier [’expression de la fonction suivante :

f'xr—>1arcsin s —
: 3 5 .
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1. Soit y € [—1,1]. Rappeler la définition de arcsin(y).

» [0 = arcsin(y) est I'unique solution appartenant a [—7/2,7/2] de I’équation sin(f) =y |

3r — 23

2
(a) Dresser le tableau des variations de g en précisant les images de —2 et +2.

2. On pose la fonction g : x —

»g:x— g:v - 1 23 est définie et dérivable sur R comme fonction polynomiale (de degré 3). On
a:
3 3 3 3
R, Jx)=z—-=2’=-(1-2%)=-(1-2)(1 :
On en déduit le tableau des variations de g :
T -0 —2 —1 1 2 +00
11—z + + 0 -
IL+z - 0 + +
g'(z) - 0 + 0 -
+OO A 1
\1 \ v
—1_

car g(~2) = PHT = 1, g(—1) = =4 = —1, g(1) = 55 = Let g(2) = 25 = L.

On peut aussi remarquer que g est une fonction impaire car :

3(—z) — (—a —3r+ 23 3r — 23
VeeR, g(—z)= ( )2( ): 5 =—— = —g(x).

On en déduit que la courbe représentative de g est symétrique par rapport a
Vorigine (en particulier g(0) = 0) et qu’il suffit donc d’étudier les variations
de g sur [0, +o0[ (puis de compléter sur | — oo, 0] par symétrie)

(b) En déduire l’ensemble de définition de f.

» Puisque la fonction arcsinus est définie sur [—1,1], f(z) = 1 arcsin (#) est défini si et

3z—x

seulement si g(z) = =55 ® appartient a [—1,1]. Par conséquent, I’ensemble de définition de f est

égal a :

{z eR|g(z) € [-1,1]} =|[-2,2]| d’apres le tableau des variations de la question précédente.

3. (a) Soit @ € R. Ezxprimer sin(360) en fonction de sin(0).
» On sait que (a + b)® = a® + 3a®b + 3ab?® + b* pour tout (a,b) € C* d’apres le calcul effectué
dans la question 2 de 'exercice 2. Donc :

cos(30) + isin(30) = (cos + i sin( 9))3 "aprés la formule de Moivre

= cos’(0) + 3 cos?(0)isin(f) — 3 cos(#) sin®(6) — isin®(#)
= cos (6 )—3008( ) sin®(6 )+i§cos2(0)sin( ) —sin®(0).

S

NV
partie reelle partie imaginaire

On en déduit que sin(30) = 3 cos?(6) sin(f) — sin®(9).
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On peut aussi retrouver ce résultat avec les formules d’addition de cosinus
et sinus mais c’est plus long. Ce n’est pas fini : [’énoncé demande seulement
des sin(0), il faut donc se débarrasser du cos®(0).

On sait que cos?(0) + sin?(f) = 1 d’aprés le théoréme de Pythagore, donc :

sin(36) = 3(1 — sin*(9)) sin(d) — sin®(0) =|3sin(f) — 4sin’(6) |

(b) Trouver deuz constantes réelles (a,b) € R? telles que : Vo € [—2,2], sin(aarcsin(bx)) = g(z).

» On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche a et b telles que pour tout x € [—2,2] :

3r—x% 3 1
sin(a arcsin(bx)) = g(x) = * 5 A 5T 5;53'

Essayons avec a = 3 pour pouvoir utiliser le résultat de la question précédente :

Pensez a utiliser les questions précédentes. Il y a toujours une logique dans
[’ordre de progression des questions d’un probleme.

sin(3 arcsin(bz)) = 3sin(arcsin(bx)) — 4 sin®(arcsin(bx))
= 3bx — 4(bx)* car sin(arcsin(bx)) = bx par définition de arcsin(bz)

= 3b x— 4b® 25
=~ =~
=3/2 =1/2

1 suffit donc que 3b = 3/2 et 463> = 1/2. Or :

3 1 1 1 1
b= — b= = et 4b° == i b= —.
3 2<:> 5 e 2<:> 8<:> 5

Vérifiez bien les deux équations obtenues pour b. Si on avait obtenu des valeurs
de b différentes, on aurait dd poursuivre l'analyse (par exemple en testant
d’autres valeurs de a).

Synthése. On pose et |b=1/2| D’apreés les calculs effectués en analyse, on a bien :

Vo e [-2,2], |[sin (3 arcsin (g)) =g(x)|

4. Dans cette question, on fize x € [—1,1].

(a) A Uaide du cercle trigonométrique, déterminer un encadrement de 3 arcsin(z/2).
» Puisque x € [—1,1], on a 2/2 € [—1/2,1/2]. D’aprés les valeurs remarquables de la fonction
sinus, on sait que arcsin(1/2) = 7/6 et arcsin(—1/2) = —n/6. En reportant ces valeurs sur le
cercle trigonométrique, on en déduit que :
T . (T s 3T . (T 3T
—— < arcsin (—) < —= donc —— < 3arcsin (—) < —
6 2 6 6 2 6
—— —~—
=—m/2 =7/2

Aidez vous d’un schéma du cercle trigonométrique !

On en déduit que |3arcsin(z/2) € [—7/2,7/2]|.
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(b) Déduire des résultats précédents que f(x) = arcsin(x/2).
» On a montré a la question 3(b) que 6 = 3arcsin(x/2) est une solution de I’équation sin(f) =
g(x). De plus, on a montré a la question précédente que cette solution appartient a [—7/2, 7/2]. Or
on sait, par définition de arcsinus (rappelée a la question 1), que arcsin(g(x)) est 'unique solution
appartenant a [—m/2,7/2] de cette équation. On en déduit que 3arcsin(z/2) = arcsin (g(z)).
Par conséquent :

arcsin (g) = %arcsin (9(2)) = %arcsin (&U ; x3> = f(x).

On en déduit bien que | f(z) = arcsin(z/2) | lorsque z € [—1, 1].

T
5. Soit x €]1,2]. En vous inspirant de la question précédente, montrer que f(x) = 3~ arcsin(x/2).

» On raisonne comme a la question précédente. §# = 3arcsin(x/2) est toujours une solution de
I'équation sin(f) = g(z) d’aprés le résultat de la question 3(b). Par contre, puisque z €]1,2], on a
x/2 €]1/2,1] et donc arcsin(x/2) €|r/6, /2] d’apres le cercle trigonométrique. On en déduit que
cette solution appartient a |7 /2,37/2] et donc que 3arcsin(z/2) = 7 — arcsin (g(z)) d’apres le cercle
trigonométrique. Par conséquent :

flz) = %arcsin (9(x)) = é <7r — Jarcsin (g)) = g — arcsin (g) lorsque z €]1, 2].

6. Déterminer une expression similaire pour f(z) lorsque x € [—2, —1].
» On raisonne comme aux deux questions précédentes. Puisque z € [-2, —1[, on a /2 € [-1,—1/2]
et donc arcsin(z/2) € [—7/2, —m /6] d’aprés le cercle trigonométrique. On en déduit que 3 arcsin(z/2)
appartient a [—3m/2, —7/2[ et donc que 3arcsin(x/2) = —m — arcsin (g(z)) d’aprés le cercle trigono-
métrique. Par conséquent :

flz) = %arcsin (g(x)) = % <—7T — 3arcsin (g)) = %ﬂ — arcsin (g) lorsque z € [-2, —1].

Ce résultat est cohérent avec celui de la question 5. En effet, puisque g, et donc
f, sont des fonctions impaires, on a pour x € [—2,—1[ :

f(z) = —f(\—,a_"/) = — (7; — arcsin (;)) = %ﬂ — arcsin (%) .

Exercice 4
Ecrire le nombre complexe suivant sous forme algébrique :

43

6+v6+i(3v2 - 2v/3)
4v/3 +1i2V/6 ‘

» On commence par simplifier le nombre complexe sous la puissance :

6+v6+i(3v2—-2v3)  (6+V6+i(3v2-2V3)) (4v3 —2V6)

44/3 426 (4v/3 +i2v/6) (4v/3 — i2V/6)
_ 244/3 — 1126 + 418 — i2/36 + 1126 + 6112 — i8v/9 — 41/18

16 x3+4x6
(24v3 +12v2 + 12v/3 — 12/2) + i (—12v/6 — 12 + 121/6 — 24)
B 72
C36vV3—i36  V3—i V3 1
T T T2 T2

= cos (%ﬂ) + 7sin (%) — ¢~im/6,
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Par conséquent :

6+v6+i(3v2—2v3)\"
44/3 +i2v/6

Ced3 . » By
(6 z7r/6) —e imd3/6 _ e im(42+1)/6 _ e i X e im/6

1 V3 z'l d’aprés les valeurs remarquables
2 2 sur le cercle trigonométrique

Probléme 2

Le but de ce probléeme est de résoudre [’équation suivante d’inconnue z compleze :
Z=22-32+7. (E1)

1. (a) Montrer que (E1) n’admet pas de solutions réelles.

» On raisonne par I'absurde en supposant que (E1) admet une solution réelle qu’on note z = z.
Puisque z € R, on a Z = = et donc :

r=2a%—3x+7 parconséquent z2—4z+7=0.
Ainsi, x est solution d’'une équation du second degré dont le discriminant est égal & :
A= (-4 —4x1xT7T=-12<0.

Cette équation n’admet donc pas de solution réelle ce qui contredit I’existence de x. Par ’absurde,
on en déduit que | (E1) n’admet pas de solutions réelles|.

(b) (E1) admet-elle des solutions imaginaires pures ?

» Soit z une solution imaginaire pure de (E1). Donc z est de la forme z = iy ot y € R. On a
zZ = —iy et donc :

—iy = (iy)* — 3(iy) + 7= —y* — i3y + 7 par conséquent (—y*+7) +i(y —3y) = 0.
——
:—Qy
En identifiant les parties réelle et imaginaire, on en déduit que —y?> +7 = 0 et —2y = 0. La
deuxiéme équation donne y = 0 et on obtient une absurdité en réinjectant cette valeur dans

la premiére équation car —0? + 7 = 7 # 0. En raisonnant par ’absurde comme & la question
précédente, on en déduit que | (E1) n’admet pas de solutions imaginaires pures|.

2. Soit z € C. Montrer que z est solution de (E1) si et seulement si Z aussi.

» On raisonne par double implication.
= On suppose que z est solution de (E1). Donc :

Z=2"-32+47.
D’aprés les propriétés du conjugué, on a :
Z=2-32+7=22—-32 +71=2"-32+T.
=3xz

Ainsi, on a bien montré que Z est solution de (E1).

<= On suppose que Z est solution de (E1). En raisonnant comme pour I'implication précédente, on
peut montrer que z = z est solution de (E1).

Conclusion. Par double implication, en déduit que :

z est solution de (E1) <= Z est solution de (E1)|.
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L’argument clef de cette réponse est que 22 — 3z + 7 = z> — 3z + 7. Plus géné-
ralement, on peut montrer que si P est un polynome a coefficients réels, alors
P(z) = P (Z) pour tout z € C.

3. Soit z € C une solution de (E1). Montrer qu’alors z est solution de [’équation suivante :
z =z~ 62" +202* — 33z + 35. (E2)
» On a:

z= % par propriété du conjugué
=22 -3z+7 car 2 est solution de (E1)
=7%> - 3747 par propriétés du conjugué
= (2 =32+7)"=3(:* =32 +47) +7
= (2" =322+ 722 =328 + 922 — 212 4+ 72" — 212 449) — 322 + 92 — 21 + 7
= 2" — 62° +202% — 332 + 35.

On a bien montré que | z est solution de (E2) |

4. (a) Vérifier que z, = 2 +i\/3 est solution de de (E2). Qu’en est-il de zy = 2 —i\/3 ?
» On a:

2 =2+ iV3,

2= <2+i\/§>2:4+4i\/§—3:1+i4\/§,

S (1+z‘4\/§) <2+i\/§> — 21 V3 4+i8V3 — 4v0 = —10 4+ i9v/3,
= () = (1+¢4\/§)2 = 14i8v/3 — 48 = —47 + i8V/3,

Par conséquent :

2} — 627 4+ 2027 — 332, + 35

= —47+i8V3— 6 (—10+9V3) +20 (1+4V3) — 33 (2+iv3) + 35
= —47 +148V/3 + 60 — i54v/3 + 20 + i80v/3 — 66 — i33v/3 + 35
:2+i\/§zzl.

On a bien vérifié que | z; est solution de (E2)| De plus, on a d’apreés les propriétés du conjugué :

2y =7 = 2} — 625 + 2027 — 332 + 35 = 2 621" +2021° 3371 +35 = 2562542025 —332,+35.

Donc |z, est aussi solution de (E2)|.

Ne perdez pas de temps en calculs inutiles. Ici les propriétés du conjugué
permet d’éviter de refaire les mémes calculs avec zo que ceux avec 2.

(b) Déterminer une équation du second degré, notée (E3), dont les solutions sont z; et zo.
» On sait que z; et zy sont solutions d’une équation du second degré de la forme :
S=z1+2=2+7+2Re(z) =4,
29— Sz+P=0 ou { ! ? _1 12 2( 1 2
P = Z1R9 = 2121 = ‘21| =27+ (\/g) =T.

L’équation obtenue est donc :

22 —4247=0] (E3)
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5. Trouver deuz constantes réelles (a,b) € R? tels que :
VzeC, zt—62342022—342+35= (22—4z—|—7)(z2—|—az+b).

» On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche a € R et b € R telles que pour tout z € C :

24— 623 +202% — 342+ 35 = (z2—4z+7)(z2+az+b)
=2 baB + 022 —42° —da? —4b+ T2+ Taz + T
=2+ (a—4)22 +(b—4a+7) 2%+ (—4b+ Ta) + Tb.
En identifiant les coefficients de degré 3, on obtient que a — 4 = —6 donc a = —2; et en identifiant

les coefficients constants, on obtient que 7b = 35 donc b = 5.
Synthése. On pose |a = —2|et |b = 5| D’apreés les calculs de 'analyse, on a pour tout z € C :

(2 =42+ 7)(P+az+b) =2"+(a—4) 2 + (b—4a+7) 2" + (—4b+ Ta) + 7b
~—— — ~—— T?::
——2-4 =5+8+7 —20—14 =
=2 — 62° +202% — 342 + 35.

On peut également vérifier les coefficients de degré 2 et 1 dans ’analyse. Dans ce
cas, il est inutile de perdre du temps a le refaire dans la synthese.

Finalement, on a montré que :

VzeC, 2*—62"+202"—-342435=(2"—42+7)(z* -2z +5)|

6. Résoudre (E2).
» On a :
(F2) <= 2 =2"—62+202" — 332+ 35
> 2" —62° +202" — 342+ 35 =0
— (22 — 4z 4+ 7) (22 — 2z 4+ 5) d’aprés le résultat de la question précédente
=22 —42+4+7=0 ou 2z*—2z+5=0 npar intégrité.

22 —42+7=0 < (E3)
< z=2z ou z=z dapréslerésultat de la question 4(b)

e 2z=2+iV3 ou z=2—iV3.

Inutile de perdre du temps a calculer le discriminant pour résoudre cette équation
du second degré. Pensez a utiliser les résultats des questions précédentes.

Pour la deuxiéme équation, on reconnait une équation du second degré dont le discriminant est égal
a:
A=(-2%-4x1x5=-16<0.

On obtient donc deux solutions complexes conjuguées :

=4

~=

—(—=2) +1i\/| — 16| _ 2+4+1V16
2 N 2

Finalement, on en déduit que (E2) admet quatre solutions :

2 —2245=0 < 2= =142 ou z=1-2i.

(E2) <= z€{2+iV3,2—iV3,1+2i,1—-2i}|
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7. En déduire les solutions de (E1).
>

Attention a la logique de l’énoncé : a la question 3, on a seulement montré que :
z est solution de (E1) = z est solution de (E2).

Mais la réciproque est fausse en générale. Autrement dit, on a seulement démontré
que ensemble des solutions de (E1) est inclus dans l’ensemble des quatre solutions
de (E2). Il suffit donc de vérifier si chacune des quatre solutions de (E2) est bien
une solution de (E1).

D’apres les résultats des questions précédentes, on a montré que l'ensemble des solutions de (E1) est
inclus dans {2+ iv/3,2 —iv/3,1+2i,1 —2i}. Or :

2
<2 + Z\/g) -3 (2 + z\/§> +7=144ivV3—-6—1i3vV3+7 daprés les calculs de la question 4(a)
=2+iV3.

Donc 2 + iy/3 est solution de (E1). On en déduit que 2 — iv/3 = 2 + iv/3 est aussi solution de (E1)
d’aprés le résultat de la question 2. De méme :

(142)°—-3014+2)+7=1+4i—-4-3—6i+7=1—2i#1+2i.

Donc 1+ 2i n’est pas solution de (E1). On en déduit que 1 —2i = 1 + 2i n’est également pas solution
de (E1) d’aprés le résultat de la question 2. Finalement :

(El) <= z€{2+iV3,2—iV3}|
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DS n° 3 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Probléme 1

On considére la suite (z,),en de nombres complexes définie par :
=141 et VneN, z,01 = (=14 9i)z, + (8 + 4i)Z,.

1. [Informatique| En Python, on modélisera chaque nombre complexe par la 2-liste de ses parties
réelle et imaginaire. Par exemple, le nombre complexe 4 + 2i est représenté par la liste [4,2], et la
liste [3,-1] correspond au nombre complexe 3 — 1.

(a) Ecrire une fonction conjugue(L) qui prend en argument une liste L représentant un nombre
complexe z, et qui renvoie la liste représentant son conjugué z.

(b) Ecrire une fonction somme (L,M) qui prend en argument deux listes L et M représentant deux
nombres complexes z et w, et qui renvoie la liste représentant leur somme z + w.

(¢) Ecrire une fonction produit(L,M) qui prend en argument deux listes L et M représentant deux
nombres complexes 2z et w, et qui renvoie la liste représentant leur produit zw.

(d) En réutilisant les fonctions des questions précédentes, écrire une fonction suite(n) qui prend
en argument un entier naturel n et qui renvoie la liste représentant le nombre complexe z,.

(e) Que renvoie la fonction ci-dessous ?

def mystere():
n=1
L=suite(n)
while L[0]!=L[1]:
n=n+1
L=suite(n)
return n

2. [Mathématiques| Pour chaque n € N, on note z,, la partie réelle de z, et y,, sa partie imaginaire.
(a) Calculer zo, yo, 1 et y;.

(b) Soit n € N. Montrer que z,11 = 7x,, — 5y, et déterminer une expression similaire pour ¥, 1.
(
(d

(e) En déduire une expression de z, en fonction de n, pour tout n € N.

)
c¢) Soit n € N. Montrer que z, 12 = —2x,.1 — 2z, et déterminer une expression similaire pour y,, 2.
) Calculer les termes généraux des suites (2, )nen €t (Yn)nen-

)

Exercice
Dans cet exercice, on fixe un réel A > 0 et on considére la suite (u,),>; définie par :

3\u,
Uy + N

uy =X et VYn>1, u,p =

1. On pose la fonction f:z — 3\z/(x + ).
(a) Dresser le tableau des variations de f sur son ensemble de définition noté .
(b) Etudier le signe de f(x) — x pour tout x € %;.

(c) A D'aide des résultats précédents, tracer sur un méme graphique : la droite d’équation y = «,
'allure de la courbe représentative de f, et les premiers termes de (u,,),>1. Quelles conjectures
peut-on formuler pour la suite (u,),>1 7
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2. Montrer que A < u, < up11 < 2\ pour tout n > 1.

3. On définit une suite auxiliaire (a,),>1 par a, = 1/u, pour tout n > 1.
(a) Montrer que (a,),>1 est arithmético-géométrique.
(b) Calculer le terme général de (ay,)n>1.

(¢) En déduire une expression de u, en fonction de n, pour tout n > 1.

Probléme 2

Si (Un)nen €t (Un)nen sont deux suites réelles, indexées a partir de 0, on définit une nouvelle suite (wy,)en
en posant :

vneN, w,= Zukvn_k (1)
k=0

On appelle (wy,)nen le produit de convolution de (u,),en avec (v, )nen. Si dans la formule ci-desus on
prend Vn € N, v, = u,, on parle simplement du produit de convolution de (u,),en avec elle-méme.

1. (a) Soit n € N. Calculer

> k(n—k) (2)

(b) On considére la suite (e, ),en donnée par Vn € N, e,, = n. Calculer le produit de convolution de
(en)nen avec elle-méme.

2. Soit un nombre a € R. On considére la suite (o, ),en définie par Vn € N, a,, = a". Calculer le produit
de convolution de (a,),en avec elle-méme.

3. Soit un autre nombre b € R, de méme on considére la suite (5,),en définie par Vn € N, 8, = b".

Montrer que le produit de convolution de (a,)nen avec (B )nen est la suite (wy,)neny donnée par :

(n+1)a™ sia="b

VneN, w,= ntl _ pntl 3
a2 sia#b )
a—2b
4. On définit la suite (€,)nen par
1 sin=0
Vn € N, en:{ s?n (4)
0 sinon

Montrer que pour toute suite (uy,),en, le produit de convolution de (u,)nen avec (€,)nen est la suite
(wn)nen avec Vn € N w,, = u,.

5. Pour deux nombres (c,d) € R?, on définit les suites (7, )nen €t (6, )nen par :

" dar
VneN, ~,=— 0,=— (5)
n! n!
Montrer que, pour leur produit de convolution (wy,)en,
(c+d)”

VneN, w,=

o (6)

6. [Informatique] On souhaite écrire un programme Python permettant de vérifier une partie des
calculs précédents. On note plutot avec @ € N I'indice des suites (ce n’est qu'une variable muette) et
pour un nombre n donné, on représente une suite (u;);eny par une liste L contenant les n + 1 premiers
termes de la suite, c’est a dire les termes ug, uq, ..., u,. Ainsi L[i] est exactement le terme u; et
cela pour tout 0 < i < n. Par exemple si n = 5 alors la suite (e;);en est représentée par la liste
[0, 1, 2, 3, 4, 5] et la suite (d;);en est représentée par [1, 0, 0, 0, 0, 0].

(a) Ecrire une fonction epsilon(n) qui prend en argument un nombre n et qui renvoie la liste des
n + 1 premiers termes de la suite (¢;);ey de la question 4.

BCPST1A lycée Hoche 2022-2023 33 sur 125 Sébastien Godillon



(b) Ecrire une fonction e (n) qui prend en argument un nombre n et qui renvoie la liste des n + 1
premiers termes de la suite (e;);eny de la question 1b.

(c¢) On considére la fonction suivante, prenant deux arguments (des nombres) ¢ et n :

def manquedeserieux(c, n):
L =1[0] *n
L[0] = ¢
for i in range(1, n):
L[i] = L[i-1] * ¢ / (i+1)
return L

i. Si on suppose que la variable ¢ est un nombre, que renvoie manquedeserieux(c, 2) 7 Et
manquedeserieux(c, 3)7

ii. Corriger la fonction pour écrire une fonction gamma(c, n) qui renvoie la liste des n + 1
premiers termes de la suite (7, )nen de la question 5 avec le parameétre c.

(d) Ecrire une fonction convole(L, M, n), qui prend en argument un entier n et deux listes L, M de
taille (au moins) n + 1 et qui renvoie le terme w,, du produit de convolution (wy,)nen de (tn)nen
avec (Up)nen-

(e) Utiliser la fonction précédente pour écrire une fonction convolution(L, M, n) qui prend en
argument deux listes L, M représentant les n + 1 premiers termes de suites (uy,)nen €t (Un)nen
et qui renvoie une liste représentant les n 4+ 1 premiers termes de la suite (w,,)nen qui est leur
produit de convolution.

7. On souhaite montrer que le produit de convolution est commutatif. Pour cela on fixe des suites
(tn)nen, (Un)nen et on note (wy, )nen leur produit de convolution. De méme on note (w/,)nen le produit
de convolution de (v,,)nen avec (uy)nen. Montrer que Vn € N, w,, = w/,.

8. On souhaite montrer que le produit de convolution est associatif. Pour cela on fixe trois suites (z,)nen,
(Yn)nen, (2zn)nen. D'une part on forme le produit de convolution (7,)nen de (2 )nen avec (Yn)nen, puis
(wp)nen le produit de convolution de (7,)nen avec (2,)nen. D’autre part, on forme d’abord le produit
de convolution (s,)nen de (Yn)nen avec (2, )n.nn, puis on forme le produit de convolution (w!,),en de
(Zn)nen avec (S,)nen. Montrer que Vn € N, w,, = w!,.

9. Le produit de convolution admet-il un élément neutre ?
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Corrigé du DS n° 3 de mathématiques
et d’informatique

Probléme 1

On considére la suite (z,)nen de nombres complexes définie par :
zo=14+1i et YneN, z,41 = (=14 90)z, + (8 + 4i)Z,.

1. [Informatique| En Python, on modélisera chaque nombre complexe par la 2-liste de ses parties réelle
et imaginaire. Par exemple, le nombre complexe 4 4+ 21 est représenté par la liste [4,2], et la liste
[3,-1]1 correspond au nombre complexe 3 — i.

(a) Ecrire une fonction conjugue (L) qui prend en argument une liste L représentant un nombre
complexe z, et qui renvoie la liste représentant son conjugué z.

>

Pour rappel : Z = Re(z) — ilm(z) donc Re(Z) = Re(z) et Im(z) = —Im(z).

Par exemple :

def conj(L):
x=L[0]
y=-L[1]
return [x,y]

(b) Ecrire une fonction somme(L,M) qui prend en argument deux listes L et M représentant deux
nombres complexes z et w, et qui renvoie la liste représentant leur somme z + w.

>

Pour rappel :

z 4w = (Re(z) +ilm(z)) + (Re(w) + iIm(w))
= (Re(z) + Re(w)) + i (Im(2) 4+ Im(w))

donc Re(z+ w) =Re(z) + Re(w) et Im(z+ w) =Im(z) + Im(w).

Par exemple :

def somme(L,M):
x=L[0]+M[0]
y=L[1]+M[1]
return [x,y]

(c) Ecrire une fonction produit (L,M) qui prend en arqgument deux listes L et M représentant deuz
nombres complexes z et w, et qui renvoie la liste représentant leur produit zw.

>
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Pour rappel :
zw = (Re(z) + ilm(z2)) (Re(w) + iIm(w))

= Re(z)Re(w) + iRe(z)Im(w) + ilm(z)Re(w) — Im(z)Im(w)
= (Re(z)Re(w) — Im(2)Im(w)) + i (Re(2)Im(w) + Im(2)Re(w))

donc Re(zw) = Re(2)Re(w) — Im(z)Im(w)
et Im(zw) = Re(z)Im(w) + Im(z)Re(w).

Par exemple :

def produit(L,M):
x=L[0]*M[0] -L[1]*M[1]
y=L[0]*M[1]+L[1]*M[O0]
return [x,y]

(d) En réutilisant les fonctions des questions précédentes, écrire une fonction suite(n) qui prend
en argument un entier naturel n et qui renvoie la liste représentant le nombre complexe z,.

» Par exemple :

def suite(n):
L=[1,1]
for i in range(n):
L=somme (produit ([-1,9],L) ,produit([8,4],conj(L)))
return L

(e) Que renvoie la fonction ci-dessous ?

def mystere():
n=1
L=suite(n)
while L[O]'=L[1]:
n=n+1
L=suite(n)
return n

» La fonction mystere commence par initialiser la variable n avec la valeur 1 et la liste L
représentant le nombre complexe z,, donc z;. Ensuite, la fonction mystere teste si L[0] est
différent de L[1], c’est-a-dire si la partie réelle de z, est différente de la partie imaginaire de z,.

— Si les parties réelle et imaginaire de z, sont différentes, alors la fonction mystere ajoute
1 a la valeur de n, donc la variable n prend la valeur entiére suivante, et recalcule la liste
L représentant le nombre complexe z, pour cette nouvelle valeur de n. Puis la fonction
mystere teste a nouveau si les parties réelles et imaginaires de z, sont différentes pour cette
nouvelle valeur de n. Tant que les parties réelles et imaginaires de z, sont différentes, la
fonction mystere réitére ces opérations.

— Deés que les parties réelles et imaginaires de z, ne sont plus différentes, donc qu’elles sont
égales, la fonction mystere s’arréte et renvoie la valeur de la variable n.

Ainsi, la fonction mystere renvoie | le plus petit entier n > 1 tel que les parties réelle et imaginaire

de z, sont égales |.
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D’apres I'énoncé, on a :

Z2o =141,

21 = (=14 9i)20 + (8 +4i)Z = (=1 4+ 9i)(1 + i) + (8 + 4i)(1 — 1)

(—10 + 8i) + (12 — 44) = 2 + 44,

(=14 9)z + (8 +4i)zr = (=14 9i)(2 + 4i) + (8 + 44)(2 — 4)

(—38 + 144) + (32 — 24i) = —6 — 104,

(—14+9i)z + (8+4i)zg = (—1 4 9i)(—6 — 107) + (8 + 44)(—6 + 10i)
= (

(—

(-

96 — 447) + (—88 + 56i) = 8 + 124,
14 90)z5 + (8 4 4i)75 = (—1 + 9)(8 + 12i) + (8 + 4i)(8 — 12i)
116 + 607) + (112 — 64i) = —4 — 4i.

Par conséquent, la fonction mystere renvoie .
2. [Mathématiques| Pour chaque n € N, on note x,, la partie réelle de z, ety, sa partie imaginaire.

(a) Calculer xg, yo, x1 €t y;.
» On a d’apres I’énoncé :

2zo=1-+14 donc et ,

etz = (=14 9i)2 + (8 + 4i)z5 = (=1 + 9i)(1 + 1) + (8+4@')(1—i)

= (—10+8i) + (12— 4i) =2+4i donc [z, =2] e

(b) Soit n € N. Montrer que x,.1 = Tz, — by, et déterminer une expression similaire pour Y.
» On a d’apres ’énoncé :

=(—14+9)z, + (8+4i)z,

= (=14 9i)(x, +iy,) + (8 + 4i)(x, —iy,) car z, =z, + iy,
= (=@n — 9yn) + 1(92p — Yn) + (80 + 4yn) + i(42, — 8yy)
£7xn - 5ynz+z’\(13xn = 9ynl.

Zn+1

~~ ~~
=Tn+1 =Yn+1

Puisque 2,11 = Tpi1 + Yny1, on en déduit que ‘xnﬂ =Tr, — Sy, ‘ et ‘ynﬂ = 13x, — 9y, |

(c) Soit n € N. Montrer que x, o = —2x,.1 — 22, et déterminer une expression similaire pour Y, ».
» On déduit du premier résultat de la question précédente que :

o Tpy1 — 7xn o _1 ’
Yn = _5 - 5xn+1 + 537n

Puisque cette relation est vraie pour tout n € N, on a aussi que :

1
Yntl = ——Tpy2 + —Tng1-

5 5
En réinjectant ces expressions dans le deuxiéme résultat de la question précédente, on obtient :

1 7 1 7
~ 5 Tni2 + 5nt1 = 13z, — 9 g nt + 5 Tn

donc — x40+ 72,1 = 652, + 92,11 — 632,

donc  pys = (7= 9)ni1 + (63 — 65)z, = | —2w541 — 22, .
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De méme, on déduit du deuxiéme résultat de la question précédente que :

x _yn+1+9yn_i +g
n — 13 - 13yn+1 13yn

Puis on obtient en réinjectant cette expression dans le premier résultat de la question précédente :

o9 (19 -
13yn+2 13yn+1 - 13yn+1 13yn Yn

donc Ynt2 + 9yn+1 = 7yn+1 + 63yn - 65yn
donc  ypi2 = (7 —9)yns1 + (63 — 65)y, = ‘ —2Uni1 — 2Yn |

(d) Calculer les termes généraux des suites (n)nen €t (Yn)nen-

» D’aprés les résultats de la question précédente, on reconnait des suites récurrentes linéaires
d’ordre deux. On commence donc par résoudre 1’équation caractéristique d’inconnue g € C :

¢ =-20-2 <= ¢ +2¢+2=0.

On reconnait une équation du second degré a coefficients réels dont le discriminant est égal a
A=22-4x2x1=—4<0.Léquation caractéristique admet donc deux racines complexes

conjugués :
=241/ |A|
B 2

On écrit ces racines sous forme exponentielle. On cherche p > 0 et 6 € R tels que q; = pe? (et
donc ¢ = g1 = pe?). On a pour le module :

p=lal=V (=12 +12=V2

¢ =—147i et =g =—-1—1.

Par conséquent :
—1+4+i=q = pe’® =/2(cos() +isin(6)) = V2 cos(8) + iv/2sin(h).

En identifiant les parties réelle et imaginaire, on en déduit qu’on cherche un argument 6 tel que :

3

D’apres les valeurs remarquables du cercle trigonométrique, on peut choisir 'argument 6 = =F.

Finalement, les deux solutions de I’équation caractéristique sont :

¢ = V2eBT/A | et 4 = V2e BT/ |

Par conséquent, il existe quatre constantes réelles A, B, C' et D telles que :

Ty = (\/i)z (A cos (%n) + Bsin (%’Tn))
Yp = (\/5) (C’ COoS (%T”n) + Dsin (%n)) )

Vn € N, {

Pour déterminer ces quatre constantes, on utilise les premiéres termes de (z,)nen €t (Yn)nen,
c’est-a-dire les résultats de la question 2(a).

1:x0:@<Aw+Bsin (0)>:A donc |[A=1|

~ =1 =0

1
2:x1:(\/§> <Acos(%”)—|—Bsin(%”)):—1+B donc |B = 3|,
R AT N2
-3 =—v2/2 =v2/2
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1:y0:<\/§>0(0008(0)+Dsm 0)):0 done [C=1],

1
=y = (\@) ( C cos (?’T”) +Dsin (f) ) =—-14+D donc .
NI v:l ——— ~—~—
-3 =—v2/2 =Vv2/2

Finalement, on obtient que :

Vn €N, {xn i (\/§)n (cos (zfn) + 3 sin (%”n))

(e) En déduire une expression de z, en fonction de n, pour tout n € N.

» Soit n € N. Puisque z,, = x,, + 1y,, on a d’aprés le résultat de la question précédente :

n

zn:<\/§)n(cos( )+381n( ))+z(\/§) (cos( )—|—5sm(4 ))

Exercice
Dans cet exercice, on five un réel X\ > 0 et on considére la suite (uy,)n>1 définie par :

3\u,

=\ et VY 1, u, .
U1 € n Unp+1 = un—l—)\

1. On pose la fonction f: x> 3\x/(x + N).

(a) Dresser le tableau des variations de f sur son ensemble de définition noté Z;.

» On a: =
f(z) = T oestdéfini = 14+ A=0 < =\
T+ A

Donc f est définie et dérivable sur | 2y = R\ {—A}| comme quotient de fonctions polynomiales
dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, on a d’apreés la formule de dérivée d’'un quotient :

BAX (z4+A) =3 zx1  3X\

Ve e R\ {-A}, f(2)= (@ + M2 BCESNE

> 0.

Par conséquent, f est strictement croissante sur | — 0o, —A[ et sur | — A, +00.

Attention : f n’est pas strictement croissante sur R\ {—\} ! Le théoréme «si
I est positive sur I alors f est croissante sur I» est vrai seulement si I est

un intervalle, alors qu’ici R\ {—=\} =] — oo, —=A[U] — A\, +o0[ n'est pas un
intervalle

. De plus, on a :
3\x I A 3\

Jm fe) = lim == a:—l>rfloo1+%_1+():3)\’
3z —3\?
fim flz) = xlim,\ P U
r<—A
3z —3)\2
— lim f(z) = xl;m)\ P W —00,
T>—A T>—A
3z 3\ 3\
. ] — 1 .
et 33—1>r-i{loof( ) :C—l>r—l{1<>o x + )\ z—+oo | + 2 1+0 3A
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On en déduit le tableau des variations de f :

T —00 . +o00

+00 3\

3\ —00

(b) Etudier le signe de f(x) — x pour tout x € 9.
» Soit z € R\ {—=A}. On a :

3\t z(z+A) 3 —aP-Adr  z(2\ 1)

S S S W T
On en déduit le signe de f(z) — z a Paide d'un tableau de signes (on a —\ < 0 < 2\ car A > 0) :
x —-A 0 2\
T - - 0 + +
20—z + + + 0 —
T+ A - 0 + + +
flz)—=x + — 0 + 0 —

(c) A Uaide des résultats précédents, tracer sur un méme graphique : la droite d’équation y = z,
Uallure de la courbe représentative de f, et les premiers termes de (uy,)n>1. Quelles conjectures
peut-on formuler pour la suite (up)p>1 ?

>
Fuaites apparaitre les résultats des questions précédentes sur votre graphique :
la courbe représentative de f est strictement croissante sur | — oo, —A[ et
sur | — A\, +ool, elle est située au-dessus de la droite d’équation y = x sur
] — 00, =A[U[0, 2] et en-dessous sur | — A, 0] U [2\, +o00[ (en particulier, elle
coupe la droite d’équation y = x a l’origine et au point de coordonnées
(2),2)0) ).

On a
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3\x
2X |- = ) =
, ;: f(@) T+ A
o] i
A
Et en zoomant pour les valeurs de x entre A\ et 2\ :
y=x
3\z

2 R s e SRR R flw) =

0 Uy = A Uz U3 Ug Us

On conjecture que (y)n>1 est ‘minorée par A|, | majorée par 2\ ‘ et \Strictement croissante |.

Y

On peut également conjecturer que u,, tend vers 2\ lorsque n — 400 mais
nous apprendrons plus tard dans l’année a étudier la convergence des suites.
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2. Montrer que A < U, < Upy1 < 2\ pour tout n > 1.
» On raisonne par récurrence. Pour tout entier n > 1, on pose P(n) : «\ < u, < Uppq < 2X».
Initialisation. Pour n = 1, on a d’aprés 1’énoncé u; = A et :

B\ui 3\ 3

U =

De plus, A < %)\ <2 carl< % < 2et A > 0. On en déduit que A\ < uy; < ug < 2X, donc que P(1)
est vérifiée.
Hérédité. On suppose que P(n) est vraie pour un entier n > 1 fixé. Montrons que P(n + 1) est vraie.
On sait que :

A< Uy < Upyr <2\ d’aprés 'hypothése de récurrence.

Or la fonction f est strictement croissante sur | — A, +oo[ d’apreés le résultat de la question 1(a), donc
en particulier sur [\, 2)\]. Par conséquent :

F) < flun) < flunga) < f(2A).

Or:
3Ax AN 3
J— )\ — — _)\
f) A+X 277
3A\uy, . . , )l .
— flu,) = DY = up41 d’aprés la relation de récurrence de 1’énoncé,
— f(ups1) = upao car la relation de récurrence est vraie pour tout n > 1,
3\ X 2\
— et f(2\) = —— =2\,
et f2N =5

Par conséquent :

3
5/\ L Upt1 < Upgo < 2.

De plus, A < %/\ car 1 < % et A > 0. On en déduit que A < up11 < Upio < 2X, donc que P(n + 1) est
vérifiée. Ainsi, on a montré que P(n) = P(n + 1) pour tout entier n > 1.
Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on a bien montré que :

‘Vn}l, A< Uy < Upyp <2

ce qui prouve les conjectures établies a la question précédente.
3. On définit une suite auxiliaire (a,)n>1 par a, = 1/u, pour tout n > 1.
(a) Montrer que (a,)n,>1 est arithmético-géométrique.
» Soitn>1.0na:

1
(pi1 = par définition de la suite auxiliaire
Un41
1
= 55— d’apres la relation de récurrence de I'énoncé
Un+A
_ Upt+ A
3,
o 1F ﬁ en simplifiant par u, # 0 car u, > A > 0
3\ d’apres le résultat de la question précédente
14+ Xa . . -
= 3—/\n par définition de la suite auxiliaire
1 n 1
= —a, + —.
37" 3\

On reconnait bien une |suite arithmético-géométrique | de raison géométrique % et de raison

. L. 1
arithmeétique 5.
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(b) Calculer le terme général de (ay)n>1.
» On commence par résoudre 1’équation suivante d’inconnue o € R :

—1+1<:>11—1<:>—%—
“T3YT 3)% 7 3 *TT T

Puisque (ay,)n>1 est arithmético-géométrique de raison géométrique % d’aprés le résultat de la
question précédente, on sait que la suite (b, = a, — @),>1 est géométrique de raison % Par

conséquent :
1 n—1
Vn > 1, b, = (—) by
~— 3 —~—
=an—Q =a]—«
Puisque a = % et a; = i = %, on obtient finalement que :

Vn > 1,

Ay =

(c)
» Soit n > 1. Puisque a,, =
résultat de la question précédente, on en déduit que :

L1t 1y, 1 1
3n—1 \ X\ 2\ 2\ 3n1x 2\

1 22371
- = n 143n—1 n—1
2J>\r3n*1 1+3

1

2\

En déduire une expression de u, en fonction de n, pour tout n > 1.
ui par définition de la suite auxiliaire, on a u,, =
n

(143!
203! |

L D’aprés le
Qn

établie a la question 1(c). En effet :

2371 2\

On peut en déduire la conjecture sur la limite de u, quand n tend vers 400

2\

lim —— =

lim wu, =
n—+oo 1 4 3n—1

n——+00

im 1 = pr—

2.

Probléme 2
Enoncé et corrigé de L.-C. Lefévre

Si (tn)nen €t (vn)nen sont deux suites réelles, indexées a partir de 0, on définit une nouvelle suite

(wp)nen en posant :

n
VneN, w,= E UpVp—k
k=0

(1)

On appelle (w,)nen le produit de convolution de (u,),en avec (v, )nen. Si dans la formule ci-desus on
prend Vn € N, v, = u,, on parle simplement du produit de convolution de (u,),en avec elle-méme.

1. (a) Soit n € N. Calculer

> k(n—k)

(2)
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» On développe et on utilise les formules habituelles :

D k(n—k) =) (kn—k)

n n

=> kn—>» K
k=1 k=1

= nZk — Zsz
k=1 k=1

s n(n+1) n(m+1)2n+1)

2 6
= W(Bn —(2n+ 1)>
_ n(n6+ 1) (n—1)

n(n—1)n+1)

6

(b) On considére la suite (e,)nen donnée par Vn € N, e,, = n. Calculer le produit de convolution de
(en)nen avec elle-méme.

» Par définition il s’agit de calculer le terme w,, avec

wn:Zk(n—k)

Mais cette somme est la méme que la précédente a la différence prés qu’elle part de k& = 0.
Mais pour k£ = 0 le terme sous la somme est nul. Donc w,, est bien égal a la somme trouvée
précédemment.
2. Soit un nombre a € R. On considére la suite (o, )neny définie par Vn € N, a,, = a". Calculer le produit
de convolution de (o, )nen avec elle-méme.
» [l s’agit de calculer, pour n € N, le terme w,, défini par

n
w, = § akanfk
k=0

mais sous la somme cela se simplifie en a™ qui ne dépend pas de k. Il y a alors n + 1 termes égaux a
a™ donc on trouve

w, = (n+1)a" (3)

3. Soit un autre nombre b € R, de méme on consideére la suite (3,),en définie par Vn € N, 5, = b™.
Montrer que le produit de convolution de (ay,)nen avec (B, )nen est la suite (wy,)neny donnée par :

(n+1)a” sia=10
vneN, w,= n+l _ pntl 4
S Z sia#0b @)
a0 —

» On écrit

n
w, = 2 akbnfk
k=0
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Si a = b cela se raméne en fait au cas prédédent ou on trouvait bien (n + 1)a”. Sinon cela ressemble
beaucoup a la formule écrite telle quelle dans le cours

n—1

a® — bt = (CL o b) Zan—l—kbk

k=0

qui est en fait la méme (quitte a 'appliquer & (b, a) au lieu de (a, b), ou a faire le changement d’indice
j =n—1—k, méme principe que dans le bindme de Newton) que

n—1
a" —b" = (a—Db) Z akpri-k
k=0

Ecrite avec n + 1 a la place de n c¢’est précisément

a"tt =" = (a —b) Z akprk
k=0

et donc a droite on reconnait (@ — b)w,. Si a # b alors on peut en plus diviser par a — b et on trouve

bien
an+1 _ bn+1
Wn = a—>b
4. On définit la suite (€,)nen par
1 sin=0
Vn € N, en—{ s?n (5)
0 sinon

Montrer que pour toute suite (uy,)nen, le produit de convolution de (u,)nen avec (€,)nen est la suite
(wn)nen avec Vn € N, w,, = u,.
» On écrit d’abord :

n
Wn, = E Uk€n—k
k=0

Mais sous cette somme beaucoup de termes sont nuls! En effet les seuls termes non nuls sont pour
n —k =0 (auquel cas €, = 1 c’est a dire en fait &k = n. La somme n’a donc qu’un seul terme :

Wy = Uy X 1 =u,

et cela pour tout n € N.

5. Pour deux nombres (c,d) € R?, on définit les suites (7, )nen €t (8, )nen par :

n dn
Vn € N, %:C— Op = — (6)
n! n!
Montrer que, pour leur produit de convolution (w,).en,
(c+d)"

vneN, w,=
n!

» Soit n € N, écrivons w,, :
n Ck dn—k
Wy, = — X —
" Z k! (n—k)!
k=0
et cela ressemble au bindéme de Newton ; mais d’autre part

(c+d) 1 ~ (0 & i
n! _sz k cd
—0
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Remplagant les coefficients binomiaux par leur valeur, si 0 < k < n :

Z:#_!@!
(+)

(c+d)” 1 n! b Mt u 1 & ek
n! n!zk!(n—k)!c ];k!(n—k)!c v

on retrouve

6. [Informatique] On souhaite écrire un programme Python permettant de vérifier une partie des
calculs précédents. On note plutot avec @ € N I'indice des suites (ce n’est qu'une variable muette) et
pour un nombre n donné, on représente une suite (u;);eny par une liste L contenant les n + 1 premiers
termes de la suite, c’est a dire les termes ug, u1, ..., u,. Ainsi L[i] est exactement le terme u; et cela
pour tout 0 < i < n. Par exemple si n = 5 alors la suite (e;);en est représentée par la liste [0, 1, 2,
3, 4, 5] et la suite (J;);en est représentée par [1, 0, 0, 0, 0, 0],

(a) Ecrire une fonction epsilon(n) qui prend en argument un nombre n et qui renvoie la liste des
n + 1 premiers termes de la suite (¢;);eny de la question 4.
» Plusieurs possibilités ; sur le modéle des questions suivantes (en initialisant une liste remplie
de zéros) on peut faire tout simplement

def epsilon(n):
L = [0] * (n+1)
L[0] =1
return L

sinon on se retrouve a faire des programmes qui traduisent aussi bien la définition mathématique
mais sont plus longs, par exemple

def epsilon(n):
L=1{(]
for i in range(n+1):
if 1 ==
L.append(1)
else:
L.append (0)
return L

(b) Ecrire une fonction e (n) qui prend en argument un nombre n et qui renvoie la liste des n + 1
premiers termes de la suite (¢;);en de la question 1b.

» Idem plusieurs possibilités pour remplir une liste L avec L[i] = i. Sur ce méme modéle :

def e(n):
L = [0] * (n+1)
for i in range(n+1):
L[i] =i
return L

ou bien une boucle avec append

def e(n):
L =[]
for i in range(n+1):
L.append (i)
return L

ou bien directement en compréhension (type TP 5 exercice 3)
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def e(n):
return [i for i in range(n+1)]

(c) On considére la fonction suivante, prenant deux arguments (des nombres) c et n :

def manquedeserieux(c, n):
L=1[0] *xn
L[0] = ¢
for i in range(1l, n):
L[i] = L[i-1] * ¢ / (i+1)
return L

i. Si on suppose que la variable ¢ est un nombre, que renvoie manquedeserieux(c, 2) 7 Et
manquedeserieux(c, 3)7
» D’abord pour n = 2 : au départ L est la liste [0, O] puis a la ligne suivante [c, 0]. La
boucle for est exécutée une seule fois, avec i = 1, qui remplit L[1] & c*c/2. Donc la fonction
renvoie la liste
[c, cxc/2].
Puis pour n = 3 : de méme avant la boucle L est [c, 0, 0] puis au passage dans la boucle
avec 1 = 1 cela devient [c, c*c/2, 0] et enfin avec 1 = 2 la liste renvoyée est [c, c*c/2,
cxcxc/6].

ii. Corriger la fonction pour écrire une fonction gamma(c, n) qui renvoie la liste des n + 1
premiers termes de la suite (7, )nen de la question 5 avec le parameétre c.

» La fonction précédente retourne bien une liste de termes du type % mais les bornes ne
sont pas bonnes (pour ¢ = 0 ce terme doit étre égal a 1) et elle retourne seulement n termes
mais on en veut n + 1. Soyons sérieux ! On vérifie comme a la question précédente que la
fonction corrigée est :

def gamma(c, n):
L = [0] * (n+1)
L[0o] =1
for i in range(1, n+1):
L[i] = L[i-1] * ¢ / i
return L

(d) Ecrire une fonction convole(L, M, n), qui prend en argument un entier n et deux listes L, M de
taille (au moins) n + 1 et qui renvoie le terme w,, du produit de convolution (wy,)nen de (tn)nen
avec (Up)nen-

» Il s’agit simplement de calculer la somme des termes L[i] * M[n-i]. Si on demande que
les listes contiennent n 4+ 1 termes c’est justement pour pouvoir faire varier i de 0 a n, bornes
incluses, et que les indices des listes coincident bien avec les indices des suites. C’est donc :

def convole(L, M, n):
s =0
for i in range(n+1):
s =8 + L[i] * M[n-il
return s

(les parenthéses autour de la multiplication ne sont pas nécessaires, a cause de la priorité des
opérations).

(e) Utiliser la fonction précédente pour écrire une fonction convolution(L, M, n) qui prend en
argument deux listes L, M représentant les n + 1 premiers termes de suites (uy,)nen €t (Un)nen
et qui renvoie une liste représentant les n 4+ 1 premiers termes de la suite (w,,)nen qui est leur
produit de convolution. »

Standard : on veut remplir une liste disons C ou C[i] est donné par convole(L, M, i) (ce n’est
pas une suite définie par récurrence). On peut donc faire
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def convolution(L, M, n):
C = [0] * (n+1)
for i in range(n+1):
C[i] = convole(L, M, i)
return C

ou bien avec append

def convolution(L, M, n):
c=1[
for i in range(n+1):
C.append(convole(L, M, i))
return C

ou bien en compréhension

def convolution(L, M, n):
return [convole(L, M, i) for i in range(n+1)]

7. On souhaite montrer que le produit de convolution est commutatif. Pour cela on fixe des suites
(Un)nen, (Un)nen €t on note (wy, )nen leur produit de convolution. De méme on note (w),)nen le produit
de convolution de (v,,)nen avec (U )nen. Montrer que Vn € N, w,, = w],.

» Il s’agit de comparer, pour tout n € N, d’une part

n
Wyp, = E UkUp—k
k=0

et d’autre part
n

/ 2 :
w,, = VeUp—L

k=0
Mais ce sont les mémes & un changement d’indice prés! Si dans I'expression de w,, on pose j =n — k
alors (donc k = n — j) cela devient

n n
Wy = E Up—jV; = E VjUp—j
Jj=0 J=0

qui est donc bien égal & w!,, au renommage d’indice prés.

8. On souhaite montrer que le produit de convolution est associatif. Pour cela on fixe trois suites (x,,)nen,
(Yn)nen, (Zn)nen. D'une part on forme le produit de convolution (7,)nen de (2,)nen avec (Yn)nen, puis
(wp)nen le produit de convolution de (7,)nen avec (2,)nen. D’autre part, on forme d’abord le produit
de convolution (8,)nen de (Yn)nen avec (2, )n.nn, puis on forme le produit de convolution (w!,),en de
(Tn)nen avec (sp)nen. Montrer que Vn € N, w,, = w),.

» Il s’agit de comparer, pour tout n € N, d’une part

n n

k
Wy, = Zmzn—k = Z <Z xiyk—z) Zn—k
i=0

k=0 k=0

et d’autre part

n n n—k
!
w, = g TkSn—k = g Tk E YiZn—k—i
k=0 k=0 i=0
Or on a d’abord

n k
Wy = Z <Z xiykiznk>

k=0 \:=0
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puis on intervertit la doubles somme ce qui donne (c’est la somme sur tous les 0 < i,k < n avec en

plus i < k)
W, = Z (Z xiyk—izn—k>
k=i

=0

puis sous la deuxiéme somme le terme x; ne varie pas donc il en sort :

n n
Wn, = E X E Yk—iZn—k
=0 k=1

Cela ressemble déja mieux a l'expression de w/, ; il reste en fait a faire le changement d’indice j = k—1
sous la deuxiéme somme (la premiére ne bouge plus), on aura alors les termes y; et (comme k = j +1)
Zp—k = Zn—j—i- De plus si k = ¢ alors j = 0 et si k = n alors j =n — 7. Donc on trouve

n n—i
Wy, = E xZ; E Yjen—j—i
i=0 j=0

et ceci est bien la méme chose que w!,, quitte & renommer sous la deuxiéme somme la variable muette
jenk.

9. Le produit de convolution admet-il un élément neutre ?

» La question 4 montre précisément que la suite (€,),en est un élément neutre pour le produit de
convolution : pour toute suite (uy,)nen le produit de convolution de (uy,)nen avec (€,)nen est égal en
tant que suite & (up)nen-
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DS n°4 de mathématiques et d’informatique

durée : 2 heures

Probléme
Soit n € N*. Ce probléme propose de dénombrer I’ensemble &, des parties de [1,n] = {1,2,...,n} ne
contenant pas d’entiers consécutifs. Par exemple pour n = 3, I'ensemble des parties de [1, 3] est :

2([1,3]) = {0.{1}.{2}, {3}. {12}, {1.3}, {2, 3}, {1, 2,3} }

ce qui donne card(&3) = 5 car les parties {1,2}, {2,3} et {1,2,3} contiennent des entiers consécutifs. Pour
chaque k € N, on notera &, j le sous-ensemble de &, des parties contenant exactement k entiers. Ainsi :

(503,0 = {@}, 5371 = {{1}, {2}, {3}}, (5032 = {{1,3}} et 573 = (/503’0 U @@371 U (/503,2.

Chaque partie de ce probléme est indépendante des autres. Pour les questions d’informatique (parties
B et D), on utilisera seulement le langage Python et on pourra faire appel aux fonctions des questions
précédentes méme si elles n’ont pas été écrites.
A) Préliminaires

1. Que valent card(&7) et card(&y) 7

2. (a) Déterminer 0?4,07 0?4717 604727 60473 et Cg)474.

(b) En déduire card(&y).
3. Que valent card(é&), ), card(é,1) et card(é,,,) lorsque n > 27

4. Déterminer card(é&), 2) lorsque n > 3. Indication : distinguer plusieurs cas selon les valeurs possibles
du plus petit entier de chaque partie appartenant a &, .

B) Modélisation informatique

En Python, on modélisera chaque partie de [1,n] par la liste de ses éléments. Par exemples, {6,3,1,5}
sera modélisée par la liste [6,3,1,5] et () par la liste vide [1. On rappelle que 'opérateur + permet de
concaténer des listes. Par exemple, [2,7,1]+[4] renvoie [2,7,1,4].

5. (a) Ecrire une fonction chercher qui prend en arguments une liste d’entiers L et un indice i compris
entre 0 et len(L)-1, puis qui renvoie le plus petit indice du plus petit élément de L dont
I'indice est compris entre i et len(L)-1. Par exemples, chercher([3,6,1,5,2,7],3) renvoie 4
et chercher([1,2,1,4,1],2) renvoie 2.

(b) Ecrire une fonction trier qui prend en argument une liste d’entiers L puis qui renvoie L
aprés avoir trié ses éléments par ordre croissant. Par exemples, trier([5,3,2,6,3]) renvoie
[2,3,3,5,6]. Indication : commencer par échanger L[0] avec le plus petit élément de L, puis
L[1] avec le plus petit élément dont 'indice est compris entre 1 et 1len(L) -1, puis L[2] avec le
plus petit élément dont I'indice est compris entre 2 et len(L) -1, etc.

6. Ecrire une fonction tester qui prend en argument une liste d’entiers L, puis qui renvoie True si
L contient des entiers deux a deux différents et non consécutifs, et False sinon. Par exemples,
tester([8,2,5,2]) et tester([4,2,1]) renvoient False alors que tester([7,1,9,3]) renvoie
True. Indication : commencer par trier les éléments de L par ordre croissant.

7. On considére la fonction ci-dessous.

BCPST1A lycée Hoche 2022-2023 50 sur 125 Sébastien Godillon



def mystere(n): (a) Que renvoie mystere(1) ?
if n==1: .
* nreturn (0], [1]] (b) Montrer que mystere(2) renvoie [[],[2],[1],[1,2]].
clse: (c) Que renvoie mystere(3) ?
Pold=mystere(n-1) (d) A quoi sert la fonction mystere ?
Pnve [:! (e) Que renvoie 'instruction len(mystere(n)) en fonction
for i in range(len(Pold)): de Uentier n € N*?
L=Pold[i] 0 E . de Ia fonct: L Paide d
Pnew=Pnew+[L] (f) En vous inspirant ela onction mystere et a T'aide de
L=L+[n] la fonction tester, écrire une fonction modeliser afin
Pnew=Pnew+[L] que l'instruction len(modeliser(n)) renvoie la valeur
return Pnew de card(&y).

C) Une expression sommatoire

Dans cette partie, on considére une application ® définie sur I’ensemble des parties de [1,n] de la maniére
suivante : pour chaque partie {x1, z9, ..., 2} C [1,n] dont les éléments sont indicés par ordre croissant,
c’est-a~dire 1 <y <29 < --- < 2 < n, on pose :

O({zy,29,...,0}) = {1 — Las —2,...,2, — k} (et ®(0) = 0 dans le cas ou k = 0).

Par exemples, ®({6,3,1,5}) = {0,1,2} et ®({4,2,8,7,3}) = {1, 3}.
8. Dans cette question, on fixe k € [0,n] et on note .%, ; I'ensemble des parties de [0,n — k] contenant
exactement k entiers.

(a) Soit {z1,z9,...,2x} € &, dont les éléments sont indicés par ordre croissant. Montrer que
O({z1,29,...,2}) € Fp k. Indication : prouver que 0 < 21 —1 <2y —2<---<zp—k<n—k
en commencant par montrer que x; — ¢ < ;41 — (i + 1) pour chaque i € [1,k — 1].

(b) Soit {y1,y2,...,yx} € Fn dont les éléments sont indicés par ordre croissant. Trouver une partie
{1, 29,..., 2} € &, telle que P({xy1, 22, ...,2%}) = {y1,¥2, ..., Yr}. Que peut-on en déduire
pour l'application @ : &, — F, 1 7

(c) Montrer que 'application ® : &, — Z, x est injective.

(d) En déduire le cardinal de &, .

9. Démontrer que :
& —k+1
Card(é"n) (n Z + > .

D) Calcul numérique
Dans cette partie, on suppose le résultat de la question 9.

10. Ecrire une fonction fact qui prend en argument un entier m € N, puis qui renvoie la valeur de m!.
11. Ecrire une fonction coeffbi qui prend en arguments deux entiers j € Z et m € N, puis qui renvoie

la valeur de (7]”)

12. Ecrire une fonction cardE qui prend en argument I'entier n € N*, puis qui renvoie la valeur de card(&),).

E) Résolution explicite
Pour chaque n € N*| on pose u,, = card(&),) et on note o, le sous-ensemble de &, des parties contenant
Pentier n. Ainsi :

oy ={{3},{1.3}} et oh=2&\as={0{1}{2}}.
13. Dans cette question, on fixe n > 3.
(a) Justifier que card(,) = u,_o.
(b) Déterminer une expression similaire pour le cardinal du complémentaire de o7, dans &,,.
(c) Montrer que u,, = Up_1 + Up_o.
14. En déduire le terme général de la suite (card(é&),) = uy)n>1. Pour simplifier les calculs, on pourra
poser la constante p = (14 /5)/2.
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Corrigé du DS n°4 de mathématiques
et d’informatique

Probléme
Soit n € N*. Ce probléme propose de dénombrer 'ensemble &, des parties de [1,n] = {1,2,...,n} ne
contenant pas d’entiers consécutifs. Par exemple pour n = 3, l'ensemble des parties de [1,3] est :

2([1,3]) = {0.{1}.{2}, {3}. {12}, {1.3}, {2,3}. {1, 2,3} }

ce qui donne card(&3) =5 car les parties {1,2}, {2,3} et {1,2,3} contiennent des entiers consécutifs. Pour
chaque k € N, on notera &, le sous-ensemble de &, des parties contenant evactement k entiers. Ainsi :

&o=1{0}, &1={{1},{2},{3}}, &2={{1,3}} et &=6&oU&1UE,.

Chaque partie de ce probléeme est indépendante des autres. Pour les questions d’informatique (parties B et
D), on utilisera seulement le langage Python et on pourra faire appel auz fonctions des questions précédentes
méme si elles n’ont pas été écrites.
A) Préliminaires
1. Que valent card(&) et card(&y) ¢
» L’ensemble des parties de [1,1] = {1} est Z({1}) = {0, {1}} donc car aucune des
deux parties ne contient d’entiers consécutifs. De méme, I’ensemble des parties de [1,2] = {1, 2} est
Z({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}} donc |card(&) = 3| car {1,2} contient des entiers consécutifs.

2. (Cl) Déterminer 5470, 54’1, @@472, 54’3 et (g}474.
» L’ensemble des parties de [1,4] = {1,2,3,4} est :

0,41} {2} {3} {4} {1, 2}, {1, 3}, {1,4},{2,3}, {2, 4}, {3,4},
‘@([[1’4]]):{ {1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2, 3,4} }

Pensez a utiliser le cardinal pour vérifier rapidement que vous n’avez pas
oublié une partie. Puisque card(Z2([1,n])) = 2¢@dtnl) = 27 yous devez
obtenir 2* = 16 parties.

On remarque que les parties {1,2}, {2,3}, {3,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4} et

{1,2, 3,4} contiennent des entiers consécutifs. Par conséquent :

57470 = {(Z)} ’ 54,1 = {{1}7{2}7 {3}7 {4}} ) 5’472 = {{1’3}7{1’4}7 {2’4}} et 57473 = (5’474 = {} :

Attention de ne pas confondre {0} (I’ensemble qui contient une seule partie
égale a 0) et {} =0 (I’ensemble qui ne contient aucune partie).

(b) En déduire card(&}).
» En sommant le nombre de parties obtenues a la question précédente, on obtient 1+4+3+04+0 =
8 donc |card(&y) = 8|.

3. Que valent card(é&,, ), card(&,1) et card(é,,) lorsque n > 2 ¢

» On a &, = {0} car 0 est la seule partie contenant zéro entier, donc |card(&,9) = 1| De méme, on

aén1 = {{1},{2},...,{n}} donc|card(&, ) = n| La seule partie de [1,n] contenant n entiers est

{1,2,...,n} qui contient des entiers consécutifs lorsque n > 2, donc | card(&;,,) = 0/|.
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4. Déterminer card(&,,2) lorsque n > 3. Indication : distinguer plusieurs cas selon les valeurs possibles
du plus petit entier de chaque partie appartenant a &, .

» Les parties appartenant a &, » sont de la forme {x,y} ou = et y sont deux entiers différents et non
consécutifs de [1,n]. Si on pose = le plus petit de ces deux entiers,ona: 1<z <y<nety#x+1,
c’est-a~dire € [1,n — 2] et y € [x + 2,n].

— Siz=1,iyacard([3,n]) =n—3+1=n— 2 choix possibles pour y.

— Sixz=2,ilyacard([4,n]) =n —4+ 1 =n — 3 choix possibles pour y.

— Sixz=3,ilyacard([5,n]) =n—5+1=mn — 4 choix possibles pour y.

— Siz=n-3,ilyacard([n —1,n]) =n— (n—1)+ 1 =2 choix possibles pour y.

— Siz=n—2,ily acard([n,n]) =n —n+1 =1 seul choix possible pour y (qui est y = n).

En sommant tous ces choix possibles, on obtient :

card(&,0) =(n—2)+(n—3)+(n—4)+---+2+1

2 [(n—2)(n-3)
k= 5 en reconnaissant la somme des premiers entiers.

n

ol

=1

B) Modélisation informatique

En Python, on modélisera chaque partie de [1,n] par la liste de ses éléments. Par exemples, {6,3,1,5}
sera modélisée par la liste [6,3,1,5] et O par la liste vide [1. On rappelle que 'opérateur + permet de
concaténer des listes. Par exemple, [2,7,1]1+[4] renvoie [2,7,1,4].

5. (a) Ecrire une fonction chercher qui prend en arguments une liste d’entiers L et un indice i
compris entre 0 et len(L) -1, puis qui renvoie le plus petit indice du plus petit élément de L dont
[indice est compris entre i et len(L)-1. Par exemples, chercher([3,6,1,5,2,7],3) renvoie
4 et chercher([1,2,1,4,1],2) renvoie 2.

» Par exemple :

def chercher(L,i):
imin=i
for j in range(i,len(L)):
if L[jl<L[imin]:
imin=j
return imin

(b) Ecrire une fonction trier qui prend en arqgument une liste d’entiers L puis qui renvoie L
apres avoir trié ses €léments par ordre croissant. Par exemples, trier([5,3,2,6,3]) renvoie
[2,3,3,5,6]. Indication : commencer par échanger LL0] avec le plus petit élément de L, puis
L[1] avec le plus petit élément dont [indice est compris entre 1 et len(L) -1, puis L[2] avec le
plus petit élément dont [indice est compris entre 2 et len(L) -1, etc.

» Par exemple :

def trier(L):
for i in range(len(L)):
imin=chercher(L,i)
tmp=L[1i]
L[i]=L[imin]
Llimin]=tmp
return L
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6. Ecrire une fonction tester qui prend en argument une liste d’entiers L, puis qui renvoie True
st L contient des entiers deux a deux différents et mon consécutifs, et False sinon. Par exemples,
tester([8,2,5,2]) et tester([4,2,1]) renvoient False alors que tester([7,1,9,3]) renvoie

True. Indication : commencer par trier les éléments de L par ordre croissant.

» Par exemple :

def tester(L):

trier(L)
for i in range(len(L)-1):
if LIi+1]<L[i]+2:
return False
return True

On peut remplacer la condition «if L[i+11<L[i]+2» par «if L[i+1]1<=L[i]+1»,
ou méme par «if L[i+1]1=L[i] or L[i+1]=L[il+1». Le principe est de renvoyer
False dés que deux entiers sont égaux, c’est-a-dire L[i+1]1=L[i], ou que deux
entiers sont consécutifs, c¢’est-a-dire L[i+1]1=L[i]+1.

7. On considere la fonction ci-dessous.

def mystere(n):

if n==1:
return [[],[1]]
else:
Pold=mystere(n-1)
Pnew=[]
for i in range(len(Pold)):
L=Pold[i]
Pnew=Pnew+[L]
L=L+[n]
Pnew=Pnew+[L]
return Pnew

(a) Que renvoie mystere(1) ¢

» Lorsque n = 1, la condition «if n==1» est vérifiée donc mystere (1) renvoie | [[1, [1]] |

On reconnait 'ensemble des parties de [1,1] = {1} car 22({1}) = {0,{1}}.

(b) Montrer que mystere(2) renvoie [[1,[2]1,[1]1,[1,21].
» Lorsque n = 2, la condition «if n==1» n’est pas vérifiée. Alors la fonction initialise deux
listes : Pold égale & mystere(1) (car n — 1 = 1), donc Pold=[[], [1]] d’apreés le résultat de la
question précédente, et Pnew=[]. Puis la fonction répéte des opérations a I’aide d’une boucle
for. Puisque Pold contient deux éléments (la liste vide [] et la liste [1]), len(Pold) est égale
a 2, donc la variable i prend les valeurs 0 et 1.

— Pour 7 = 0, la fonction initialise la liste L égale & Pold[0]=[], ajoute la liste L=[] & la liste
Pnew=[] qui devient donc Pnew=[[]], ajoute n = 2 a la liste L=[] qui devient donc L=[2],
et enfin ajoute la liste L=[2] a la liste Pnew=[[]] qui devient donc Pnew=[[], [2]].

— Pour ¢ = 1, la fonction initialise la liste L égale a Pold[1]1=[1], ajoute la liste L=[1] a la
liste Pnew=[[], [2]] qui devient donc Pnew=[[], [2], [1]], ajoute n = 2 a la liste L=[1]
qui devient donc L=[1,2], et enfin ajoute la liste L=[1,2] & la liste Pnew=[[], [2], [1]]
qui devient donc Pnew=[[], [2], [1], [1,2]].

Finalement, mystere (2) renvoie bien | [[1, [2], [11,[1,2]]]:
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On reconnait l'ensemble des parties de [1,2] = {1,2} car :

2({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}}.

(c) Que renvoie mystere(3) ?
» On raisonne comme a la question précédente. La fonction initialise la liste Pold égale a
mystere(2), donc Pold=[[], [2],[1],[1,2]] d’aprés le résultat de la question précédente.
Puisque Pold contient quatre éléments, la variable i prend les valeurs 0, 1, 2 et 3.

— Pour i = 0, la fonction initialise la liste L égale a Pold [0]=[], ajoute la liste L=[] a la liste
Pnew=[] qui devient donc Pnew=[[]], ajoute n = 3 a la liste L=[] qui devient donc L=[3],
et enfin ajoute la liste L=[3] a la liste Pnew=[[]] qui devient donc Pnew=[[], [3]].

— Pour i = 1, la fonction initialise la liste L égale & Pold[1]=[2], ajoute la liste L=[2] a la
liste Pnew=[[], [3]] qui devient donc Pnew=[[], [3], [2]], ajoute n = 3 a la liste L=[2]
qui devient donc L=[2,3], et enfin ajoute la liste L=[2,3] a la liste Pnew=[[], [3], [2]]
qui devient donc Pnew=[[], [3], [2], [2,3]].

— Pour i = 2, la fonction initialise la liste L égale & Pold[2]=[1], ajoute la liste L=[1] a la
liste Pnew=[[], [3], [2],[2,3]] qui devient donc Pnew=[[], [3], [2],[2,3],[1]], ajoute
n = 3 a la liste L=[1] qui devient donc L=[1,3], et enfin ajoute la liste L=[1,3] & la liste
Pnew=[[],[3],[2],[2,3],[1]] qui devient donc Pnew=[[], [3],[2],[2,3],[1],[1,3]].

— De méme pour ¢ = 3, puisque Pold[3]=[1,2], la fonction ajoute la liste [1,2] puis la liste
[1,2,3] alaliste Pnew qui devient donc Pnew=[[], [3], [2], [2,3], [1],[1,3],[1,2],[1,2,3]].

Finalement, mystere (3) renvoie‘ (01,031,021,02,31,011,01,31,[1,2],[1,2,3]] ‘

On reconnait I'ensemble des parties de [1,3] = {1,2,3} car :

2({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1. 2}, {1, 3}. {2, 3}. {1, 2,3} }.

(d) A quoi sert la fonction mystere ?

» En généralisant le raisonnement des questions précédentes, mystere(n) renvoie une liste

modélisant | ’ensemble des parties de [1,n] |

(e) Que renvoie l'instruction len(mystere(n)) en fonction de l'entier n € N* 2

» On sait que :
card (2 ([1,n])) = 2e00nD) — on.

D’aprés le résultat de la question précédente, len(mystere(n)) renvoie donc .

Vérifiez la cohérence de vos résultats avec les questions (a), (b) et (c). Par
exemple, puisque mystere(1) renvoie [[1,[1]1] d’aprés la question (a), on
vérifie bien que len(mystere(1)) est égale a 2 = 2.

(f) En vous inspirant de la fonction mystere et a l'aide de la fonction tester, écrire une fonction
modeliser afin que l'instruction len(modeliser(n)) renvoie la valeur de card(é&,).

» Par exemple :
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def modeliser(n):
if n==1:
return [[],[1]]
else:
Pold=modeliser(n-1)
Pnew=[]
for i in range(len(Pold)):
L=Pold[i]
Pnew=Pnew+ [L]
L=L+[n]
if tester(L):
Pnew=Pnew+[L]
return Pnew

C) Une expression sommatoire
Dans cette partie, on considére une application ® définie sur ’ensemble des parties de [1,n] de la maniére

suivante : pour chaque partie {x1, s, ..., 2} C [1,n] dont les éléments sont indicés par ordre croissant,
cest-a-dire 1 < x1 < w9 < -+ <X <N, ON POSE :
O({zy,29,...,0}) = {1 — Lo —2,...,0, — k} (et ®(0) =0 dans le cas ou k =0).

Par exemples, ®({6,3,1,5}) ={0,1,2} et ®({4,2,8,7,3}) ={1,3}.

8. Dans cette question, on fize k € [0,n] et on note Z, . 'ensemble des parties de [0,n — k] contenant
exactement k entiers.

(a)

(b)

Soit {x1,x9,...,x} € Eny dont les éléments sont indicés par ordre croissant. Montrer que
({1, 29,...,2}) € Fpk. Indication : prowver que 0 < x1 —1 <23 —2<---<zp—k<n—k
en commengant par montrer que x; — i < x;v1 — (i + 1) pour chaque i € 1,k —1].

» Soit ¢ € [1,k — 1]. On sait que z; < x;;; car les éléments de {z1, xs, ..., 2} sont indicés par
ordre croissant, et que ;11 # x; + 1 car les entiers x; et x; 41 ne sont pas consécutifs. On en déduit
que z; < ;41 — 1 puis en soustrayant par ¢ de chaque coté de U'inégalité : x; — i < z;41 — (i + 1).
Puisque ceci est vrai pour tout ¢ € [1,k — 1], on a montré que :

T —1<ay—2< - <z, — k.
Deplus,z;1 —1>0carz; > 1 et xp, — k <n — k car x; < n. Finalement, on a montré que :
0L — 1<y —-2< - <xpr—k<n—k.

On en déduit que ®({xy1, za, ..., x1}) = {21 — 1,29 —2, ..., 25—k} contient exactement k entiers

appartenant a [0,n — k], et donc que ‘ O({z1,29,...,2}) € Pk

Les inégalités strictes sont essentielles ici. Avec des inégalités larges, on
montrerait seulement que ®({x1,zs,..., 2} est une partie de [0,n — k]
contenant au plus k entiers (certains pouvant étre égauz). 1l est donc nécessaire
d’utiliser que {x1,Ta, ..., T} ne contient pas d’entiers consécutifs.

Soit {y1, Y2, ..., Yr} € Fni dont les éléments sont indicés par ordre croissant. Trouver une partie
{1, 29,..., 2} € Epp telle que D({x1, 2o, ..., 21}) = {y1, Y2, ..., Yk }. Que peut-on en déduire
pour Uapplication ® : &, — Fn i ?

» On raisonne par analyse-synthése.

Analyse. On cherche {z,zo,..., 2} € &, telle que ®({xy,xo,...,2x}) = {y1,y2, ...,y }. Or
on sait que ®({xy,z9,...,24}) = {x1 — 1,20 — 2,..., 2, — k}. Il suffit donc que :

r—1=1y =y +1
Tog—2 =1 Ty = Yo + 2
Ty —k =Yg T =y + k.
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Synthése. On pose pour tout i € [1, k]. Vérifions que {z1,xa, ..., 25} € &, k.

Attention : on a seulement prouvé que ®({z1,xs,...,xx}) = {y1,v2, .- -, Y}
dans Uanalyse, mais il faut vérifier que {1, 9, ..., 21} € &, pour répondre
a la question de [’énoncé.

Soit i € [1,k — 1]. On sait que y; < y;11 car les éléments de {y1,ys,...,yr} sont indicés
par ordre croissant. En additionnant par ¢ de chaque co6té de l'inégalité, on obtient que :
Vi +1 <y +1+1—1, donc que z; < x;41 — 1. Par conséquent, x; < z;11 et x;41 # x; + 1.
Puisque ceci est vrai pour tout ¢ € [1,k — 1], on a montré que :

Ty <Xy <---<uxp et {xy,x9,...,2,} ne contient pas d’entiers consécutifs.

Deplus,z1 =y +1>1cary; 2 0et xpy =y + k< n—Fk+k=n car y, <n— k. Finalement,
on a montré que :

1< <zo<---<zp<n et {xy,x9,...,7} ne contient pas d’entiers consécutifs.

On en déduit bien que |{x1,xa,..., 2k} € &,k | De plus, | ®({z1, 22, ..., 2 }) = {y1, Y2, -, Ys}

d’aprés les calculs de 'analyse. Autrement dit, pour toute partie appartenant a .%, , on a trouvé

au moins un antécédent par ¢ appartenant a &, . On en déduit que| @ : &, — %, est surjective |

(¢) Montrer que Uapplication ® : &, — F, i est injective.

» Soient {x1,xq,...,2x} € Enp et {2, xh, ..., 2}} € &,k dont les éléments sont indicés
par ordre croissant. On suppose que ®({xy, o, ..., x1}) = ®({2], 25, ..., 2z,.}). Montrons que
{z1, 29, ..., xp} = {2, 2}, ..., 2} }. Onsait que ®({xy, z9, ..., 21}) = {z1—1,20—2,..., 2,—k} et

{2y, ... }) = {2 —1,25—2,... 2, — k}. Puisqu’'on a supposé que ®({z1, xa, ..., 21}) =
O({z, 2y, ..., 2}}), on en déduit que {x; — 1,20 —2,..., 2y — k} = {2y — L, 2, —2,... 2}, — k}.
Par conséquent :

r—1=a]-1 Ty =)
To—2 =u1xh—2 donc Ty = T
vy —k =2, —k T = X
On a bien montré que {zy,xq,...,zr} = {2}, 2, ..., 2} }. Autrement dit, on a montré par

I'absurde que toute partie appartenant & .%#, ;, admet au plus un antécédent par ® appartenant

a &, . On en déduit bien que |® : &, — F, i est injective |

(d) En déduire le cardinal de &, .
» D’aprés les résultats des questions précédentes, 'application ® : &, — ., est injective et
surjective, donc bijective. On en déduit que card(&), ;) = card(.#, ). Or, %, ) est 'ensemble des
parties de [0,n — k]| contenant exactement k entiers, c’est-a-dire I’ensemble des k-combinaisons
d’éléments de [0,n — k]. Par conséquent, il y en a :

card(6s) = cord(Fs) = (card([[O,n—k]])) _ (n—k+1) |

k k

9. Démontrer que :

card (éan)

" (n—k—i—l)
) .
k=0

» D’aprés I'énoncé, on a &, = &,0U &, 1 UE,2U---UE,, = UZ:O & - De plus, les sous-ensembles
600,601,602, .., 6y sont deux & deux disjoints (car une partie de [1,n] ne contient qu'un nombre
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fixé d’entiers). Par conséquent :

Card(@@n) = card (U é"nk>

k=0

n
= E card (gnk) car les sous-ensembles sont deux a deux disjoints
k=0

" n—k+1 |
= Z (n e ) d’aprés le résultat de la question précédente.
k=0

N’oubliez pas de préciser que les ensembles sont deux a deuz disjoints pour pouvoir
utiliser la propriété que le cardinal d’une union est égal a la somme des cardinauz
(cette propriété est fausse en général).

D) Calcul numérique
Dans cette partie, on suppose le résultat de la question 9.

10. Ecrire une fonction fact qui prend en argument un entier m € N, puis qui renvoie la valeur de m!.
» Par exemple :

def fact(m):
pP=1
for i in range(l,m+1):
P=Px*i
return P

11. Ecrire une fonction coeffbi qui prend en arguments deut entiers j € Z et m € N, puis qui renvoie
la valeur de (T)

» Par exemple :

def coeffbi(j,m):
if j<O0 or j>m:
return O
else:
return fact(m)/(fact(j)*fact(m-j))

N’oubliez pas de distinguer les cas ot j ¢ [0, m] pour éviter les erreurs dans la
question suivante.

12. Ecrire une fonction cardE qui prend en argument Uentier n € N*, puis qui renvoie la valeur de
card(&),).
» Par exemple :

def cardE(n):
S=0
for k in range(n+1):
S=S+coeffbi(k,n-k+1)
return S

Remarquez que pour les derniéres valeurs de k (par exemple pour k =n), on a
k41 . .o . .,

k>n—k+1 et donc (” ]]f ) = 0. Ainsi, il faut bien distinguer ce cas dans la

question précédente pour éviter les erreurs.
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E) Résolution explicite
Pour chaque n € N*, on pose u,, = card(&,) et on note <, le sous-ensemble de &, des parties contenant

lentier n.

Ainsi :

%:{{3}7{173}} el %:£3\%:{®7{1}7{2}}'

13. Dans cette question, on fixe n = 3.

(a)

(b)

Justifier que card(<7,) = tuy_o.
» Les parties appartenant a <7, sont de la forme {1, xs,..., 25 1,2 =n} ol :

1< << <z 1 <2 =n <N

Puisque z,_1 et xp = n ne sont pas consécutifs, on sait que z, = n # xp_; + 1, donc que
Tr_1 <n — 1. Par conséquent :

1< <2< <xp1 <N —2.

On en déduit que {z1,zs,...,2,_1} est une partie de [1,n — 2] ne contenant pas d’entiers
consécutifs, c’est-a-dire {x1, 29, ..., 2,1} € &, 2. Finalement, chaque partie appartenant a .,
est de la forme :
;{xl, Toy ooy e, Ty = n}/ = \{xl,xg, oo Tpo1p U{n}.
et b s

Il y a donc autant de parties appartenant a o7, que de parties appartenant a &, _o, par conséquent :

card(%n) = card(&,_2) = up_2|.

Déterminer une expression similaire pour le cardinal du complémentaire de <7, dans &,.
» Les parties de o7, = &, \ &, sont de la forme {xy,x5,..., 2} ol :

1< <2< <z <N

Puisque {x1, zs,..., 2z} ne contient pas 'entier n, on sait que zj # n, donc que zy < n. Par
conséquent :
1< <zo< - <zxp<n—1.

On en déduit que {x1, s, ..., z;} est une partie de [1,n—1] ne contenant pas d’entiers consécutifs,
c’est-a~dire {x1, zo, ..., 21} € &,_1. [l y a donc autant de parties appartenant a <7, que de parties
appartenant & &, _1, par conséquent :

card(yn) = Card(é"n_l) = Up_1 |

Montrer que u, = Up_1 + Up_o.
» On a par définition du complémentaire :

&, =V, et d,Nd,=10.
Par conséquent :
Uy = card(g’n)
= card (Jafn U Z)
= card (ﬂfn) + card (Z) car .o, N <, =)

= Up_o +u,—1 d’aprés les résultats des questions précédentes.

On a bien montré que ‘un = Up_1 + Up_2 ‘
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14. En déduire le terme général de la suite (card(&,) = uy)n>1. Pour simplifier les calculs, on pourra
poser la constante p = (1 +/5)/2.

» Quitte a faire un décalage d’indice, on a montré a la question précédente que :

Vn =1, Upio = Upi1 + Uy.
On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre deux d’équation caractéristique :

2 2 _

¢ =q+1 <<= ¢ —-qgq—1=0.
On reconnait une équation de degré deux a coefficients réels dont le discriminant est égal & :
A=(-1)2—-4x1x(=1)=5>0.

L’équation caractéristique admet donc deux solutions réelles distinctes :

(D+VA _14+V5 1-+5

G 2% 1 5 p et @ 5 ®
Pensez a utiliser la somme des solutions (égale ¢ q1 + g2 = —(—1) = 1) ou le
produit des solutions (égal & q1qo = —1) pour simplifier l'expression de la deuziéme
solution : g =1—q = —1/q.

On sait qu’il existe deux constantes (A1, Ay) € R? telles que :
V=1, w, = Mg Xagd = M 4 Aao(1— )"
De plus, on sait d’aprés la question 1 que :
U = card(@@l) =2 et wuy= card(éag) = 3.

Donc :

==l ==
3=u =M\ ¢ +X (1= )" =X+ X(1— )
=pl=¢ =(1-¢)'=1-¢

— {Al =2— )\
3=(2-X)p+ (1l —p)=2p+ (1 —2p)

( 3—2
Az =g 290
— 380—2g0 —1—-2p
\ 1—2(,0 1—2@

4 2_
— - car ¢ =
-2-+/5
M= 2TVP L2
[ -5 >

1+
2

=

Finalement, on obtient que :

Vn>1, card(8,) = u, = <1+§\/5> <1+\/3)n_1+ (1—%%5) <1_ﬁ>n_l.

BCPST1A lycée Hoche 2022-2023 60 sur 125 Sébastien Godillon



DS n°5 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1

0 1 1 x
On considere la matrice A = | =2 3 2 | € #;(R) et on pose X = | y | € #;5:(R) une matrice
2 -2-1 z

colonne d’inconnues. Résoudre le systéme linéaire AX = AX en fonction des valeurs du parameétre A € R.

Exercice 2

1
On considére la fonction f : x +—

3+ +2
1. Etudier la fonction g : # + 2% + x + 2 et en déduire que f admet des primitives sur | — 1, +o0l.

2. A T'aide d’un systéme linéaire, trouver trois constantes (jy, 12, i3) € R® telles que :

1 2z — 1 1
Vo > —1 = .- - )
x . fl2) “1<x+1)+“2(x2—x+2>+“3<x2—x+2>

¢ . 2¢ — 1
e e S
+1 2 2 —ax+2

3. Déterminer les primitives des fonctions f; :  — sur | — 1, +o0].

4. Pour cette question, on fixe un réel x > —1.

(a) Ecrire lexpression 2 —x+2 sous la forme y((axz+3)*+1) ou (a, 8,7) € R? sont trois constantes
a déterminer.

* dt
b) Calculer I'intégral —_—
(b) Calculer megrae/o PR

5. Déduire des résultats précédents la forme des primitives de f sur | — 1, +o0l.

a ’aide du changement de variable s = at + .

Exercice 3

—-10 -1
On considére la matrice M = | —4 1 4 | € #5(R).
2 0-4

1. Calculer M? et M?3.

2. A l'aide d’un systéme linéaire, trouver trois constantes (a, b, c) € R? telles que P(M) = 03 ott P est
la fonction polynomiale P : x + 2 + az? + bx + c.

3. En déduire que M est inversible et calculer son inverse.

Exercice 4 X

Pour tout n € N, on pose [,, = el 7%d.

nl Jo
1. Calculer I et I;.
2. Soit n € N. A l'aide d’une intégration par parties, établir une relation de récurrence entre I,,41 et I,,.

"1
3. En déduire que [, = e — Z i pour tout n € N.
k=0
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Corrigé du DS n°5 de mathématiques

Exercice 1
0 1 1 T

On considére la matrice A = | =2 3 2 | € #5(R) et on pose X = | y | € #31(R) une matrice
2 -2 -1 z

colonne d’inconnues. Résoudre le systéme linéaire AX = AX en fonction des valeurs du parametre \ € R.
» On a:

0 1 1 x x
AX =)DX < | -2 3 2 yl=XAly
2 =2 -1 z z
y+z Ax
— | 224+3y+2z | =| My par calcul matriciel
20 — 2y — 2 Az
y+z= X\
= ( 2x+3y+22=N\y
20 — 2y — 2z = Az
—\x +y +z =0
< ¢ 22 +(3- Ny +22 =10 .
2z —2y —(14+X)z=0

On reconnait un systéme linéaire homogeéne, donc (z,y, z) = (0,0,0) est une solution évidente, qu’on va
échelonner a ’aide de la méthode du pivot de Gauss.

- 1 1
AX =)\ X -23—-A 2
2 =2 —(1+))

0
0
0
—2]3-x 2 @
= ! 1 y | =

T

Y

v

2

8

SIS
Il

Lo <+ 2Ly — ALl
L3 < L3 + Ll

) ol *=2—-A3—-X) =X -3\+2
T
Y
z

2 -2 —(14X)
3—A 2
=A=-1DA=2)=(1-XN(2-X)
car 1 et 2 sont racines évidentes

<— 0 *  2—=2\
0 1—-X1-—-2X

0
0
0
3
<— 0 1—A 1—A

0 (1=A)2=X)2(1=))

=110 apres Lo <+ Ls.

On raisonne par disjonction de cas.
Icas : 1 = A =0 <= E Alors :

[—2]22\ [« 0

AX =2\ X = 0 00 yl=10] < z=y+=z
0 00 z 0

On obtient un systéme linéaire homogéne échelonné de qui admet une infinité de solutions de la
forme : (z,y,2) = (y + 2,9, 2) ou (y, 2) € R? sont quelconques.
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2° cas : . Puisque 1 — X # 0, on peut simplifier par 1 — A dans les lignes L, et L3 a l'aide des
opérations Lo ¢— ﬁLQ et Lg ﬁL?). On a alors :

[—2]3-X2\ [z 0

AX=)X <= | 0 1] ly]=10
0 2-x2) \z 0/ Ly« Ly — (2— ALy

—2[3-12\ (= 0

— 0 [1] 1 y] =160

0 0 A z 0

1°* sous-cas : . On obtient un systéme linéaire échelonné de ’ rang 3 maximal | qui admet pour unique

solution la solution évidente (x,y, z) = (0,0,0).

2° sous-cas : . On obtient un systéme linéaire échelonné de qui admet une infinité de solutions

qu’on peut exprimer en fonction de I'inconnue auxiliaire z :

y+z=0 y==%
AX = AX — 1 =
{—2:c+3y+2z:O {m:i(Sy—l—Qz):—z

2

Conclusion. Finalement, I’ensemble des (z,y, 2) € R? solutions de AX = AX est égal a :

{(—z/2,—z,z) | zE]R} sid=0
{(0,0,0)} siAeR\{0,1} |
{ly+29,2) | (y,2) eR?}sir=1

Exercice 2

1
On considere la fonction f: x>

4+ z+2
1. Etudier la fonction g : x — x° + 2 + 2 et en déduire que f admet des primitives sur | — 1, +oo.
» La fonction ¢ : @ — 2% + 2 + 2 est définie et dérivable sur R comme fonction polynomiale. On a :

VeeR, ¢(z)=32>4+1>1>0 carz®>0.

On en déduit que g est strictement croissante sur R :

T —00 -1 +o0

g(x) /0/

On remarque que g(—1) = (—=1)> — 1+ 2 = 0, donc g est strictement positive sur | — 1, +oo[. Par
conséquent, f est continue sur l'intervalle | — 1, 400[ comme inverse d’une fonction continue (car

dérivable) qui ne s’annule pas. On en déduit que | f admet des primitives sur | — 1, +o0o[ |

2. A Uaide d’un systéme linéaire, trouver trois constantes (1, pro, pi3) € R3 telles que :

1 20 — 1 1
Vo > —1 = e L
x , [(@) u1($+1>+u2(x2_x+2)+u3($2_x+2)
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» On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche trois constantes (i, iz, i3) € R? telles que :

Vrs 1 1 1 L 2 — 1 n 1
X — _— _—_— _—_—
o34 +2 H x+1 Ha x2 —x+2 H3 x2—x+2

=2z24+2—1

A\

(e = 2 +2) + pp (20 — 1) (@ + 1) +ps(x + 1)
(x4 1) (22 —z+2)
(p1 + 2u2)2” + (—pia + pio + p3) + (201 — fiz + pi3)
»+r+2

En multipliant par 22 + 2 + 2 de chaque coté, on veut donc que :
Vo> =1, 02+ 0z + 1= (1 + 2p0)a” + (=g + pio + pis)x + (2p11 — o + pi3).

En identifiant les coefficients de polynémes de degré 2, on obtient le systéme linéaire suivant qu’on
échelonne a 'aide de la méthode du pivot de Gauss :

pi + 22 =0 2 0\ [ 0
—p1F+pe+pu3 =0 <= | -1 1 1 o | = 0| Lo Lo+ 14
2#1—ﬂ2+ﬂ3:1 2 —11 M3 1 Lg(—L3—2L1
2.0 f 0
~— | 0 [3]1 w | =10
0 —51 s 1) L3+ 3L3+ 5Ly
2 0 H1 0
<« | 0[3]1 pe | =0
0 0

H3 3

On obtient un systéme linéaire échelonné de ‘rang 3 maximal‘ qui admet une unique solution :

8/13 =3 M3 = 3/8
Spz +pz =0 <= ¢ po=—p3/3=-1/8 .
pa + 242 =0 p = —2ps = 1/4
R 1 —1 3 R )
Synthése. On pose |, = 10 o = 3 et | us = 3! D’aprés les calculs de I'analyse, on a bien :
1 1 1 2 — 1 3 1
Ve > —1 == —— = .
v>-1 @) 4(3:'—1—1) 8<x2—x+2>+8(x2—x+2)
. . .y . 20 — 1
3. Déterminer les primitives des fonctions f, : x — 1 et [ 1 — sur] — 1, +o0].
x x? —

/
. U . e
» On reconnait des fonctions de la forme — qui est la dérivée usuelle de In |u].
u

— Pour f;, on pose u:x+— x+ 1 (donc ' : x — 1). Puisque x + 1 > 0 pour tout x €] — 1, +o0|,
on en déduit que les primitives de f; sur | — 1, +00[ sont toutes de la forme :

Fi:xz—In(x+1)+C; ou C] € R est une constante quelconque |.

— Pour fy, on pose u: x +— % —x + 2 (donc v’ : x — 2z — 1). On reconnait un polynéme de degré
2 de discriminant A = (=1)> =4 x 1 x 2= —7 < 0. Donc 22 — z + 2 > 0 pour tout € R. On
en déduit que les primitives de fo sur | — 1, +o0[ sont toutes de la forme :

Fy:zw—In(2*> — 2 +2)+Cy ou Cy € R est une constante quelconque |
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N’oubliez pas de vérifier que u(x) > 0 pour tout x €] — 1,4+00| afin de justifier la
disparition des valeurs absolues.

4. Pour cette question, on fixe un réel x > —1.

(a) Ecrire Uezpression x> — x + 2 sous la forme v((ax + 8)? + 1) ou (o, B,7) € R* sont trois
constantes a déterminer.

» On utilise la forme canonique des polynémes de degré 2 :

=12<’E+i
T (4 —12+1 T2 2+1
“a\7\" 72 P\ T2
7 (2 1)2+1
=—||—F=0—— .
A\\VT VT
1 suffit donc d 2 3 s ’
su nc de poser |a = — |, |f = —=|et |y = —|
p J7 7 Y 1
* dt
(b) Calculer l'intégrale / 7172 a laide du changement de variable s = at + 5.
o 12—

» D’apres le résultat de la question précédente, on utilise le changement de variable :

s—at+ﬁ—\/_ \1[ th_l(:)t:@ztp(s).

On commence par vérifier les hypothéses du théoréme de changement de variable dans une
intégrale.

— la fonction ¢ : 5+ (v/7s +1)/2 est de classe €' sur R comme fonction polynomiale ;
— sit=0alors s = —1/y/7, et si t = x alors s = (22 — 1)/V/7;

— g—dgp—@:gp’(s):\gdoncdt:\gds.

ds  ds
De plus, on a d’apres le résultat de la question précédente :
2 2 7
C—t+2=7((at+6)°+1) = Z(S +1).
On peut aussi retrouver ce résultat par le calcul :
2
. 7s+1 s+ 1
2 ty2= <\[‘52+ ) - f“’; +2

(75 +2f75+1—2<\f73+1>+4x2>

(75 +7) = 471(52+1)'

»bw—wb\H

C’est plus long, mais ¢a permet de vérifier les calculs de la question précédente.
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Par conséquent, on a en appliquant le théoréme de changement de variable dans une intégrale :

T dt @e=D/VT - VI
/0 t2—t+2_/1/\f %(824—1)

2[/% DIV ds

par linéarité de l'intégrale

1/f 52 + ].
2e—1)/V7 , )
= — [arctan(s)] en reconnaissant la dérivée de arctangente
7 —1/V7

[ (o (222 e (1)

5. Déduire des résultats précédents la forme des primitives de f sur ] — 1, +o0l.

» On sait que f admet une infinité de primitives sur | — 1, +oo[ d’aprés le résultat de la question 1.
On note Fy 'unique primitive de f sur | — 1, +oo[ qui s’annule en 0. D’aprés le théoréme fondamental
de I'analyse, on sait que :

dt
Vo > —1, Fy Hdt = [ —r
/ 1 1 2t — 1 . 3 1 a d’aprés le résultat
o \a\i+1) s\2—t+2 8\ t2—t+2 de la question 2

1o dt 1/90 2 — 1 dHS/x dt Foniie do intéaral
—— _ = _ — e — ar limearite de l'integrale
4 i+l 8)y2_tr29T8), r_t12 P &

|
=1 [ln(t + )] ~3 [ln(t2 —t+ 2)} d’apres les résultats de la question 3
0

n § " 27 arctan 2 —1  aretan —_1 d’aprés le résultat de
8 7 V7 V7 la question précédente

(Inx+1) ~In(1)) — £ (n(s* —x +2) —ln(2)>

1
8

+3\/? (a cta (Qx—l) arcta (_1))
—— | arctan | ——— | — arctan [ —
28 VT V7
1 1 20 — 1
:Zln(a:—i-l)—gln(x2—x+2)+3—\é7arctan( ’ )

+M 3T <1).2 v

A~ =

T/,

— —— arctan

8 28

constante

Finalement, on en déduit que les primitives de f sur | — 1, +o0o[ sont toutes de la forme :

1 1 3VT 2z —1
F:a:r—>Zln(w—i—l)—gln(ax?—az—{—Q)—i— ;é_arctan( x\ﬁ )—i—C.

ou C € R est un constante quelconque

Exercice 3

—-10 -1
On considére la matrice M = | =41 4 | € 45(R).
2 04
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1. Calculer M? et M3.
» On a par définition du produit matriciel :

—-10 -1 —-10 -1 -105
M*=MM=|—-41 4 —41 4 | = 8 1-81|

2 0—4 2 0—4 —100 14
—-10 -1 -105 11 0 -19
et MP=MM?>=1|—-41 4 8 1 -8 | =|| —281 28
2 0 —4 —100 14 38 0 —46

2. A l'aide d’un systéme linéaire, trouver trois constantes (a,b,c) € R® telles que P(M) = 03 ot P est
la fonction polynomiale P : x + 3 + ax® + bx + c.
» On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche trois constantes (a, b, c) € R? telles que P(M) = 03. Or :

P(M) = M? 4+ aM? + bM + cls

110 —19 10 —1o-l 100 d’aprés les résultats de
=812 ) +a 8 1=8)+bf -4l 4 J+cf010 la question précédente
38 0 —46 —100 14 2 0—-4 001
11—a—-b+c 0 —19+4+5a —b
=| 2848 —4bl+a+b+c 28 — 8a + 4b par calcul matriciel.
38 — 10a + 2b 0 —46 + 14a — 4+ ¢
En identifiant avec les coefficients de la matrice nulle O3, on obtient le systéme linéaire de 9 équations
suivant :
(11—a—b+c=0 a+b—c=11
0=0 0=0
—194+5a—-b=0 5a —b=19
—28+8a—4b=0 2a —b =T en divisant par 4
PM)=03 <= (1l+a+b+c=0 — qatb+tc=-1
28 —8a+4b=0 2a —b=1T en divisant par —4
38 —10a+2b=0 5a — b= —19 en divisant par —2
0=0 0=0
(| —46+14a —4b+c=0 ( 14a —4b+c =46

En supprimant les équations inutiles ou en double, on peut se ramener a un systéme linéaire de 5
équations qu’on échelonne a l'aide de la méthode du pivot de Gauss :

(a+b—c=11
5a — b =19
P(M)=03 < { 2a—b=7

at+b+c=-1
| 14a — 4b + ¢ = 46
1 -1 11
5 —1 0 a 19 Lo <+ Ly —514

— | 2 -1 0 bl =| 7 | Ly« Ly—21,
1 1 1 c -1 Ly« L,— L,
14 —4 1 46 | Ly <+ Ls— 1414
1 -1 11
0[-6] 5 a —36

= | 0 =3 2 b | = —15 | Ly« 205 — L,
0O 0 2 c —12
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11

S8
I
(@)

—12 Ly Ls+ 2L3

11

ooooHooooH
OOOE#—‘ ooo!»-u
oo!mL ow!mL

On obtient un systéme linéaire échelonné de |rang 3| avec deux équations auxiliaires qui sont compa-
tibles et pas d’inconnue auxiliaire. Il admet donc une unique solution :

—c=0 c=—6
—6b+5c=—-36 <— b=(36+5¢)/6=6/6=1
a+b—c=11 a=11—-b+c=4

Syntheése. On pose \a =4 \, ‘b =1 ‘ et |c = —6|. D’aprés les calculs de 'analyse, on a bien que P(M) =
03.

3. En déduire que M est inversible et calculer son inverse.
» On cherche une matrice A € .#5(R) telle que AM = I3 et M A = I;. On raisonne par analyse-

synthése.
Analyse. D’aprés le résultat de la question précédente, on sait que :

P(M) = M? 4+ 4M?* + M — 613 = 0s.

Par conséquent :

1 1
Iy = 6(]\43 +4AM*+ M ) = 6(M2 +4M + I3) M en factorisant & droite par M.
=M N ~ 4
—A

Synthése. On pose A = %(M2 + 4M + I3). D’apreés les calculs de I'analyse, on a que AM = I5. De
méme, on a d’apreés le résultat de la question précédente :

MA = Mé(M2+4M+13) = —(M?+4M> + M) = I.

|~

On en déduit que \M est inversible‘ et que son inverse est égal a :

M'=A= %(M2+4M+]3)

1 -10 5 —-10 -1 100
== 8 1 -8|+4|-414 |+(1010
—100 14 2 04 001
—2/30 1/6
=l —-4/31 4/3 par calcul matriciel.
~1/30 —1/6
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Exercice 4 .
1

Pour tout n € N, on pose I,, = —|/ e dz.
n! J,

1. Calculer Iy et I.
» On a:

1 1
=gy [ atear= [Cen = [ ot et =[]
0

o!

1 1 1
et [ =— el =%dx = rel*dx
1! 0

= /0 1u(:r;)v’(a:)da: en posant {553 — i done {?;(x) _

Les fonctions u : ¢ — x et v : x — —e' ™% sont de classe €' sur R comme composées de fonctions
usuelles qui le sont. On peut donc appliquer le théoréme d’intégration par parties :

L = [u(x)v(x)}(l) _/0 o' (z)v(z)dz

1
= [—zelﬂé—/ —el 7y = -’ — 0 — [61”3]2):—1— (eo—el) =le— 2|
0

2. Soit n € N. A laide d’une intégration par parties, établir une relation de récurrence entre I,.1 et I,,.

» On a:

1 1
In-l—l = m / Zlfn+1€1_xd£2§'
- Jo
1 ! , u(x) = 2™t u'(z) = (n+1)z"
= m/o u(z)v'(z)dx en posant {v'(x) _ e donc y :

Les fonctions u :  — 2" et v : 2 — —e!™® sont de classe € sur R comme composées de fonctions
usuelles qui le sont. On peut donc appliquer le théoréme d’intégration par parties :

Lo = (n% ([u(m(x)];— /0 1u’(x)v(x)dx>
Z" et~ /O e+ 1)x"ell“dx)

1
= (—e -0+ (n+1) / x”elxdx) par linéarité de 'intégrale
0
+

n+1'
n+1 L
— d

(n+1) (n+1)/x€ v

—1 1 1 -
—1

(n+1)!

n+1'

+ I,

n

o 1
3. En dédwire que I, = e — Z 7 pour tout n € N.
k=0
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. Pour n = 0, on a Iy = e — 1 d’apreés le résultat de la question 1 et :

1 1
e—zk!—e—@—e—l
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Donc le résultat est vérifié au rang n = 0.
Hérédité. On fixe n € N et on suppose que I, = e — >}, % On a:

-1
I,y = — + 1, d’aprés le résultat de la question précédente
(n+1)!

~1 1
=———+e¢e— Z — d’aprés ’hypothése de récurrence
| |
(n+1)! k!
n+1 1
=e— Z i par associativité de la somme.
k=0

Donc si le résultat est vrai au rang n alors il est vrai aussi au rang n + 1, et cette implication est
vérifiée pour tout n € N.

Conclusion. D’apres le principe de récurrence, on en déduit que le résultat est vrai pour tout n € N,
c’est-a-dire :

"1
Vn e N, In:e—zﬁ

k=0

Ce résultat permet de calculer des valeurs approchées de la constante e. En effet,
on remarque que :

Ve e [0,1], 0< el < 1" x el = e

D’ou, par monotonie de l’intégrale :

1 [t [ 1t
0=— Odz < — el 7*dr < / edr = E.
n! Jo !

n! Jo n! Jo n
-

=In

Puisque lim,,_, ;o n! = +00, on en déduit que lim,,_, , o, I,, = 0 d’apres le théoréme
des gendarmes. Par conséquent :

Il suffit donc de calculer cette somme pour une grande valeur de n (par exemple
avec une fonction Python) afin d’obtenir une valeur approchée de la constante e.
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DS n°6 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1 (Raisonnement)
Soit p €]0, 1[. On considére une suite réelle (z,)nen vérifiant :

Vn € N7 Tn42 2 PTnt1 + (1 - p)xn (*)

On propose d’étudier la nature de (z,)nen. Pour cela, on pose y, = min(z,, x,+1) pour tout n € N.
1. Dans cette question, on considére le cas particulier ou la condition (x) est une égalité.
(a) Exprimer le terme général de (x,),en en fonction de p, xq et x;.
(b) En déduire que (x,),en converge vers une limite & déterminer en fonction de p, xq et ;.
On revient désormais au cas général.
2. (a) Soit n € N. Montrer que y,, < Z,2 puis que ¥, < Ypi1-
(b) Que peut-on en déduire pour la nature de (yy,)nen ?
3. On suppose que (Y, )nen n'est pas majorée. En déduire que (z,)nen diverge vers 4o0o.
4. On suppose désormais que (y,)nen converge et on note ¢ € R sa limite.
(a) Soit n € N. Prouver que si ,41 > £ alors y,11 = prpi1 + (1 — p)yn.
(b) Montrer que :

n -1 - n
Vn e N, yngxnﬂgma)((ﬁ,yﬂ ( Py )

p
(c¢) En déduire que (x,)nen converge. Quelle est sa limite ?
Finalement, on a montré que (z,),>0 admet une limite (finie ou non) dans tous les cas.
5. Ce résultat se généralise-t-il pour p = 17 Justifier.

6. Dans le cas ot p = 0, trouver un exemple de suite (x,,),en vérifiant la condition (%) mais n’admettant
pas de limite.

Probléme 1 (Modélisation)
Le but de ce probléme est de modéliser la cuisson d'un ceuf plongé dans une casserole d’eau bouillante.

La coquille calcaire de l'ceuf protége ses deux composantes principales : le blanc (ou albumen) qui
entoure le jaune (ou vitellus). On note respectivement Tz () et T(t) les températures (mesurées en degré
Celsius) du blanc et du jaune a I'instant ¢ (mesuré en minutes) et on suppose que les fonctions T et T
ainsi définies sont dérivables sur R, . On néglige la présence des autres constituants de 1'ceuf.

L’ceuf est initialement stocké & une température notée Ty, ainsi T5(0) = 77;(0) = Tp. Puis il est plongé a
I'instant t = 0 dans la casserole dont ’eau est maintenue & sa température d’ébullition : T = 100°C. On
suppose que Ty < Tkg.

Les paramétres régissant la cuisson d’un ceuf se trouvent dans tout guide culinaire. A savoir, le blanc
commence & coaguler a partir de 62°C, le jaune & partir de 68°C et les différents niveaux de cuisson sont :
ceuf tiede cru (blanc et jaune non coagulés), ceuf a la coque (blanc peu coagulé, jaune coulant), ceuf mollet
(blanc ferme, jaune peu coagulé) et ceuf dur (blanc et jaune fermes).

A) Cuisson du blanc

D’apres les lois de la thermodynamique, la variation de la température dans le blanc est proportionnelle
a la différence de température T — T entre 'eau et le blanc. La fonction Ty vérifie donc 1’équation
différentielle suivante :

Té = OZ(TE — TB) (é&B)

ol la constante o > 0 désigne le paramétre de conduction thermique a travers la coquille.
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1. Résoudre (&£5) en fonction des données de 1'énoncé.

2. Esquisser l'allure de la courbe représentative de la fonction ¢ +— T(t) sur R, en précisant sa tangente
en t = 0, sa position relative par rapport a cette tangente et sa limite lorsque t — 4o00.

3. Sachant que, partant d’un ceuf stocké a température ambiante 7, = 20°C, il faut un peu plus de 3min
de cuisson pour obtenir un ceuf a la coque, déterminer une valeur approchée de a.

Pour la suite du probléme, on prendra oo = 1/4.

4. Dans le cas ou 'ceuf est initialement stocké a la température d'un réfrigérateur Ty = 4°C, déterminer
le temps de cuisson nécessaire pour obtenir un ceuf a la coque.

B) Cuisson du jaune
Comme pour la cuisson du blanc, on a d’aprés les lois de la thermodynamique :

Ty = B(Tp —Ty) (&)

ou la constante 8 > 0 désigne le parameétre de conduction thermique a travers la membrane séparant le
blanc et le jaune. Cette membrane étant moins épaisse que la coquille, on suppose que g > a.

5. Que valent T;(0) et 7%(0) 7
6. Justifier que la fonction T); est deux fois dérivable sur R, puis montrer qu’elle vérifie ’équation
différentielle suivante :
Ty + (a+ B)T) + afT; = afTg (&)
7. Résoudre (&) en fonction des données de I’énoncé.

8. Esquisser l'allure de la courbe représentative de la fonction ¢ — T';(t) sur R, en précisant sa tangente
en t = 0, sa position relative par rapport a cette tangente et sa limite lorsque ¢t — +o0.

Pour la suite du probléme, on prendra = 2a = 1/2.

9. En partant d’un ceuf stocké a température ambiante Ty = 20°C, déterminer le temps de cuisson
nécessaire pour obtenir un ceuf mollet.

10. Pour toute fonction temporelle ¢ — f(t), on définit sa valeur moyenne entre les instants ¢ et ¢, par :

1 t2
t)dt.
— / £(t)

Sachant que, partant d’un ceuf stocké a température ambiante Ty = 20°C, il faut un peu moins de
10min de cuisson pour obtenir un ceuf dur, calculer une valeur approchée de la température moyenne
du jaune durant cette cuisson.
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Exercice 2 .
Soit n € N*. Soit la fonction f, : x — 2" + — — 1 sur [0, +o0.
n

1. Tracer le tableau de variations de f,.
2. Justifier que I'équation f,(z) = 0 admet une unique solution dans ]0, 1], qu’on appelle z,,.

3. Ecrire une fonction Python f(n, x) qui prend en argument I'entier n et un nombre réel z > 0 et
renvoie la valeur de f,(x).

4. Le but est de rechercher par dichotomie une approximation de la solution z,,. Recopier et compléter
la fonction suivante pour qu’a tout moment on ait a < x, < b et qu’a la fin de la boucle I'écart b — a
soit strictement inférieur a la valeur € passée en argument :

def solution(n, epsilon):

while ...
m = (atb) / 2

return (a, b)

Probléme 2

Soit (n,p) € (N*)2. Soit A = (a;;)j)e[o.n—1]x[0,p—1] Ule matrice & n lignes et p colonnes, ou les lignes et
les colonnes sont numérotées a partir de 0. On appelle chemin dans A une suite de coefficients partant
du coin en haut & gauche ag, allant jusqu’au coin en bas a droite a,_;,1, et tel que chaque coefficient
est soit immédiatement & droite soit immédiatement en dessous du précédent (on dit que les coefficients
sont adjacents). Ainsi nos chemins se déplacent toujours vers le bas droit. On s’intéresse a la somme des
coefficients sur un chemin.

995
Par exemple pour la matrice A = [ 1 2 5 | on peut tracer les chemins suivants, avec indiqué en dessous
469
la somme des coeflicients sur le chemin :
99 5 9 9 5 9 9 5
\J \ \J
1 2 5 1 2 5 1—+2—-5 (%)
) 3 \J
4 6—9 4—-6—->9 4 6 9
9-+9+2+649=35 9+1+4+6+9=29 9+142+5+9=26

Le but du probléme est de déterminer la somme minimale que I'on peut former, parmi tous les chemins
dans la matrice A. Dans cet exemple, c’est le chemin de droite qui a une somme égale a 26, et on peut
montrer que c’est bien la somme minimale parmi tous les chemins possibles pour cette matrice-la.

1. Préliminaires

On représente les matrices de taille (n,p) € N* x N* par des listes de listes; plus précisément une
matrice A de taille (n, p) est donnée par la liste de ses lignes. Ainsi le coefficient a; ; est bien donné par
Ali] [3].

1. (a) Quelle matrice la liste [[9, 3, 4], [2, 6, 71] représente-t-elle ?

92
(b) Quelle liste de listes représente la matrice | 36 | ?
47

2. Si A représente une matrice a n lignes et p colonnes, qu’est-ce que len(A) 7 Et 1en(A[0]) 7 Justifier.
3. Laquelle de ces deux syntaxes permet de créer une matrice nulle a n lignes et p colonnes? Justifier.

(i) [[0 for i in range(n)] for j in range(p)]
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(ii) [[0 for j in range(p)] for i in range(n)]
4. Ecrire une fonction miroir(L) qui prend en argument une liste L (de taille quelconque) et qui renvoie
une nouvelle liste qui est le miroir de L, c’est & dire la liste rangée en ordre inverse.
Par exemple, miroir([4, 2, 5, 3, 3]) doit renvoyer [3, 3, 5, 2, 4]}.

2. Calcul du minimum

Pour résoudre notre probléme, il serait trés inefficace de lister tous les chemins puis de chercher lesquels
ont une longueur minimale. Partant d’une matrice A, on forme alors une matrice S = (s; ;) de méme taille
que A appelée matrice des sommes minimales ol s; ; est la somme minimale obtenus sur les chemins

995
reliant le coefficient ag( (coin haut gauche de A) au coefficient a; ;. Dans 'exemple (x) avec A= [ 125 |,
469
9 18 23
on trouve S = | 10 12 17 |, ce qui démontre que 26 est bien la somme minimale qu’on peut réaliser par
14 18 26

des chemins allant du coin haut gauche au coin bas droit.
La matrice S se calcule pas & pas en partant du coin haut gauche.

5. Montrer que (on pourra admettre ces formules pour passer a la suite) les coefficients de S se calculent
avec la relation de récurrence suivante :
(1) s0,0 = a0,
Pour i € [[O, n — 2]]7 Si+1,0 = Si,0 + ;41,0

)
(iii) Pour j € [0,p — 2], Soj+1 = So,; + Qo,j+1
)

(iv) Pouri e [0,n—2] et j € [0,p—2] : Sit1,j41 = Sit1,j +@it1,j41 SL Sit1,5 < Sij+1, €t Sijr1+Aiv1 41
sinon
592
6. (a) En appliquant ce procédé, déterminer la matrice des sommes minimales pour B = | 8 7 1
253

(b) En déduire que la somme minimale de B, parmi tous les chemins reliant le coin haut gauche au
coin bas droit, est égale a 20.
7. (a) Compléter le programme suivant pour écrire une fonction matrice_sommes_minimales(A) qui
renvoie la matrice S des sommes minimales d’une matrice A passée en argument en utilisant les
relations de récurrence de la question 5.

def matrice_sommes_minimales(A):

n= ...

p=...

S = ...

for i in range(...):
Sfi+1]1[0] = ...

for j in range(...):
S[ol[j+1] = ...

for i in range(...):
for j in range(...):

return S

(b) En déduire une fonction somme_minimale(A) qui renvoie la somme minimale des chemins de A.

3. Calcul sur les chemins

Un chemin dans une matrice sera représenté tout simplement par une liste de tuples (i, j) représentant
la suite de coefficients par lesquels passe le chemin. Dans notre exemple initial (%), les chemins sont
représentés respectivement par
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— [0, 0), (0, D), (1, D, (2, 1), (2, 2)]
— [(0, 0, (1, 00, (2, 0), (2, 1), (2, 2)]
— [0, OO, (1, 0, (1, 1, {1, 2), (2, 2)]

8. La fonction suivante contient une ou plusieurs erreurs. Le but est qu’elle renvoie True si la liste
de tuples (supposée non-vide) passée en argument représente bien un chemin partant du coin haut
gauche et constitué de coeflicients adjacents, et False sinon. Recopier et corriger la fonction :

def est_chemin(L):
# si L[0] n’est pas le coin haut gauche, c’est faux
(i, j) = L[o0]
if 1 '= 0 and j != 0O:
return False
# puis il faut tester si les coefficients sont adjacents
for k in range(len(L)):
(i, j) = L[k]
(i2, j2) = L[k+1]
# teste si le coeffcient suivant est & droite ou en dessous
if (12 == i and j2 == j+1) or (i2 == i+l and j2 == j):
return True
else:
return False

9. Ecrire une fonction somme_chemin(A, L) qui prend en argument une matrice A et un chemin L et
qui renvoie la somme des coefficients de A le long du chemin donné.

4. Recherche du chemin

La méthode présentée permet de calculer la somme minimale des chemins joignant le coin haut gauche
au coin bas droit, mais elle ne dit pas quel chemin donne ce minimum. Il pourrait d’ailleurs y en avoir

plusieurs.
Pour trouver un chemin donnant une somme minimale, dans une matrice A donnée, on s’y prend de la

facon suivante :
— On calcule la matrice S des sommes minimales,

— On démarre au coin bas droit de A. On note ¢ et j les numéros de ligne et de colonnes actuels. Tant
qu’on n’est pas remonté jusqu’au coin haut gauche alors :

— Si on se trouve sur la premiére colonne, on remonte d’une ligne.

— Sis;_1; < 8ij-1, ¢’est que la somme minimale s;_; ; pour relier le coin haut gauche au coefficient
a;—1; est inférieure a celle pour relier le coin haut gauche au coefficient a; ;_; ; autrement dit,
pour arriver & a; ; le chemin de somme minimal provient du coefficient d’au dessus. On remonte
alors d’une ligne.

— Dans tous les autres cas, on remonte d’une colonne.

10. (a) Implémenter cet algorithme en écrivant une fonction remonter_chemin(A) qui prend en argument
une matrice A et qui renvoie la liste des tuples qui donnent les coefficients parcourus par cet
algorithme, partant du coin bas droit et remontant jusqu’au coin haut gauche.

(b) En déduire une fonction chemin(A) qui renvoie un chemin de somme minimale dans A, rangé
dans 'ordre depuis le coin haut gauche jusqu’au coin bas droit.
592
11. En appliquant ce procédé sur I'exemple 6 avec B = | 8 7 1 |, donner un chemin de somme minimal

253
pour B.
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Corrigé du DS n° 6 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1 (Raisonnement)
Soit p €]0,1[. On considére une suite réelle (z,)nen vérifiant :

Vn € N, Tnt2 = PLnt1 + (1 - P)fl’n (*)

On propose d’étudier la nature de (z,)nen. Pour cela, on pose y, = min(z,, r,1) pour tout n € N.
1. Dans cette question, on considére le cas particulier ow la condition (?7) est une égalité.

(a) Exprimer le terme général de (x,)nen en fonction de p, xo et ;.
» Dans le cas ou la condition (?7?) est une égalité, on a :

VneN, wh10=ptp+ (1 —p)z,.

On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique :
¢ =pi+(1—p) <= ¢¢—pg—(1—p)=0.
On remarque que ¢; = 1 est une solution évidente. La deuxiéme solution vérifie q; + ¢ = p et
¢1g2 = —(1 —p) =p—1, donc g = p — 1. Puisque p €]0, 1], on a :
-1<p—-1<0< p <1
—~— ~—~
=q2 =0

Ainsi I’équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes, donc son discriminant
est strictement positif.

Pensez a utiliser les solutions évidentes (s’il y en a) pour résoudre rapidement
des équations. On aurait aussi pu calculer les solutions a [’aide du discriminant,
mais c’est plus long (et il faut faire attention auzx erreurs de signe) :

A=(=p)P—4(—(1=p)=p"—dp+d=(p—2">0 carp#2

—(=p) —(p—2) —(=p)+(p—2)
2 2

donc ¢ = =1 et q= =p—1

Par conséquent, on sait qu'il existe deux constantes (Ay, o) € R? telles que :
VneN, z, = Mg+ Xagy = A+ Xa(p—1)".
Pour déterminer les constantes A\; et A\, on utilise les premiers termes :
o =M+ X(p—1)°" =X+ 11 A\ _ [ o
.1131:)\1+)\2(p—1)1:)\1+(p—1>)\2 1p—1 )\2 T '
=M

Onadet(M)=1x(p—1)—1x1=p—27#0 car p €]0,1] donc la matrice M est inversible et
le systéme linéaire admet une unique solution :

(o) =2 () =aman (50 () =5 (M2)
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Finalement, on en déduit que :

(p—Daxg—z1 21 — X "
+ (p—1)"|

Vn € N, n =
n T b2 b2

(b) En déduire que (z,)nen converge vers une limite a déterminer en fonction de p, xo et ;.
» On sait que p €]0,1[ donc p — 1 €] — 1,0[. On en déduit que lim, , (p — 1) = 0. Par
conséquent, on a d’apres le résultat de la question précédente :

—1D)xg — — — Dy —
lim z, = lim (p )To — 1 n T1 — Zo (p—1)" = (p Yo — 71 '
n—+00 n—4o0 p_2 p_2 P—2

—0

On revient désormais au cas général.
2. (a) Soit n € N. Montrer que y,, < Tpio PUiS que Yp < Ypnii-
» On a y, = min(x,, z,;) donc ’yn <z, ‘ et ’yn < Tpgt ‘ Puisque p €]0, 1], on en déduit que
PYn < prpiq (car p > 0) et (1 —p)y, < (1 — p)z, (car 1 — p > 0). En injectant ces inégalités
dans la condition (?7), on obtient :

Tnya = pragr+ (1= p)xn = pyn + (L= p)yn = (P +1 = 9)Yn = Un-

ZPYn+1 2(1-p)yn

Ainsi, on a bien montré que |y, < x,2 | Puisqu’on a aussi montré que y,, < x,.1, on en déduit

que Yn < min(xn—I—l; xn+2)' Or Yn+1 = min(xn+l)xn+2)7 donc Yn < Yn+1 |

(b) Que peut-on en déduire pour la nature de (Yn)nen ?
» D’apres le résultat de la question précédente, la suite (y,)nen est croissante. On obtient donc

seulement deux cas possibles pour la nature de (y,,)nen d’apreés le \ théoreme de la limite monotone \ ;

si (Yn)nen est majorée, alors (y,)nen converge;
sinon, (Y, )nen diverge vers +o00.

Dans les deux cas, la limite de (y,)nen existe.

3. On suppose que (Yn)nen n'est pas majorée. En déduire que (z,)nen diverge vers 4o0o.
» Dans ce cas, on sait que (y,)nen diverge vers 400 d’aprés le théoréme de la limite monotone. De
plus, on a montré a la question 2(a) que

VneN, y, <z, cary, =min(x,, T,1).
<~

——+00

D’aprés le ‘théoréme de limite par comparaison |, on en déduit que | (x,,),en diverge vers +oo|.

4. On suppose désormais que (Y, )nen converge et on note £ € R sa limite.

(a) Soit n € N. Prouver que si 11 > { alors yni1 = prpi1 + (1 — p)yn.
» On suppose que x,.1 > ¢. Pour montrer que y,.1 = px,i1 + (1 — p)yn, il suffit de montrer
que Tpi2 = Yni1 €t x, =y, dans la condition (??). Or y, = min(z,, T,y1) et T,41 > £. De plus,
on sait que la suite (y,)nen est croissante (d’apres le résultat de la question 2(a)) et qu’elle
converge vers ¢ (par hypothése de 1’énoncé). Donc y, < £. On en déduit que y,, # ,+1 et donc

que . De méme, ¢, 11 = min(x, 11, Tpi2) Mais Yp11 # Tpi (Car ypig < et x> 0),
donc [Yni1 = Tny2 | Finalement, en injectant ces résultats dans la condition (??), on obtient :

tais > pnei (1= p) 2, don [gon > pines 4 (1— P
S~~~ ~~

=Yn+1 “Yn
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(b) Montrer que :

it — (1= p)yn
Vn €N, y, < Tpy1 < max (&yﬂ (1—ply )
p

» Soit n € N. On a déja montré a la question 2(a) que y, < x,11 (car y, = min(z,, x,1)). Il
suffit donc de montrer la deuxiéme inégalité. On raisonne par disjonction de cas.
1¢ cas : w, 41 > L. Alors on a d’aprés le résultat de la question précédente :

Ynt1 — (1 — p)yn

Ynt1 = PTos1 + (L —p)y, donc x4 < car p > 0.
p
n — (1 - n n - 1_ n , . .
Puisque Yns1 — Py < max (ﬁ, Yns1 — Py ), on en déduit bien que :
P
n — (I - n
£ < max (6’1/ 11— (1 —py )
P
_ 1 —
2° cas : xp11 < L. Puisque ¢ < max (6, Yns1 ~ ,O)yn) on en déduit bien que :
p

n -1 - n
Tni1 < Max <€’ Ynt1 — ( Py ) _
P

Conclusion. La deuxiéme inégalité est vraie dans tous les cas. Finalement, on a bien montré
que :

it — (1= p)yn
Vn € N, ynéxn+1<max<€7y 11— (1 =ply )
P

(c) En déduire que (z,)nen converge. Quelle est sa limite ?
» On sait que lim,,_,, y, = ¢ (par hypothése de I’énoncé). Donc lim,, o0 Y1 = £ et :

—¢ =pt

—l A
—_— —_— A — J—
lim max (5, Unit =1 =) n ) = max <€, M) = max((, () = /.
n——+o00 P P

De plus, on a d’aprés le résultat de la question précédente :

n - 1 - n
VneN, vy, <z, <max (E, Yni1 — Py ) )
~

p
—l ~ N~
—

D’apres le ‘théoréme de limite par encadrement ‘, on en déduit que lim, . z,11 = ¢ et donc

que | (Z,)nen converge vers /| (quitte & changer de variable pour se ramener a lim,,_, o, ©,, = £).

Finalement, on a montré que (x,)n>0 admet une limite (finie ou non) dans tous les cas.
5. Ce résultat se généralise-t-il pour p =17 Justifier.
» Dans le cas ou p = 1, la condition (??) devient :

VneN, Tnp 2> T

Quitte a changer de variable pour se ramener a x,.; > x, pour tout n > 1, on en déduit
que la suite (x,)nen+ est croissante. On obtient donc seulement deux cas possibles pour la na-
ture de (z,)nen d’apres le \théoréme de la limite monotone\ . 81 (2,)nen est majorée, alors (x,,)nen
converge ; sinon (z,),en diverge vers +o0o. Dans les deux cas, la limite de (z,),en existe et donc
lle résultat se généralise bien pour p = 1|
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6. Dans le cas ou p = 0, trouver un exemple de suite (x,)nen vérifiant la condition (77) mais n’admettant
pas de limite.

» Dans le cas ou p = 0, la condition (??) devient :
VneN, z,.0>x,.
Par conséquent :
Vk >0, Zogt1) = Topgo = Tor €6 Togey1)41 = Topy3 = Topq1-

Ainsi, trouver une suite (z,),en vérifiant la condition (?7?) revient a trouver une suite (z,)nen dont
les sous-suites extraites (xaox)r=0 €t (Tori1)r=0 sont croissantes et admettent donc des limites d’aprés

le \théoréme de la limite monotone \ Par conséquent, pour que (z,)n,en n’admette pas de limite, il

suffit, d’aprés le \ théoréme des suites extraites \, que ces deux sous-suites extraites n’aient pas la méme
limite.

Par exemple, il suffit de choisir la suite (x,,),en définie par :

VneN, xz,=(-1)"|

1l existe bien sir d’autres exemples possibles. Par exemple :

1

n st n par —=  Sin pair
VneN, z,= np . ou T, = n p .
0 st n tmpair I — 2 sin impair

1l suffit que les deux sous-suites extraites soient croissantes et aient des limites
différentes.

Probléme 1 (Modélisation)
Le but de ce probléme est de modéliser la cuisson d’un ceuf plongé dans une casserole d’eau bouillante.

La coquille calcaire de l'eeuf protége ses deux composantes principales : le blanc (ou albumen) qui entoure
le jaune (ou vitellus). On note respectivement Tg(t) et Ty(t) les températures (mesurées en degré Celsius)
du blanc et du jaune a linstant t (mesuré en minutes) et on suppose que les fonctions Tp et T ainsi
définies sont dérivables sur R,. On néglige la présence des autres constituants de [’ceuf.

L’ceuf est initialement stocké a une température notée Ty, ainsi Tp(0) = T;(0) = Tp. Puis il est plongé
a limstant t = 0 dans la casserole dont l’eau est maintenue a sa température d’ébullition : Ty = 100°C. On
suppose que Ty < Tg.

Les parameétres régissant la cuisson d’un euf se trouvent dans tout quide culinaire. A savoir, le blanc
commence o coaguler a partir de 62°C, le jaune a partir de 68°C et les différents niveaux de cuisson sont :
ceuf tiede cru (blanc et jaune non coagulés), euf a la coque (blanc peu coagulé, jaune coulant), ceuf mollet
(blanc ferme, jaune peu coagulé) et ceuf dur (blanc et jaune fermes).

A) Cuisson du blanc

D’apres les lois de la thermodynamique, la variation de la température dans le blanc est proportionnelle
a la différence de température Ty — Ty entre ’eau et le blanc. La fonction Ty vérifie donc ’équation
différentielle suivante :

Té = O./(TE — TB) (éaB)
ot la constante o > 0 désigne le parametre de conduction thermique a travers la coquille.

1. Résoudre (&) en fonction des données de l’énoncé.

» On a:
(53) < T/B +olp = alkg.

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 non homogéne. On commence par résoudre
I’équation différentielle linéaire homogéne associée :

Ty +aly =0 <= Ty :t+ e ™ ot A € R est une constante quelconque.
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Puis on cherche une solution particuliére de (£5). On remarque que Tp : t — T est une solution

particuliére évidente. En effet, puisque Tp est constante, on a :

Tllp +o Tp = OzTE.
~~ ~

=0 =Tg

1l est cohérent que Tp : t — Tk soit une solution évidente puisque la température
reste constante dans le cas ot 'ceuf est stocké a la température d’ébullition Ty = Tk.
Thermodynamiquement, Tg est appelée la température d’équilibre.

Finalement, on en déduit d’apreés le principe de superposition que :
() <= Tp:t— Ty(t) +Tp(t) =Xe " +Tr o X € R est une constante.
Pour déterminer la constante A, on utilise la condition initiale :

Ty =Tp(0) = A +Ty donc A\ =Ty — Tg.
=1

Finalement, on obtient que :

Vt >0, |Tg(t)=(To—Tgle "+ Ty

2. Esquisser Uallure de la courbe représentative de la fonction t — Tg(t) sur Ry en précisant sa tangente

en t =0, sa position relative par rapport a cette tangente et sa limite lorsque t — +o0.
» D’apreés le résultat de la question précédente, la fonction T est dérivable sur R, et :

y o o o —at _ . —at
VE=0, Th(t) = (To — Tr)(—a)e ™ +0 \%(‘To TE)e\;
< <0

Puisque a > 0 et Ty < T d’aprés I'énoncé, on en déduit que ‘TB est strictement croissante | sur R, .

De plus, I'équation de sa tangente en t = 0 est donnée par :

>0

Donc|sa tangente en ¢ = 0 passe par la condition initiale (¢t = 0,7}) et est strictement croissante

V>0, Tp(t)— (a(Tp—To)t+Tp) = (To — Tr)e
=—(Tp—To)
£ Tol |: —at ]_ — Oéé] .

g

>0 —f(t)

ot + TE - CY(TE - To)t — TO

.On

Pour étudier la position relative de la courbe représentative de Tz par rapport a sa tangente en ¢t = 0,
il suffit donc d’étudier le signe de la fonction f : t — —e~* + 1 — at. Cette fonction est dérivable sur

R, et:
<0
o d’aprés les propriétés de
> / — _(_ —at . — —at < p
=0, f(t) (-a)e™ +0—a \O%-/(%/l-/ 1) < la fonction exponentielle.
> <
—_——
<0
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Ainsi f est décroissante sur R, et admet un maximum qui vaut f(0) = —e® +1 -0 = 0. On en
déduit que f(¢) < 0 pour tout £ > 0 et donc que ‘ la courbe représentative de Tz est en-dessous de sa

’tangente ent=20 ‘ D’autre part, on a :

—~~ d’apreés les propriétés de
. o . i —at _
tginoo Ts(t) = tginoo(TO Tk) e\,o-ﬂ'TE Tp la fonction exponentielle.
—

Ainsi, | Ts(t) tend vers Tg lorsque t — 400 |. Finalement, on peut esquisser la courbe représentative
de T’g a I’aide de toutes ces propriétés.

Yy = oz(TE— T()).I} + Tp

3. Sachant que, partant d’un ceuf stocké a température ambiante Ty = 20°C, il faut un peu plus de 3min
de cuisson pour obtenir un ceuf a la coque, déterminer une valeur approchée de a.
» D’apres I’énoncé, pour obtenir & ceuf a la coque Tz doit étre environ égale & 62°C pour ¢t = 3min,
Ty = 20°C et T = 100°C. On injecte ces valeurs dans le résultat de la question 1 et on résout
I’équation obtenue d’inconnue « :

~
62, = (. 20,—100)e ™ ? + 100, <= 80e ** =38
—~— N~
zTB(t) =Tb =Tg =Tg

Numériquement, on obtient o ~ 0,248. La valeur 1/4 = 0,25 est donc une bonne
approximation.

Pour la suite du probléeme, on prendra o = 1/4.

4. Dans le cas ou U'ceuf est initialement stocké a la température d’un réfrigérateur Ty = 4°C, déterminer
le temps de cuisson nécessaire pour obtenir un ceuf a la coque.
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» On raisonne comme a la question précédente puis on résout I’équation obtenue d’inconnue ¢ qui
représente le temps nécessaire pour obtenir un ceuf a la coque dans ce cas :

62, = (_4_—100)e 7 "4 100, <= 96¢/* =38
~— —~—
%TB(t) =To =Tg =Tg

<:>—£—ln 38 =—1In 18
4 96 ) 19

48
=4In| — ||
— |t n(19>

Numériquement, on obtient t ~ 3,707. Il faut donc un peu moins de 4min de
cuisson pour obtenir un ceuf a la coque lorsqu’il est conservé au réfrigérateur.

B) Cuisson du jaune
Comme pour la cuisson du blanc, on a d’apres les lois de la thermodynamique :

T) = B(Ts —Ty) (&7)

ot la constante 3 > 0 désigne le parametre de conduction thermique a travers la membrane séparant le
blanc et le jaune. Cette membrane étant moins épaisse que la coquille, on suppose que 3 > «.

5. Que valent T;(0) et T%(0) ?

» D’aprés I'énoncé, on sait que |7,(0) = Ty | et T(0) = Tp, ce qui donne en injectant dans (&) :

T5(0) = B(TE(0) — T4(0)) = B(To — To) =0 donc |T75(0) =0,

6. Justifier que la fonction T est deuz fois dérivable sur R, puis montrer qu’elle vérifie [’équation
différentielle suivante :

T7 4+ (a+ B)T; + afTy = afTg (&)

» D’aprés I’énoncé, les fonctions T et Ty sont supposées dérivables sur R,. Par conséquent, 177 =
B(Tp —Ty) (d’apres (&)) est dérivable sur R, comme somme de fonctions dérivables sur R;. On en
déduit que ‘TJ est deux fois dérivable sur R, ‘ De plus :

T} = B(Tp —T)) en dérivant (&)
= B(Oz(TE — TB) — T}) en injectant (&p)
= afTg — afTs — BT}
= afTy — afTy — [* (Tp —Ty) en injectant (&)
= afTy — fla+ B)Ts + BT

Par conséquent :

T7 + (a+B)Ty +afTy = afTe — Bla+ B)Ts + BTy +(a+ ) B(Tp — T;) +afT;
— ! ,

expression précédente de T/ d’apres (£y)
-1 +I
—_—N— —_—N—
= afTy —f(a+ B)Ts +5°T; +(a + B) BT —afT; —5°T; +abT;
N—— S——
+11 -I11 -11 +11T
= afTEr aprés simplifications.

On a bien montré que |7} vérifie (&%) |
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7. Résoudre (&) en fonction des données de l’énoncé.

» On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 non homogéne. On commence par
résoudre I'équation différentielle linéaire homogéne associée :

Ty + (a+ B)Ty + afTy = 0.
Son équation caractéristique est :
Pt (atfrtaf=0 < "= ((-a)+(=8))r+ (—a)(-f) =0.
— —
=somme des sol. =produit des sol.

On remarque que 1 = —a et ro = — 3 sont des solutions évidentes. Puisque § > a d’aprés I’énoncé,
on a r; # ry. Ainsi 'équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes, donc son
discriminant est strictement positif.

Pensez a utiliser les solutions évidentes (s’il y en a) pour résoudre rapidement
des équations. On aurait aussi pu calculer les solutions a 'aide du discriminant,
mais c¢’est plus long (et il faut faire attention aux erreurs) :

A= (a+B)? —4aB = o +2aB + B> — 4af
—a?—20B+ 3 =(a—-pB)*>0 cara#p

e n="OEO=@=B) __, _lerhre=p)__,

Par conséquent, on sait qu'il existe deux constantes (\j, \y) € R? telles que :
Ty it et 4 Xge™t = Aje ™ 4 Age P

Puis on cherche une solution particuliére de (&7%). On remarque que Tp : t — Tx est une solution
particuliere évidente. En effet, puisque Tp est constante, on a :

Ty +(a+pB) Tp +af Tp = afTE.
p Ha+B) Tp +af Tp =afTg

=0 =0 =Tg

1l est cohérent que Tp : t — Tk soit une solution évidente puisque la température
reste constante dans le cas ot 'ceuf est stocké a la température d’ébullition Ty = Tk.
Thermodynamiquement, Tg est appelée la température d’équilibre.

Finalement, on en déduit d’apreés le principe de superposition que :
(&) == Tyt Tu(t)+Te(t) = e ™ + e + T ot (A, \a) € R? sont des constantes.
Pour déterminer les constantes A; et A9, on utilise les conditions initiales de la question 5 :

TO = TJ(O) = )\1 e +)\2 e +TE donc )\1 + /\2 = T() — TE

N
0="T50) =\ (—a)e +)\2( 5) —n +0 donc  aX + Bl =0
=1 hnel

11 A\ T _T avec det(M)=1x B —ax1=F—a#0car >«
— ( ) ( )\1) = ( 0 0 E) donc la matrice M est inversible et le systéme linéaire
2

a f . .
N , admet une unique solution
=M

= () () (5 3) (7))
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Finalement, on en déduit que :

«
vt=0, |Ti(t) = 5%(% = Tp)e ™! — ——(Ty = Tp)e * + Ty
e~ — qe Pt
= (TO - TE)BﬂT + T

8. Esquisser Uallure de la courbe représentative de la fonction t — Ty(t) sur Ry en précisant sa tangente
ent =0, sa position relative par rapport a cette tangente et sa limite lorsque t — +oo.

» D’apres le résultat de la question précédente, la fonction 7'y est dérivable sur R, et :

B=a)e — a(=B)e ™

VE=0, T(t) = (Tp — Tr) 40

b —«
<0
5
_ ¢ (TO—TE)[e_at—e_Bt}.
B_a\ , ——
\6—/ <0 =g(t)
>

Puisque > a > 0 et Ty < T d’aprés I'énonce, il suffit d’étudier le signe de g : t — e~ — 75 pour
étudier la monotonie de T';. Or f > « d’aprés I’énoncé, donc —at > —ft pour tout t > 0. On en
déduit que e > e~ par croissance de la fonction exponentielle et donc que g(t) > 0 pour tout

t > 0. Par conséquent, ‘TJ est strictement croissante | sur R,. De plus, I’équation de sa tangente en
t = 0 est donnée par :

y=T;(0)+T50)(x—0) =T, dapres les résultats de la question 5.
T 0
—T =

Donc |sa tangente en t = 0 passe par la condition initiale (t = 0,7}) et est horizontale | Puisque 7T

est strictement croissante sur R, , on en déduit que ‘la courbe représentative de T'; est au-dessus de

sa tangente en t = 0 ‘ D’autre part, on a :

—0 —0
= =
. . B 6—o¢t —a e—ﬁt
t—+o00 t—+o00 0 —«

Ainsi, | T;(t) tend vers Tg lorsque ¢t — 400 |. Finalement, on peut esquisser la courbe représentative
de Ty a l'aide de toutes ces propriétés.
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y =1y

On remarque que la cuisson du jaune est plus lente que celle du blanc, méme si
les deux ont la méme température initiale Tty et tendent vers la méme température
d’équilibre Tg. Le modéle proposé par l’énoncé semble cohérent.

Pour la suite du probléeme, on prendra = 2a = 1/2.
9. En partant d’un ceuf stocké a température ambiante Ty = 20°C, déterminer le temps de cuisson
nécessaire pour obtenir un ceuf mollet.
» On raisonne comme aux questions 3 et 4 en injectant les valeurs de I’énoncé dans le résultat de la
question 7, puis on résout I’équation obtenue d’inconnue ¢ qui représente le temps nécessaire pour

obtenir un ceuf mollet :

68, = (20 —100) T + 100
zTJ(t) =Ty =Tg \ 2 4 / =TE

Vv
cara=1/4et f=1/2

2
= 0=—10e*+5 % 42 en simplifiant par 16

—e—2t/4
:(eft/4)2

1 1
<~— 0=-320 (—e_t/4 — Ze_tﬂ) + 32

522 —1024+2=0 enposant z =e 4 = t = —4In(z).

On reconnait une équation de degré 2 de discriminant :

A= (-10)> -4 x5 x 2 =100 — 40 = 60 > 0.

L’équation admet donc deux solutions :

—(-10) - V60 _10-2v15 _5-V15
5

o _ 5++/15
1= 2%x5 10 - ‘

et x9 5

Or 9 < 15 < 16 donc 3 < v/15 < 4 par stricte croissance de la fonction racine. On en déduit que :

1< <2<1<8< <9
—<a <= = <@y < .
5 175 5 %75
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Ce qui donne comme solutions pour l'inconnue t = —41In(z) :

1 2
—4In| -] >—-4In(zy) > —4Iln( - ) > —4In(1) > —4In 5 > —41In(zy) > —41n )
N—— =ty N—— =0 N—— =t N——

=41n(5)>0 =41In(5/2)>0 <0 <0

par stricte croissance de la fonction logarithme. La solution ¢ = ¢y est donc absurde car t € R,.
Finalement, on a :

3 515\ 5 B 5(5+V15)\ 5+ V15
t=—41In (T) =4In (W) =4In (—) =|41In (—

25—-15 2

Numériquement, on obtient t ~ 5,959. Il faut donc un peu moins de 6min de
cuisson pour obtenir un ceuf mollet lorsqu’il est conservé a température ambiante.

10. Pour toute fonction temporelle t — f(t), on définit sa valeur moyenne entre les instants t1 et ty par :

1 t2
t)dt.
— / £(t)

Sachant que, partant d’un ceuf stocké a température ambiante Ty = 20°C, il faut un peu moins de
10min de cuisson pour obtenir un ceuf dur, calculer une valeur approchée de la température moyenne
du jaune durant cette cuisson.

» On injecte les valeurs de I’énoncé dans résultat de la question 7 comme & la question précédente,
puis on calcule la valeur moyenne de la fonction ¢ +— T;(t) entre les instants t; = 0 et t5 = 10.

1 10 1 10 6715/4 . eft/2

1 1
— | Ty)dt=— 20 — 100)2 1
10—0 J, s(0d =15 0 <( ) 11

+ 100) dt

10 10 10
= —16/ e t/Adt + 8/ e 24t + 10/ 1dt par linéarité de l'intégrale
0 0 0
o—t/4710 o—t/2710 10
= —16 8 10[¢
[—1/4]0 " {—1/2]0 10l
=64 (e7'* —1) =16 (e7'°* — 1) +10(10 — 0)

— (64772 — 1677 + 52|,

Numériquement, on obtient une température moyenne d’environ 57°C.

Exercice 2
Enoncé et corrigé de L.-C. Lefévre

Soit n € N*. Soit la fonction f,, : v — 2" + L lsur [0, 4-o00].
n

1. Tracer le tableau de variations de f,.
» La fonction f, est dérivable et on calcule f)(x) = na" ' + L. Mais si > 0 alors "' > 0, de plus
£ > 0 (toujours), donc f () > 0. La fonction est donc strictement croissante. De plus f,,(0) = —1 et
la limite de f,, en 400 est 400, car chacun des deux termes 2" et £ tend vers +oo (attention c’est
bien x qui tend vers +oo et pas n) d’ou le tableau de variations :

z |0 400
fa(z)| =1 00
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2. Justifier que I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution dans |0, 1[, qu’'on appelle z,,.
» On calcule f,(1) =1+ % —1= % > 0. On peut s’aider en placant 1 sur le tableau de variations :

T 0 Ty 1 400

fa@)| 1 A0 /%fﬁx;

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, et comme f,, est strictement croissante, il existe bien un
unique nombre x,, € [0, 1] tel que f,(z,) =0 et comme f,(0) # 0 et f,(1) # 0 le nombre z,, est en
fait bien dans |0, 1].

3. Ecrire une fonction Python f(n, x) qui prend en argument I'entier n et un nombre réel z > 0 et
renvoie la valeur de f,(x).
» Vraiment peu de surprise pour cette question.

def f(n, x):
return x**n + x/n - 1

4. Le but est de rechercher par dichotomie une approximation de la solution x,,. Recopier et compléter
la fonction suivante pour qu’a tout moment on ait a < x, < b et qu’a la fin de la boucle I'écart b — a
soit strictement inférieur a la valeur € passée en argument :

def solution(n, epsilon):

while ...
m = (at+b) / 2

return (a, b)

» Il s’agit d’une recherche par dichotomie classique. Comme annoncé on veut qu’a tout moment les
variables a et b vérifient a < z,, < b donc on initialise & ¢ = 0 et b = 1. La condition dans la boucle
est b —a > €, qui est le contraire de |b — a| < € (mais les valeurs absolues ne sont pas nécessaires car
on sait que b > a donc b — a > 0). Enfin, il faut tester la valeur de f,,(m) et s’aider du tableau de
variations :

def solution(n, epsilon):
a=20
b=1
while b-a >= epsilon:
m = (atb) / 2
if f(n, m) > O:
# tableau de variations : la solution est entre a et m
# donc il faut changer b
b=m
else:
# sinon, elle est entre m et b : changer a
a=m
return (a, b)
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Probléme 2
Enoncé et corrigé de L.-C. Lefévre

Soit (n,p) € (N*)2 Soit A = (a;;) (i j)efo,n—1]xJ0p—1] e matrice & n lignes et p colonnes, ou les lignes
et les colonnes sont numérotées a partir de 0. On appelle chemin dans A une suite de coefficients partant
du coin en haut & gauche ag, allant jusqu’au coin en bas a droite a,_;,_1, et tel que chaque coefficient
est soit immédiatement & droite soit immédiatement en dessous du précédent (on dit que les coefficients
sont adjacents). Ainsi nos chemins se déplacent toujours vers le bas droit. On s’intéresse a la somme des
coefficients sur un chemin.

995
Par exemple pour la matrice A = [ 1 2 5 | on peut tracer les chemins suivants, avec indiqué en dessous
469
la somme des coeflicients sur le chemin :
99 5 9 9 5 9 9 5
\J 3 \J
1 2 5 1 2 5 1—-2—-5 ()
\J ! \J
4 6—=9 4—-6—9 4 6 9
9+9+2+6+9=35 9+1+4+6+9=29 9+ 1424549=26

Le but du probléme est de déterminer la somme minimale que I'on peut former, parmi tous les chemins
dans la matrice A. Dans cet exemple, c¢’est le chemin de droite qui a une somme égale a 26, et on peut
montrer que c’est bien la somme minimale parmi tous les chemins possibles pour cette matrice-la.

1. Préliminaires

On représente les matrices de taille (n,p) € N* x N* par des listes de listes; plus précisément une
matrice A de taille (n,p) est donnée par la liste de ses lignes. Ainsi le coefficient a; ; est bien donné par

A[i] [3].
1. (a) Quelle matrice la liste [[9, 3, 4], [2, 6, 7]] représente-t-elle?

» C’est la matrice
934
267

92
(b) Quelle liste de listes représente la matrice | 36 | 7
47
» C’est la liste

tfo, 21, (3, 61, [4, 7]]

2. Si A représente une matrice a n lignes et p colonnes, qu’est-ce que len(A) ? Et 1len(A[0]) ? Justifier.

» len(A) est la longueur de A vue comme une liste, or A est une liste de lignes, donc c’est le nombre
de lignes donc c’est n. 1len(A[0]) est la longueur de la liste qui est la premiére ligne de A, donc c’est
le nombre de colonnes, donc c’est p.

3. Laquelle de ces deux syntaxes permet de créer une matrice nulle a n lignes et p colonnes ? Justifier.
(i) [[0 for i in range(n)] for j in range(p)]
(ii) [[0 for j in range(p)] for i in range(n)]

» [l s’agit de la deuxiéme car c’est une liste de longueur n dont les éléments sont des listes nulles de
longueur p, alors que pour la premiére c’est I'inverse.

... Sauf si n = p auquel cas les deux syntaxes donnent bien une matrice carrée! Les indices 7, j n’ont
pas d’importance ici et d’ailleurs on peut aussi écrire for _ in range(n) pour itérer sans donner de
nom a la variable.
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4. Ecrire une fonction miroir(L) qui prend en argument une liste L (de taille quelconque) et qui renvoie
une nouvelle liste qui est le miroir de L, c’est & dire la liste rangée en ordre inverse.
Par exemple, miroir([4, 2, 5, 3, 3]) doit renvoyer [3, 3, 5, 2, 4].
» Il faut d’abord créer une nouvelle liste nulle, qu’on appelle M, puis I’élément M[i] est alors égal a
L[n-1-i] (ou n est la longueur de L). Les fonctions suivantes sont valables :

def miroir(L):
n = len(L)
M = [0 for i in range(n)]
for i in range(n):
M[i] = L[n-1-i]
return M

ainsi que

def miroir(L):
n = len(L)
M =[]
for i in range(n):
M.append(L[n-1-i])
return M

Remarque : Plus dans l'esprit d’'un programmeur Python (mais moins d’un sujet d’algorithmique!),
on a les syntaxes [L[n-1-i] for i in range(len(L))] (liste en compréhension) ainsi que tout
simplement L[::-1] (sélection de tranche, du début, a la fin, avec un pas de -1).

2. Calcul du minimum

Pour résoudre notre probléme, il serait trés inefficace de lister tous les chemins puis de chercher lesquels
ont une longueur minimale. Partant d’une matrice A, on forme alors une matrice S = (s; ;) de méme taille
que A appelée matrice des sommes minimales ol s; ; est la somme minimale obtenus sur les chemins

995
reliant le coefficient ag o (coin haut gauche de A) au coefficient a; ;. Dans 'exemple (x) avec A= [ 125 |,
469
9 1823
on trouve S = | 10 12 17 |, ce qui démontre que 26 est bien la somme minimale qu’on peut réaliser par
14 18 26

des chemins allant du coin haut gauche au coin bas droit.
La matrice S se calcule pas a pas en partant du coin haut gauche.

5. Montrer que (on pourra admettre ces formules pour passer a la suite) les coefficients de S se calculent
avec la relation de récurrence suivante :

(i) so0 = aoo
(11) Pour i € [[O, n — 2]], Si+1,0 = Si,0 + Qi+1,0
(iii) Pour j € [0,p — 2], Soj+1 = S0 + @0 j+1
(iv) Pouri e [0,n—2] et j € [0,p—2] : Sit1,j41 = Sit1,j + Git1,541 8L Sit1,5 < Sij+1, €t Sijo1+Aiv1 41
sinon
» D’abord le chemin commence au haut a gauche, donc la somme sur le chemin joignant agg a
lui-méme est simplement ag . Ceci est la relation (i).

Pour un coefficient d’indice (i, j) se trouvant sur la colonne la plus & gauche, alors j = 0. Mais comme
le chemin ne peut se déplacer que vers le bas ou la droite, alors pour aller a la ligne suivante (le
coefficient (i + 1,0) il faut un chemin vertical, la somme correspondante s;41 o est donc obtenue en
sommant avec a;41 0. Ceci explique la relation (ii). De méme, la relation (iii) traduit que pour arriver
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en (0,7 + 1) (premiére ligne) on a pour seule possibilité un chemin horizontal, donc passant par (0, 5)
juste avant.

Enfin dans le dernier cas, par rapport au coefficient d’indice (i, 7) alors supposons que 'on connaisse
les valeurs s; ;, si11; et s; 1, représentons cela :

@i, j @i,j+1 Si,j Sij+1
@it1,5 =7 Git1,5+1 Si+1,j 7 Si+1,5+1

Il y a deux fagons d’arriver au coefficient (i + 1,7+ 1) : soit par la gauche, soit par au-dessus. Mais on
choisira le chemin qui donne une plus petite somme, ainsi la somme minimale s;1; ;1 est égale a la
somme de ;41 j41 avec soit la somme du chemin arrivant par la gauche (c’est s;41 ;) soit de celle du
chemin arrivant par au-dessus (c’est s; ;+1) en fonction tout simplement duquel donne la plus petite

somme.
592
6. (a) En appliquant ce procédé, déterminer la matrice des sommes minimales pour B = | 8 7 1
253

» On applique pas a pas, en commencant par un 5 dans le coin haut gauche. Puis on remplit
facilement la premiére ligne et la premiére colonne. On trouve d’abord

5 14 16
S =113 x *
15 % *

Ensuite on voit par exemple que pour remplir s;; le chemin aura une somme plus petite en
passant par la gauche que par au-dessus (ce qui correspond dans B au fait que le chemin 5 — 8
a une somme plus petite que 5 — 9) qu’il faut encore sommer avec 7 donc on compléte par

13+7=20":
5 14 16

S=11320 %
15 % *

Poursuivant le procédé, on compléte chaque * en prenant le coefficient soit & gauche soit au-dessus
et en sommant avec le coefficient correspondant de B. On arrive a

5 1416
S=|(132017
1520 *

puis
5 14 16
S=1132017
15 20 20

b) En déduire que la somme minimale de 137 parmi tous les chemins reliant le coin haut gauche au
g
coin bas (11"()113, est égale a 20.

» C’est par définition le coefficient qui apparait tout en bas a droite de S, et si les calculs sont
corrects c’est bien 20.

7. (a) Compléter le programme suivant pour écrire une fonction matrice_sommes_minimales(A) qui
renvoie la matrice S des sommes minimales d’une matrice A passée en argument en utilisant les
relations de récurrence de la question 5.

def matrice_sommes_minimales(A):
n= ...
p -
S
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for i in range(...):
Sfi+1][o] = ...

for j in range(...):
S[ol[j+1] = ...

for i in range(...):
for j in range(...):

return S

» Le programme pré-écrit traduit presque directement les relations de récurrence. On n’hésite
pas a utiliser les résultats de la partie préliminaire : n et p représentent la taille de A, S est au
départ une matrice nulle. Les indices de listes et de matrices coincident car les matrices sont
indicées depuis le début a partir de 0 : pas de piege.

def matrice_sommes_minimales(A):

# nombre de lignes de A
n = len(A)
# nombre de colonnes
p = len(A[0])
# matrice nulle de méme taille que A
S = [[0 for j in range(p)] for i in range(n)]
# relation (i)
Sfol[o]l = Afo][0]
# relation (ii)
for i in range(n-1):

S[i+11[0] = s[il[0] + A[i+1][0]
# relation (iii)
for j in range(p-1):

sfo] [j+1] = s[0][j] + A[0][j+1]
# relation (iv)
for i in range(n-1):

for j in range(p-1):

if S[i+1]1[j] < S[i][j+1]:
S[i+11[j+1] = S[i+11[j] + A[i+1][j+1]
else:
S[i+11[j+1] = S[il[j+1] + ALi+1][j+1]

return S

Admirez d’ailleurs comme, méme si on ne comprenait pas ces manipulations d’indices i, j, le
programme traduit directement les relations de récurrence. .. Tout le jeu dans ce type d’algorithme
est d’écrire proprement les relations de récurrence !

(b) En déduire une fonction somme_minimale(A) qui renvoie la somme minimale des chemins de A.
» Il suffit d’appeler la fonction précédente, et de renvoyer son coefficient en bas a droite !
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def somme_minimale(A):

n = len(A)
p = len(A[0])
S = matrice_sommes_minimales(A)

return S[n-1] [p-1]

3. Calcul sur les chemins

Un chemin dans une matrice sera représenté tout simplement par une liste de tuples (i, j) représentant
la suite de coefficients par lesquels passe le chemin. Dans notre exemple initial (x), les chemins sont
représentés respectivement par

— [0, 0), (0, D), (1, D, (2, 1), (2, 2)]
— [0, O, (1, 0), (2, 0), (2, 1), (2, 2)]
— [0, 0), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 2)]

8. La fonction suivante contient une ou plusieurs erreurs. Le but est qu’elle renvoie True si la liste
de tuples (supposée non-vide) passée en argument représente bien un chemin partant du coin haut
gauche et constitué de coeflicients adjacents, et False sinon. Recopier et corriger la fonction :

def est_chemin(L):
# si L[0] n’est pas le coin haut gauche, c’est faux
(i, j) = LI[0]
if i '= 0 and j != O:
return False
# puis il faut tester si les coefficients sont adjacents
for k in range(len(L)):
(i, j) = L[k]
(i2, j2) = L[k+1]
# teste si le coeffcient suivant est a droite ou en dessous
if (12 == i and j2 == j+1) or (i2 == i+l and j2 == j):
return True
else:
return False

» La fonction contient les erreurs suivantes :

— Au début on veut tester si le coefficient (i, j) est ou pas celui en haut a gauche, c’est a dire (0, 0).
Mais cela signifie © = 0 et 7 = 0, dont la négation est i # 0 ou j # 0. En Python il faut donc
écrire if i '= 0 or j != 0. Le reste de la logique est correct pour cette partie.

— On veut comparer les indices L[k] et L[k+1]. La borne du range n’est alors pas correcte car
quand k sera le dernier indice possible alors d’indice k+1 sera hors de la liste, il faut écrire
for k in range(len(L)-1)

— Enfin sans cesse la méme erreur : le test permet bien de savoir si le coefficient suivant est bien a
droite ou en dessous, mais si cela est vrai, alors a cause du return la fonction s’arréte. Or on
veut poursuivre la boucle, pour tester tous les coefficients du chemin. Il faut donc « penser a
I’envers » et arréter la boucle quand cette condition n’est pas réalisée, sinon renvoyer True a
la fin et hors de la boucle. Le plus simple pour tester la condition contraire est d’utiliser not.
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def est_chemin(L):
(i, j) = L[0]
if 1 '=0or j != 0:
return False
for k in range(len(L)-1):
(i, j) = L[k]
(i2, j2) = L[k+1]
if not((i2 == i and j2 == j+1) or (i2 == i+l and j2 == j)):
return False
return True

9. Ecrire une fonction somme_chemin(A, L) qui prend en argument une matrice A et un chemin L et

qui renvoie la somme des coefficients de A le long du chemin donné.

» On s’inspire de la boucle de la question précédente pour obtenir les coefficients (i, j) sur le
chemin. Puis il s’agit d’un programme qui calcule tout simplement la somme (comme d’habitude!)
des A[i] [j], il faut donc introduire une variable s qui accumule les sommes.

def somme_chemin(A, L):
s =0
for k in range(len(L)):
(i, j) = LIK]
s = s + A[i]1[j]
return s

Remarque : Plus dans 'esprit du programmeur Python, on pourra itérer directement sur L avec la
syntaxe for (i, j) in L.

4. Recherche du chemin

La méthode présentée permet de calculer la somme minimale des chemins joignant le coin haut gauche
au coin bas droit, mais elle ne dit pas quel chemin donne ce minimum. Il pourrait d’ailleurs y en avoir
plusieurs.

Pour trouver un chemin donnant une somme minimale, dans une matrice A donnée, on s’y prend de la
facon suivante :

— On calcule la matrice S des sommes minimales,

— On démarre au coin bas droit de A. On note i et j les numéros de ligne et de colonnes actuels. Tant

qu’on n’est pas remonté jusqu’au coin haut gauche alors :
— Si on se trouve sur la premiére colonne, on remonte d’une ligne.

— Sis;_1; < 8ij-1, ¢’est que la somme minimale s;_; ; pour relier le coin haut gauche au coefficient
a;—1; est inférieure a celle pour relier le coin haut gauche au coefficient a; ;_; ; autrement dit,
pour arriver & a; ; le chemin de somme minimal provient du coefficient d’au-dessus. On remonte
alors d’une ligne.

Dans tous les autres cas, on remonte d’une colonne.

(a) Implémenter cet algorithme en écrivant une fonction remonter_chemin(A) qui prend en argument

une matrice A et qui renvoie la liste des tuples qui donnent les coefficients parcourus par cet
algorithme, partant du coin bas droit et remontant jusqu’au coin haut gauche.
» On utilise une boucle while pour implémenter ceci : on a besoin de deux variables i, j et tant
que (7,7) # (0,0) on continue la boucle. On a aussi besoin de déclarer une liste L qui accumule
les coefficients visités : dans la boucle on fera L.append((i, j)) (il y a deux parenthéses car
c’est la méthode append, qui prend en argument le tuples (i, j)I.
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def remonter_chemin(A):

n = len(A)

p = len(A[0])

S = matrice_sommes_minimales(A)
L =[]

i=n-1

j=p-1

while i '= 0 or j !'= O:
L.append((i, j))
# premiére colonne : remonter
if § ==
i=1i-1
# suivre 1’algorithme
elif S[i-1]1[j] < S[il[j-11:
i=1i-1
else:
j=Jj-1
return L
(b) En déduire une fonction chemin(A) qui renvoie un chemin de somme minimale dans A, rangé
dans 'ordre depuis le coin haut gauche jusqu’au coin bas droit.
» Il suffit d’utiliser la fonction miroir du tout début du sujet! Et un détail : éventuellement

dans la fonction précédente il manque le coefficient (0,0), qu’on peut rajouter manuellement en
fin de boucle.

def chemin(A):
L = remonter_chemin(A)
L.append((0, 0))
return miroir(L)

592
11. En appliquant ce procédé sur I'exemple 6 avec B = | 8 7 1 |, donner un chemin de somme minimal
253
pour B.
» Ecrivons cote a cote
592 5 14 16
B=1|871 S=11320 17
253 15 20 20

On part du coefficient (2,2) (bas droite). L’algorithme nous dit qu’il faut remonter d’une ligne, car il
faut une somme de seulement 17 pour arriver par au-dessus alors qu’il faut déja 20 pour arriver a
droite. .. donc le chemin termine ainsi :

253

La encore, partant de ce coefficient (1,2), il faut une somme de 20 pour arriver par la gauche, et de
seulement 16 pour arriver par au-dessus, c¢’est donc que le chemin provient d’au-dessus :

59 2

DO oo
ot -~
R —
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Arrivé ici on n’a plus le choix, le chemin provient de la gauche en étant horizontal.

59— 2
1
8 7 1
d
2 5 3
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DS n°7 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice (Raisonnement)
Le but de cet exercice est de montrer que e ¢ Q si r € Q*, et en particulier que la constante e est
irrationnelle. Pour cela, on considére pour tout entier n € N la fonction suivante :

fniz— % (x2 — tZ)n eldt.

—X

1. Soit x > 0.
(a) En minorant et majorant la quantité (x? — ¢?)" pour ¢ € [—x, 2], montrer que pour tout n € N :

2n
0< fulz) < xn_' (ex — e‘x) )

(b) En déduire que la suite (f,,(x))nen converge et préciser sa limite.
(c) Qu’en est-il pour z < 0?7 Et pour x =07
2. Soit x € R. Calculer fy(x) et fi(z).
3. On fixe n € N et 2 € R dans cette question. A I'aide d’intégrations par parties, montrer que :

fn+2(l’) = ﬁ /_zt (:[;2 — tQ)nJrl etdt = —2(2n + 3)fn+1(l') + 41‘2]@”(1‘)

Pour chaque x € R, on définit par récurrence deux suites (P, (2))nen €t (Qn(z))nen de la fagon suivante :

Py(x) =1 Py(x) =2z — 2 Poio(x) = =2(2n + 3)Pyia(z) + 422 P, ()
{ Qo(z) = —1"~ { Qua)=20+2 ¢ TMEN { Qnra2(7) = =220 + 3)Qu41 () + 42°Qy ().

4. Montrer pour tout n € N que P, et (),, sont des polynomes de degré n dont les coefficients appartiennent
aZetque: f,(r) = P,(v)e” + Qun(z)e™™ pour tout x € R.

5. [Info.] Ecrire chaque fonction demandée en Python. On pourra appeler les fonctions des questions
précédentes méme si elles n'ont pas été écrites. On représentera un polynéme par la liste de ses
coefficients. Par exemples, le polynéome = — 322 — 1 est représenté par la liste [-1,0,3] et la liste
[2,-1,0,1] représente le polynome x — 3 — x + 2.

(a) Ecrire une fonction multiplication(a,L) qui prend en arguments un réel a et une liste
représentant un polyndéme R : z — R(x), puis qui renvoie la liste représentant x — aR(x).

(b) Ecrire une fonction somme (L1,L2) qui prend en arguments deux listes (pas nécessairement de
méme longueur) représentant deux polynémes Ry : x — Ry(z) et Ry : x — Ra(x), puis qui
renvoie la liste représentant z — Ry (z) + Ra(z).

(¢) Ecrire une fonction produit(L1,L2) qui prend en arguments deux listes représentant deux
polynémes, puis qui renvoie la liste représentant le produit de ces deux polyndémes.

(d) Ecrire deux fonctions calculeP(n) et calculeQ(n) qui prend en argument I'entier n € N, puis
qui renvoie les listes représentant les polynomes P, et (), respectivement.

6. Dans cette question, on fixe p € N* et on suppose qu'’il existe (a,b) € (N*)? tels que e? = a/b.

(a) D’aprés les résultats précédents, montrer que abf,(p) = 1 pour tout n € N.

(b) En déduire que e? ¢ Q si p € N*.

7. (a) En vous inspirant des raisonnements précédents, montrer que ¢” ¢ Q si r € Q*. Indication :

commencer par le cas ot r = o/ € Q% et montrer que ab3" f,,(r) > 1 pour tout n € N.

(b) Que peut-on en déduire pour In(r) sir € Qf \ {1}7?

r
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Probléme (Modélisation)

Le climat des régions tempérées est caractérisé par une alternance de périodes de beau temps et de mauvais

temps, entrecoupées par des périodes plus bréves et plus extrémes de froid intense ou de forte chaleur.
Ce probléme propose d’étudier un modéle (trés) simplifié de ce type de climat comportant quatre

états : gel (noté G), pluie (noté P), soleil (noté S) et canicule (noté C'). On suppose que ces états évoluent

quotidiennement selon les régles suivantes :

— ¢'il géle un jour, alors, le lendemain, ou bien il continue de geler avec probabilité 1/7 ou bien il pleut
avec probabilité 6/7;
— ¢'il pleut un jour, alors, le lendemain, ou bien il géle avec probabilité 1/7, ou bien il continue de
pleuvoir avec probabilité 3/7, ou bien le soleil succéde a la pluie avec probabilité 3/7;
— ¢'il fait soleil un jour, alors, le lendemain, ou bien le temps se dégrade a la pluie avec probabilité 3/7,
ou bien il reste ensoleillé avec probabilité 3/7, ou bien il devient caniculaire avec probabilité 1/7;
— si un jour est caniculaire, alors, le lendemain, ou bien le temps redevient simplement ensoleillé avec
probabilité 6/7, ou bien il reste caniculaire avec probabilité 1/7.
Pour tout entier n € N, on note G,, (respectivement P,, S, et C,,) '’événement «il géle (respectivement il
pleut, il fait soleil, ¢’est caniculaire) le jour n», et g, = P(G,,) (respectivement p,, = P(P,), s, = P(S,,) et
¢, = P(C,,)) sa probabilité. On suppose qu’il fait soleil au jour initial n = 0, ainsi sp = 1 et go = pp = ¢ = 0.
1. [Info.] Ecrire chaque fonction demandée en Python. On pourra appeler les fonctions des questions
précédentes méme si elles n'ont pas été écrites. Pour rappel, l'instruction random.randint (a,b) de
la bibliothéque random renvoie un entier aléatoire compris entre a inclus et b inclus.

(a) Ecrire une fonction lendemain(etat) qui prend en argument 1’6tat d'un jour sous la forme d’un
caractére G’, >P?, ’S? ou ’C’, qui choisit un entier aléatoire entre 1 et 7, puis qui renvoie 1’état
du lendemain sous la méme forme. Indication : utiliser plusieurs instructions if.

(b) Ecrire une fonction simulation(n) qui prend en argument Uentier n € N, qui simule le modéle
jusqu’au jour n en partant de I’état initial etat=’S’, puis qui renvoie I’état du jour n.

(c) Ecrire une fonction frequences(n,nbSimul) qui prend en argument deux entiers, qui simule
le modeéle nbSimul fois, puis qui renvoie la liste F=[F[0] ,F[1],F[2],F[3]] des fréquences
d’apparition des événements G,,, P,, S, et C,, parmi ces simulations. Par exemple, F[2] est égal
au rapport du nombre de fois ot du soleil est observé le jour n par le nombre de simulations.

2. Calculer g1, p1, s1 et c;.
3. On fixe n € N dans cette question.
(a) Que peut-on dire des événements G,,, P,, S, et C, 7

)
(b) Justifier que 7¢,4+1 = gn + P, en citant précisément la formule utilisée.
(c) Déterminer des expressions similaires pour 7p,.1 et 7s,.1 en fonction de g,, pn, Sn €t ¢,.
)

(d) Déduire des résultats précédents que 7X,,,1 = AX,, +Y ou :

n 1 1 0 0
Xn = Pn € %371@&), A = 6 3 3 € «%3(1&) et Y = 0 € %&1(1&).
Sn —6 -3 =3 ] 6
n 1
4. Montrer que : Vn € N, X,, = ($A4)" (Xo— 2)+ Z, o0 Z = 1 6 | € 45:(R).
111 6
5. On considére la matrice P = | =3 —1 2 | € .#5(R).
3 —1 -2

(a) Montrer que P est inversible et calculer P~1.

(b) Calculer D = P71 AP et vérifier que le résultat est une matrice diagonale dont les coefficients
diagonaux appartiennent a | — 7, 7].

Pour tout n € N, exprimer A" en fonction de P, P~1 et D",

En déduire que chaque coefficient de la matrice (%A)n tend vers 0 quand n — +o0.

Déduire des résultats précédents les limites des suites (gn)nen, (Pn)nens (Sn)nen €t (¢n)nen-

—~
(@)

=2
o~

SRS
~— Y ~— ~—

Interpréter ces résultats.
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Corrigé du DS n°7 de mathématiques
et d’informatique

Exercice (Raisonnement)
Le but de cet exercice est de montrer que ¢ ¢ Q sir € Q*, et en particulier que la constante e est
wrationnelle. Pour cela, on considére pour tout entier n € N la fonction suivante :

1 x
fonix— —

ol (51:2 — t2)n etdt.

xT

1. Soit x > 0.

(a) En minorant et majorant la quantité (z*> — t*)" pour t € [—x, z], montrer que pour tout n € N :

2n

0< fulz) < % (ex — e’“’”) )

» Soient t € [—x,z] et n € N. On a :

z?  d’aprés la fonction usuelle y — y?

<
donc —2? < —t? <0 en multipliant par —1

~X
done 0<22—2<2? en ajoutant x>

donc |0 (x2 — t2)n < 2%"| par croissance de la fonction usuelle y — 3"

<
donc 0 < (1:2 — tQ)n et < x¥e! en multipliant par e > 0.

Puisque z > 0, on a —z < z. Par conséquent, on peut utiliser la monotonie de 'intégrale :

/ 0dt < / (332 — t2)n eldt < / 2?retde .
—x —x —x

=0 [ 2n t}ix

= |T €

N’oubliez pas de vérifier l'ordre des bornes de ['intégrale avant d’utiliser la
monotonie. Il est nécessaire que les bornes soient dans le bon sens.

En divisant par n!, on en déduit que :

x 2n
0<% ) (xz—t2)netdt< :(;L—!(e"”—e’”‘").

x
J/

— ()

De plus, si f,,(z) = 0 alors la fonction positive et continue ¢ — (22 — t2)" e serait constante égale
a 0 par stricte positivité de l'intégrale, ce qui est absurde (par exemple pour ¢ = 0). Finalement,
on en déduit bien que :

2n

0 < fulz) < % (" —e™ )|

BCPST1A lycée Hoche 2022-2023 98 sur 125 Sébastien Godillon



(b) En déduire que la suite (f,(x))nen converge et préciser sa limite.
» On sait que 22" = 0, (n!) d’aprés le théoréme des croissances comparées, donc :

m2n
. T —x\ __
T (e =) =0

D’aprés le résultat de la question précédente et le théoréme de limite par encadrement, on en

déduit que | (fn(2))nen converge vers 0|.

(c) Qu’en est-il pour x < 0?2 Et pour x =07
» Pour x < 0, on a —z > x donc on ne peut plus utiliser la monotonie de I'intégrale comme a la
question 1(a). Par contre, on a en échangeant les bornes :

—T 2n
0< % ’ (x2 - t2)n etdt < % (e_z — ex) )
——Ju(@)
Par conséquent :
2n
xn—! (e”‘" — e’x) < fo(x) < 0]

On peut ausst remarquer que f, est impaire car :

1 o n
Ve eR, fo(—z) = / ((—z)* —¢*)" e'dt

ol
—1 ‘ 2 2\ ¢t
=7 (% = )" e'dt = — f, ().

Par conséquent, on a d’aprés le résultat de la question 1(a) :

A2n
Ve <0, 0< fo(—2x) < - (e7" —€")
—— !
=—fn(2)

et on retrouve le méme résultat en multipliant ces inégalités par —1.

En raisonnant comme a la question 1(b), on en déduit que | (f,(z))nen converge aussi vers 0 |.

Pour z =0, 0on a:

nm%—l/Wﬁ—#raaza
0

ol

Donc | (f,(0))nen converge aussi vers 0| puisque cette suite est constante égale a 0.

2. Soit x € R. Calculer fo(x) et fi(x).
» Onapourn=20:

1 x €T -
fo(x) = ol / (2* — t2)0 eldt = / eldt = [e']T =|e"—e™"|
\:’:‘l_/ —X —/_:1 —X
Et pour n =1
1 X X T
fi(z) = F/ (z* — tQ)l eldt = x2/ eldt —/ t?e'dt par linéarité.

cJ—z —x —x

=fo(z)
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On pose u:t+t2et v :t+el, donc v :t+ 2t et v :t > el. Puisque les fonctions usuelles u et v
sont de classe € sur R, on peut utiliser une intégration par parties (IPP) :

/ treldt = / u(t)' (t)dt

= [u(t)v(t)}iC —/ o' (t)v(t)dt  d’apres la formule d'TPP

= [tZet]: —/ 2te'dt

=2%e" — (—x)%e " — 2/ te'dt

2 (e" —e™) —2( [tet}a_:x - / etdt> a l'aide d’une deuxieme IPP

————
=fo(z) \“O’:/
=2’ fo(x) — 2 (ze® — (—x)e™™ — (" —e ™)) car fo(z)=€"—€ "

= 2% fo(z) — 2(x — 1)e* — 2(x + 1)e™®

En réinjectant dans I'expression de fi(x), on obtient :

fi(@) = 2% fo(x) — 2% fo(x) + 2(x — 1)e” + 2(z + 1)e™™ = | (2x — 2)e" + (22 + 2)e™™

3. On fite n € N et © € R dans cette question. A Uaide d’intégrations par parties, montrer que :

fara(z) = % / () et = —2(2n 4 3) fa (2) + 422 o ().

» On a:

1 T2 w2
nio(T) = ——— e —t e’ dt.
f +2( ) (n + 2)! /_m ( ) \l,./(t)
u(t) =v
Puisque la fonction u : ¢t — (22 — t2)n+2 est de classe ¢! sur R comme fonction polynomiale et que la

fonction v : ¢+ e! est aussi de classe € sur R comme fonction usuelle, on peut utiliser une IPP :

o) = Gy (W AP R R t?)"*iédt)

=u(t) - u,‘&) =v(t)

1 n n X n
- (n+2)! ( (Iz - x2) e~ (xZ - <_$)2) e +2(n + 2)/ t (IQ — t2) i etdt>
n o\ S——— Q ~— , .
=0 -0
2 2 z " . '
- (nn++2)!) /_ t(a® —1%) etdt  par linéarité
2 ‘ n+1

n+1 . .
2 — %) est aussi de classe €' sur R comme fonction

De méme, puisque la fonction u : ¢t +— t(z
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polynomiale, on peut utiliser une deuxiéme IPP :

e e
~—_———

—T

fota(z) . o o
n+2\T) = 77— v n n
" (n+1H [ - y <1><(a:2—t2) +1+t><—2(n+1)t(a:2—zf2)) el dt
~ ~~ =0
! (t)
2 Y 2\l ¢ Y a2 2\t
n : —x —x
= -2 _ ’ (:172 — t2)n+1 e'dt +i ’ t2 (x2 — t2)n e'dt par linéarité
(n+1)!J_, n!J_, '
—frni(@)

D’autre part, on a :

—2(2n + 3) fos1(2) + 427 fu ()
= - 2fn+1(x) - 2(2n + 2)fn+1(x) + 4$2fn($)
- 2fn+1(x) +4 (_(n + 1)fn+1 :E) + $2fn($)>
= = 2fua(2) + 4(% / (@) = 3
———

=1/n!

(x2 — t2)n etdt>
= —2fp1(z) + %/ <— (:1:’2 — tz)nH + 22 (:1:2 — tZ)n) dt par linéarité

= —2pale)+ 3 [ (=R ) @ -2 ar

Finalement, on a bien montré que :

fn+2<5(]) = —2fn+1<5(7) + % /m t2 ([E2 — t2)n dt = —2(27’L + 3)fn+1<5(7) + 4]}2fn<x) .

Pour chaque x € R, on définit par récurrence deux suites (P, (z))nen €t (Qn(2))nen de la fagon suivante :

Py(z) =1 P (x) =2z —2 P, io(x) = —=2(2n + 3) Py () + 422 P, (z)
{Qo(fﬂ) =-1’ { Qua)=20+2  EN {sz(m) = —2(2n + 3)@:“(90) +422Qn ().

4. Montrer pour toutn € N que P, et (Q,, sont des polynomes de degré n dont les coefficients appartiennent
aZ et que : fo(x) = Py(x)e” + Qn(x)e™™ pour tout x € R.
» On raisonne par récurrence double.
Initialisation. Pour n =0, Py : z — 1 et Qo : * — —1 sont bien des polynémes de degré 0 dont les
coefficients appartiennent a Z. De plus, on a d’aprés le résultat de la question 2 :

Ve e R, folz)=e"—e* = Py(x)+ Qo).

Donc le résultat est vrai pour n = 0. De méme pour n =1, P, : x — 20 — 2 et Q1 : x — 22 + 2 sont
bien des polynomes de degré 1 dont les coefficients appartiennent a Z, et :

VeeR, fi(zx)=2zx—2)e"+ 2x+2)e® =P (z)+ Q1(x).

Donc le résultat est aussi vrai pour n = 1.
Hérédité. On fixe n € N et on suppose que le résultat est vrai aux rangs n et n + 1. Donc on sait que
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P, est un polyndéme de degré n a coeflicients entiers, et que P, ;1 est un polynéme de degré n + 1 a
coefficients entiers. Or on a :

Poio(1) = —2(2n + 3) Py (7)) + 422 P, (z) .
——

/

~
degré n + 1 degré 2+ n

On en déduit que P, ;2 est bien un polynéme (comme somme et produits de polynémes) dont les
coefficients appartiennent a Z (par somme et produits de coefficients entiers) dont le degré est égal a
max(n + 1,2 4+ n) = n+ 2. On raisonne de méme pour prouver que @), o est bien un polynéme de
degré n + 2 dont les coefficients appartiennent a Z. De plus, on a :

Vo €R,  foio(x) = —2(2n + 3) fri1(z) + 422 f,(2)

d’apreés le résultat de la question précédente

= —2(2n + 3) (Pog1(2)e” + Qui1(x)e™™) + 427 (Py(z)e” + Qu(x)e™™)
d’apreés les hypothéses de récurrence

= (=2@2n +3)Pyy1(z) + 42°Py(2)) € + (—2(2n + 3)Qui1 (x) + 42°Qy(2)) e *
en développant et regroupant les expressions

= Poio(z)e” + Qnia(z)e™
par définition des suites (P, (2))nen €t (Qn(2))nen-

Ainsi, on a bien montré que le résultat est vrai au rang n + 2 dés qu’il est vrai aux rangs n et n + 1.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence double, on en déduit que, ‘pour tout n € N, P, et Qn‘

sont des polyndémes de degré n dont les coefficients appartiennent a Z et que : ‘

Ve e R, fu(x)=P,(z)e® + Qn(x)e |

5. [Info.] Ecrire chaque fonction demandée en Python. On pourra appeler les fonctions des questions
précédentes méme si elles n'ont pas €été écrites. On représentera un polyndome par la liste de ses
coefficients. Par exemples, le polynome x + 322 — 1 est représenté par la liste [-1,0,3] et la liste
[2,-1,0,1] représente le polynéome x +— x3 — x + 2.

(a) Ecrire une fonction multiplication(a,L) qui prend en arguments un réel a et une liste
représentant un polynéme R : x — R(x), puis qui renvoie la liste représentant x — aR(zx).
» Par exemple :

def multiplication(a,L):
deg=len(L)-1
al=[]
for k in range(deg+1):
aL.append (a*L[k])
return aL

(b) Ecrire une fonction somme (L1,L2) qui prend en arguments deux listes (pas nécessairement de
méme longueur) représentant deux polynoémes Ry : x — Ry(x) et Ry : © — Rao(x), puis qui
renvoie la liste représentant x — Ry(x) + Ro(x).

» Par exemple :
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def somme(L1,L2):
degl=len(L1)-1
deg2=len(L2)-1
deg=max (degl,deg?2)
L=[]
for k in range(deg+1):
if k>degl:
L.append(L2[k])
elif k>deg2:
L.append (L1 [k])
else:
L.append(L1[k]+L2[k])
return L

On peut aussi commencer par compléter la liste la moins longue (c’est-a-dire
correspondant au polynéme de plus petit degré) avec des 0 (c’est-a-dire des
coefficients nuls) pour obtenir des listes de méme longueur. Par exemple :

def somme(L1,L2):
degl=len(L1)-1
deg2=len(L2)-1
if degl<deg2:
for i in range(deg2-degl)]:
L1.append(0)
if deg2<degl:
for i in range(degl-deg2)]:
L2.append(0)
deg=max (degl,deg?2)
L=]
for k in range(deg+1):
L.append (L1 [k]+L2[k])
return L

(c) Ecrire une fonction produit (L1,L2) qui prend en arqguments deux listes représentant deus
polynomes, puis qui renvoie la liste représentant le produit de ces deux polynomes.

» Par exemple :

def produit(L1,L2):
degl=len(L1)-1
deg2=len(L2)-1
deg=degl+deg?2
L=[]
for k in range(deg+l):
S=0
for i in range(k+1):
if i<=degl and k-i<=deg2:
S=S+L1[i]*L2[k-i]
L.append(S)
return L

(d) Ecrire deuz fonctions calculeP(n) et calculeQ(n) qui prend en argument Uentier n € N, puis
qui renvoie les listes représentant les polynomes P, et ), respectivement.

» Par exemple :
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def calculeP(n): def calculeQ(n):
PO=[1] Qo=[-1]
P1=[-2,2] Q1=[2,2]
if n==0: if n==0:
return PO return QO
elif n==1: elif n==1:
return P1 return Q1
else: else:
for k in range(n-1): for k in range(n-1):
=-2% (2%k+3) a=-2*(2*k+3)
Li=multiplication(a,P1) Li=multiplication(a,Q1)
L2=produit ([0,0,4],P0) L2=produit([0,0,4],Q0)
P2=somme (L1,L2) Q2=somme (L1,L2)
PO=P1 Q0=Q1
P1=P2 Q1=Q2
return P2 return Q2

6. Dans cette question, on fire p € N* et on suppose qu’il existe (a,b) € (N*)? tels que e’ = a/b.
(a) D’apres les résultats précédents, montrer que abf,(p) = 1 pour tout n € N.
» Soit n € N. On a :

abf,(p) = ab (P,(p)e” + Qn(p)e®) d’apres le résultat de la question 4
b
= ab (Pn(p)% + Qn(p)—) car e’ =a/bet e’ =1/’ =b/a
a

= a’P,(p) + 0°Qn(p).

Puisque a, b et p sont des entiers et que les coefficients de P, et (),, appartiennent & Z d’aprés
le résultat de la question 4, on en déduit que abf,(p) est un entier. D’autre part, f,(p) > 0
d’aprés le résultat de la question 1(a) (p > 0 car p € N*) donc abf,,(p) >0 (a > 0 et b > 0 car
(a,b) € (N*)?). Ainsi, abf,(p) est un entier strictement positif. On en déduit bien que :

VneN, abf,(p) = 1|

(b) En déduire que e? ¢ Q sip € N*.
» On sait que lim,, 1 fn(p) = 0 d’aprés le résultat de la question 1(b). En passant a la limite
dans le résultat de la question précédente, on en déduit donc que :

0= lim abf,(p) > 1 ce quiest absurde.

n—+oo

Par l’absurde, on a montré qu’il n’existe pas (a,b) € (N*)? tels que e? = a/b, donc que .
7. (a) En vous inspirant des raisonnements précédents, montrer que ¢" ¢ Q si r € Q*. Indication :

commencer par le cas ot r = o/ € Q% et montrer que abB" f,(r) = 1 pour tout n € N.

» On raisonne par disjonction de cas.

1 cas : r > 0. Soit r = a/f € Q7 ou (a,) € (N*)?. Par Pabsurde, on suppose qu'il existe

(a,b) € (N*)? tels que " = a/b. En raisonnant comme a la question 6(a), on a :

Vn €N, abf,(r) = a*P,(r) + b*Q,(r) > 0.

Mais P,(r) et Q,(r) ne sont plus nécessairement des entiers puisque r € Q. Or on sait que P,
est un polynéme de degré n a coefficients entiers d’aprés le résultat de la question 4. Si on note
ses coefficients (ag, ai,...,a,) € Z" on a:

n

n n k

o 1

P,(r) = Z apr® = Z a (E) = 7 Z ara® B en mettant au méme dénominateur
k=0 k=0 k=0
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n

donc B"P,(r) = Z a,a®B" % € Z  comme somme et produits d’entiers.
k=0

On raisonne de méme pour prouver que 5"Q,(r) € Z. Ainsi, abB" f,,(r) est un entier strictement
positif. On en déduit que :

VneN, abf"f,(r) > 1|

On a lim, o, 8" = 400 dés que [ > 2, donc on obtient une forme indéterminée si on raisonne
comme & la question précédente. Mais on a d’aprés le résultat de la question 1(a) :
(Br3)"

—~
2n

0 < fB"fulr) < ﬁ"% (" —e™).

Puisque (87%)" = 0,100 (n!) d’aprés le théoréme des croissances comparées, on en déduit que
lim,, 400 " fu(r) = 0 d’aprés le théoréme de limite par encadrement. On peut reprendre le

raisonnement de la question précédente pour en déduire par I’absurde que .

2¢ cas : v < 0. Soit 7 = —a/B € Q* ou (o, B) € (N*)2. On raisonne comme dans le 1¢ cas pour
prouver que abf" f,(r) est un entier, mais cette fois il est strictement négatif d’apres le résultat
de la question 1(c). On en déduit que :

VneN, ab8"f,(r) < —1.
De plus, on a d’aprés le résultat de la question 1(c) :

(Br3)"

(er — e_r) < " fu(r) <O.

Donc on peut raisonner comme dans le 1°* cas pour prouver que lim,,_, . 8" f,(r) = 0 puis pour
Jr

conclure par I’absurde que .

Conclusion. Dans tous les cas, on a montré que

"¢ QsireQF
(b) Que peut-on en déduire pour In(r) sir e Q% \ {1} ?
» Soit r € Q% \ {1}. On suppose par I'absurde que In(r) € Q, donc que In(r) € Q* car r # 1.
D’aprés le résultat de la question précédente, on en déduit que r = ™™ ¢ Q ce qui est absurde.
Par conséquent, [In(r) ¢ Q sir e QF \ {1}].

Probléme (Modélisation)
Le climat des régions tempérées est caractérisé par une alternance de périodes de beau temps et de mauvais
temps, entrecoupées par des périodes plus bréves et plus extrémes de froid intense ou de forte chaleur.

Ce probleme propose d’étudier un modéle (trés) simplifié de ce type de climat comportant quatre états :
gel (noté G), pluie (noté P), soleil (noté S) et canicule (noté C'). On suppose que ces états évoluent
quotidiennement selon les régles suivantes :

— s’il géle un jour, alors, le lendemain, ou bien il continue de geler avec probabilité 1/7 ou bien il pleut
avec probabilité 6/7 ;

— sl pleut un jour, alors, le lendemain, ou bien il géle avec probabilité 1/7, ou bien il continue de
pleuvoir avec probabilité 3/7, ou bien le soleil succéde a la pluie avec probabilité 3/7 ;

— 8’il fait soleil un jour, alors, le lendemain, ou bien le temps se dégrade a la pluie avec probabilité 3/7,
ou bien il reste ensoleillé avec probabilité 3/7, ou bien il devient caniculaire avec probabilité 1/7 ;

— st un jour est caniculaire, alors, le lendemain, ou bien le temps redevient simplement ensoleillé avec
probabilité 6/7, ou bien il reste caniculaire avec probabilité 1/7.

Pour tout entier n € N, on note G,, (respectivement P,, S, et C, ) l’événement «il géle (respectivement il
pleut, il fait soleil, c’est caniculaire) le jour n», et g, = P(G,,) (respectivement p,, = P(P,), s, = P(S,) et
cn = P(C,,)) sa probabilité. On suppose qu’il fait soleil au jour initial n = 0, ainsi so = 1 et gy = py = co = 0.
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1. [Info.] Ecrire chaque fonction demandée en Python. On pourra appeler les fonctions des questions
précédentes méme si elles n'ont pas été écrites. Pour rappel, 'instruction random.randint (a,b) de
la bibliotheque random renvoie un entier aléatoire compris entre a inclus et b inclus.

(a) Ecrire une fonction lendemain(etat) qui prend en argument l’état d’un jour sous la forme
d’une chaine de caracteres >G?, >P?, ’S? ou ’C’, qui choisit un entier aléatoire entre 1 et 7, puis
qui renvoie ’état du lendemain sous la méme forme. Indication : utiliser plusieurs instructions
if.

» Par exemple :

import random
def lendemain(etat):
alea=random.randint(1,7)
if etat=="G’:
if alea==1:
return °’G’
else:
return °’P’
elif etat=="P’:
if alea==1:
return ’G’
elif alea<=4:
return °’P°
else:
return ’S’
elif etat==’S’:
if alea<=3:
return °’P°
elif alea<=6:
return ’S’
else:
return ’C’
else:
if alea<=6:
return ’S’
else:
return ’C’

(b) Ecrire une fonction simulation(n) qui prend en argument Uentier n € N, qui simule le modéle
Jgusqu’au jour n en partant de l’état initial etat="8’, puis qui renvoie [’état du jour n.
>

def simulation(n):
etat=’S’
for jour in range(n):
etat=lendemain(etat)
return etat

(c) Ecrire une fonction frequences(n,nbSimul) qui prend en argument deux entiers, qui simule
le modeéle nbSimul fois, puis qui renvoie la liste F=[F[0],F[1],F[2],F[3]] des fréquences
d’apparition des événements G, P,, S, et C,, parmi ces simulations. Par exemple, F[2] est
égal au rapport du nombre de fois ot du soleil est observé le jour n par le nombre de simulations.

>
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def frequences(n,nbSimul):
F=[0,0,0,0]
for simul in range(nbSimul):
etat=simulation(n)
if etat=="G’:
F[0]=F[0]+1
elif etat=="P’:
F[1]=F[1]+1
elif etat==’5":
F[2]=F[2]+1
else:
F[3]=F[3]+1
for i in range(4):
F[i]=F[i]/nbSimul
return F

On peut aussi incrémenter les fréquences directement par 1/nbSimul au lieu
de 1 afin de ne pas avoir besoin de diviser par nbSimul a la fin. Par exemple :

def frequences(n,nbSimul):
F=[0,0,0,0]
for simul in range(nbSimul):
etat=simulation(n)
if etat=="G’:
F[0]=F[0]+1/nbSimul
elif etat==’P’:
F[1]=F[1]+1/nbSimul
elif etat==’S’:
F[2]=F[2]+1/nbSimul
else:
F[3]=F[3]+1/nbSimul
return F

2. Calculer g1, p1, s1 et cy.
» D’aprés I'énoncé, puisqu’il fait soleil au jour initial n = 0, alors le lendemain, au jour n =1 :

— il n’est pas possible qu’il géle, donc ;

— il pleut avec probabilité |p; = 3/7|;

— il fait soleil avec probabilité |s; = 3/7|;

— c’est caniculaire avec probabilité |¢; = 1/7|.

3. On fixe n € N dans cette question.

(a) Que peut-on dire des événements G, P,, S, et C,, ?
» Les événements G,,, P,, S, et C,, sont deux & deux incompatibles car deux états ne peuvent pas
se produire le méme jour (selon ce modéle) et leur union forme I'univers car il n’existe que quatre

états possibles (selon ce modeéle). On en déduit qu" ils forment un systéme complet d’événements |.

(b) Justifier que Tgni1 = gn + P en citant précisément la formule utilisée.
» Puisque G,,, P,, S, et C,, forment un systéme complet d’événements d’apreés le résultat de la
question précédente, on peut appliquer la formule des probabilités totales :

P(Gr1) = P(G) Pe, (Grir) + P(Po) Pp, (Got1) + P(Sy) Ps, (Grar) + P(Cy) P, (Grs).
—_—— —— —— —— ——

=gn+1 =dgn =DPn =Sn =Cn
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Or on a d’aprés I’énoncé :

— ¢'il gele alors il gele le lendemain avec probabilité Pg, (Gpy1) = 1/7;

— ¢'il pleut alors il géle le lendemain avec probabilité Pp, (Gp11) = 1/7;

— ¢'il fait soleil alors il n’est pas possible qu'il géle le lendemain, donc Pg, (G,41) = 0;

— i c’est caniculaire alors il n’est pas possible qu’il géle le lendemain, donc P¢, (G,41) = 0.

En remplacant ces probabilités conditionnelles par leur valeur dans la formule des probabilités
totales, on obtient :

1 1
gn+1 = ?gn + ?pn + Osn + Ocn donc ‘ 7gn+1 = 0n + Pn ‘

(c) Déterminer des expressions similaires pour Tp,y1 et Ts,11 en fonction de g,, pn, Sn €t cy.

» On raisonne comme & la question précédente, en appliquant la formule des probabilités totales
et en déterminant les probabilités conditionnelles & I'aide de ’énoncé. On obtient :

P(Pn+1> = P(Gn) IEDGn (PnJrl) + ]P)(Pn) IP)Pn (PnJrl) + ]P(Sn) IEDS” (PnJrl) + ]P)(Cn> ]PCn (Pn+1>
— — T — Y e e YN

=Pn+1 =dgn :6/7 =DPn :3/7 =Sn :3/7 =Cn, =0

donc \7pn+1 = 69, + 3pn + 3sn\

et de méme :

P(Sn-i—l) - P<Gn) PGn(Sn—l—l) + P(Pn) PPn (Sn+1> + P(Sn) PSn (Sn—l-l) + P(Cn> ]:P)Cn (Sn—l-l)
—— e N e — e N ——

:Sn+l =9n =0 =Pn :3/7 =Sn :3/7 =Cn :6/7

donc ‘7sn+1 = 3p, + 3s, + 6¢, ‘

(d) Déduire des résultats précédents que TX, 11 = AX,, +Y ou :

n 1 1 0 0
Xn = Pn € %3}1(1&), A = 6 3 3 € %3(1&) et Y = O € «%371(R).
Sy, —6 -3 -3 6
» On a:
1 10 9n 0 9n + Pn
AX, +Y = 6 3 3 pn |+ 0] = 69y, + 3pn + 3sn
—6 -3 -3 Sy, 6 —69, — 3pp, — 35, +6

Or g, + pn = Tgns1 d’aprés le résultat de la question 3(b) et 6g,, + 3p, + 35, = Tpp1 d’apres le
résultat de la question précédente. D’autre part, on a :

75n+1 - ( - 6971 - 3pn - 3Sn + 6)
:(3pn + 3s,, + 60n) + 69, + 3p, + 3s, — 6 d’apres le résultat de la question précédente
:6gn+6pn—|—63n—|—60n—6:6(gn+pn+sn+cn) —6

A\ 7
s
=1

=6—6=0 car G,, P,, S, et C, forment un systéme complet d’événements.

Donc —6¢,, — 3p, — 3s, + 6 = 7s,,.1. Finalement, on a :

9n + Pn 7gn+1 In+1
AX, +Y = 64, + 3pn + 3s, = ps1 | =7\ P11 | = Xns1 ]
—69, — 3p, — 3s, +6 TCpi1 Cnil
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1
n 1
4. Montrer que : Vn e N, X, = (2A)" (Xo—2Z)+ Z, o0 Z = 7 6 | € 451(R).
6
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. Pour n =0, on a :

1 0
(?A> (Xo—2)+ 72 =Xo—Z+Z =X,
——

=13

Donc le résultat est vrai pour n = 0.
Heérédité. On suppose que le résultat est vrai pour n € N fixé. On a :

1
Xpg1 = = (AXn + Y) d’aprés le résultat de la question précédente
1 1 \"
== (A ((?A> (Xo—2) + Z) + Y) d’aprés I'hypothése de récurrence
1 n+1 1
= (?A) (Xo—2Z) + §(AZ+ Y).
Or :
1 1 0 1 0 7+0 1
AZ—l—Y:l— 6 3 3 61+10 =11 4240 =—|6]|=7%
—6 —3 -3 6 6 —42 4+ 84 6
Par conséquent :
1 n+1 1 1 n+1
Xpi1 = (?A> (Xo—2) + §(AZ +Y) = <§A) (Xo—2)+ Z.

Alinsi, on a bien montré que le résultat est vrai pour n + 1 dés qu’il est vrai pour n.
Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que :

1 n

1 1 1
5. On considere la matrice P = | =3 =1 2 | € #5(R).
3 —1 -2
(a) Montrer que P est inversible et calculer P!,
» On fixe (a,b,c) € R? et on résout le systéme linéaire suivant d’inconnues (z,y,2) € R? en
I’échelonnant a l’aide de la méthode du pivot de Gauss :

a 11 T a

x
Plyl=[0] < | -3-1 2 y | =10 L2 L2+ 3Ly
z 3 —1-2 z C L3<—L3—3L1
1 1 T a
— | 0 5 y|=1|0+3a
0 —4 -5 z c—3a /) L3+ Ls+ 2L,
11 x a
= | 0[2]5 y | = b+ 3a
0 0[5/ \*» c—3a+2b+6a
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On a un systéme linéaire de rang 3 maximal, donc il admet une unique solution. On en déduit
que | P est inversible |. De plus, I'unique solution est :

T a z=3(c—3a+2b+6a) = Za+ 2b+ 3¢
Ply|=|0b] &= {y=30b+3a—52)=7b—5¢
z x:a—y—z:ch—ﬁ)b—l—%c
x %a—i—liob—i—foc %% 13—0 a
— = =b—5c = 0_71_71 b
z 2a+2b+ ic 32 1
On en déduit que :
1 4 1 3
P—lzl—o 0-5-5
6

(b) Calculer D = P~YAP et vérifier que le résultat est une matrice diagonale dont les coefficients

diagonaux appartiennent a | — 7,7
» On a:
D =P AP
1 41 3 1 1 0
=10 0—-5-5 6 3 3 | P dapres le résultat de la question précédente
6 4 2 —6 -3 -3
1 -8 -2 —6 1 1 1 1 200 0 -200
=15 0 0 0 -3-1 2 | = m 00 | = 0 00
18 12 6 3 —1-2 0 030 0 03

On obtient bien ‘ une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux, qui sont égaux a —2, 0

et 3, appartiennent a | — 7, 7[|.

(¢) Pour tout n € N, exprimer A" en fonction de P, P~' et D".
» On raisonne par récurrence pour montrer que A” = PD"P~! pour tout n € N.

Initialisation. Pour n =0, on a :
A"=1; et PD'P'=PLP'=PP =1

Donc le résultat est vrai pour n = 0.
Hérédité. On suppose que le résultat est vrai pour n € N fixé. On a :

A" = A" A par propriété de la puissance
= PD"P7'A d’aprés '’hypothése de récurrence

= PD"P'AP P! car PP =14
=D
= PD"DP™' par associativité et d’aprés le résultat de la question précédente

= pPD"tipTt

Ainsi, on a bien montré que le résultat est vrai pour n + 1 dés qu’il est vrai pour n.
Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que :

VneN, A"=pprp-l|
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(d)

6. (a)

(b)

En déduire que chaque coefficient de la matrice (%A)n tend vers 0 quand n — 400.

» D’apres le résultat de la question précédente, on a :

1\ 1 1 1 _\"
A) =-A"=_PD"P'=P(-D) P
el <7 ) T (7 )
Or on a d’aprés le résultat de la question 5(b) :
L\ —200\\" (3)"0 0
Vn € N, <?D) =1z 000 = 0 0 O
003 0 0(2)"

Puisque les coefficients des matrices P et P~! sont des constantes, les coefficients de la matrice
(%A)n sont donc des sommes de (_Ti)n et de (%)n multiplinés par des constantes. Or _72 €]l —1,1]
et % €] _72) =0 et lim, (%) = 0. Par opérations usuelles sur les
1

chaque coefficient de la matrice (7A)n tend vers 0 quand n — +o0 |.

Déduire des résultats précédents les limites des suites (gn)nen, (Pn)nen, (Sn)nen €t (Cn)nen-
» On a d’aprés le résultat de la question 4 :

—1,1[, donc lim, 4 (

limites, on en déduit que

9n 1 \"
Sn

Puisque les coefficients de la matrice Xg — Z sont des constantes, on déduit du résultat de la

question précédente que chaque coefficient de la matrice (lA)n (Xo — Z) tend vers 0 quand

7
n — +00, et donc que les coefficients de X, tendent vers ceux de Z quand n — +o00. Ainsi :
([ . 1 . 3
lim ¢, = —| lim p, ==
In 1 1 n—+00 14 n—-+00 7
lm [p, | = lim X,=Z2=—16 donc
n—-+oo n—-+oo 14

Sn 6 ) 3

et lim s, ==

L n—-+o0o 7

D’autre part, on sait que ¢, + p, + S, + ¢, = 1 pour tout n € N car G,,, P,, S, et C, forment
un systéme complet d’événements. Par conséquent :
3 14-1-6-6 1

donc lim ¢,
14 n——+0oo

lim 1—g,—pn—5, =1 A

n—-+o0o

lim ¢,
n—+oo

Interpréter ces résultats.

» Selon le modéle proposé dans I’énoncé, ’état d’un jour éloigné du jour initial (c’est-a-dire
lorsque le climat est bien installé) est d’aprés le résultat de la question précédente : du gel avec
probabilité d’environ 1/14, de la pluie avec probabilité d’environ 3/7, du soleil avec probabilité
d’environ 3/7 ou bien une canicule avec probabilité d’environ 1/14. Ces résultats sont cohérents
avec un climat tempéré, méme si le modeéle est trés simplifié. Par exemple il ne prend pas en
compte les jours de neige, ou les changements de temps durant la méme journée.

Rapporté a une année d’environ 364 jours, on obtient environ 364/14 = 26
jours de gel, 364 x 3/7 = 156 jours de pluie, 364 x 3/7 = 156 jours de soleil et
364/14 = 26 jours de canicule.

On peut aussi vérifier ces probabilités avec la fonction frequences de la
question 1(c). Par exzemple, aprés 10000 simulations de l’état de la 100°
journée, on obtient :

>frequences (100,10000)

[0.0731, 0.4254, 0.435, 0.0665]
>frequences(100,10000)

[0.0716, 0.4271, 0.4273, 0.074]
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DS n°8 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1

On considére une urne contenant r boules rouges et j boules jaunes (aux couleurs chinoises!) indiscernables
au toucher. On pose n = r + j. On répéte les opérations suivantes : on tire au hasard une boule puis on
replace dans I'urne deux boules de la couleur obtenue.

On note Ry 'événement «la boule tirée lors du k-iéme tirage est rouge».

A l'issue du premier tirage, I'urne contient donc n + 1 boules et on note 71 le nombre d’entre elles qui
sont rouges. Ainsi, Pg, (r1 = r + 1) = Pg-(r; = r) = 1. Plus généralement, on note r; le nombre de boules
rouges présentes dans 'urne a l'issue du k-iéme tirage.

Simulation informatique

Ecrire chaque fonction demandée en Python. On pourra appeler les fonctions des questions précédentes
méme si elles n'ont pas été écrites. Pour rappel, I'instruction L.append(a) ajoute I’élément a a la fin de la
liste L, et 'instruction random.randint (a,b) de la bibliothéque random renvoie un entier aléatoire compris
entre a inclus et b inclus.

1. Ecrire une fonction modeliser_urne qui prend en arguments les entiers 7 et j, puis qui renvoie une
liste de n = r 4 j éléments, dont r sont égaux a la chaine de caractéres R’ et les j restants & *>J’.
Par exemple, modeliser_urne(4,2) peut renvoyer [°’R’>,’R’>,’R’>,’R?,2J?,°J°].

2. Ecrire une fonction simuler_tirage qui prend en argument une liste L modélisant I'urne, qui choisit
au hasard un élément de L, puis qui ajoute un élément identique a la fin de L avant de la renvoyer.
Par exemple, simuler_tirage([’R’,’R’,?J’]) peut renvoyer [’R’>,’R?,?J’,’R’] si I'un des deux
premiers éléments a été choisi, ou bien [’R’,’R?,?J’,”J?] sinon.

3. Ecrire une fonction compter_rouges qui prend en arguments les entiers 7 et j ainsi qu'un entier k,
qui simule k tirages, puis qui renvoie la valeur de ry.

4. Ecrire une fonction calculer_frequence qui prend en arguments les entiers r et j ainsi que des
entiers k£ et nbSimul, qui simule nbSimul fois l'expérience de k tirages, puis qui renvoie la fréquence
d’apparition de ’événement Ry.

Etude mathématique
5. Déterminer la probabilité des événements R, et Ry en fonction de r et n.
6. On fixe k € N* dans cette question.
(a) Que peut-on dire des événements (1, =71), (rg =r+1), (e =r+2), ..., (e =r+k)?

(b) Montrer que :
r+k

> iP(ry =) = (n+ k)P(Risa).
(c) Soit i € [r,r 4+ k]. Montrer que :

i(i+1)
(n+k)n+k+1)

P((ri = i) N Rys1 N Ryy2) = P(r, = 1)
et déterminer une expression similaire pour P ((mC =14) N Rgy1 N Rk+2).
(d) Déduire des résultats précédents une expression de P(Ry2) en fonction de P(Ry4q).

7. En déduire la valeur de P(Ry) en fonction de r et n pour tout k € N*.
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Exercice 2
On considére les ensembles suivants :

E = {(a:l,a:Q,xg,u) eR* ‘ —x14+ 29+ x3=0e€t 4x1—2x2+az4:0}
f?:V@¢@Z=(L&OJLEZZ(17;3xma§=(LL6faﬂ

et G={F+71|(2, T)eExF).
1. (a) Justifier que E est un sous-espace vectoriel de R*.
(b) Déterminer une base B de E. Quelle est la dimension de E?
2. Déterminer une base Br de F. Quelle est la dimension de F'7
3. On considére la famille de vecteurs .# formée des vecteurs de B et de AByr.
(a) La famille .# est-elle libre ou liée ?
(b) Montrer que G = Vect(F).
(c) Déterminer une base et la dimension de G.
)

(d) Déterminer une représentation cartésienne de G.

Exercice 3
Le but de cet exercice est de trouver les puissances p € [1,2[ telles que n? € N pour tout n € N.

1. Soient f:R* — R une fonction de classe €2 sur R* et (z, h) un couple de réels strictement positifs.

On pose :
gt HEED =)

(a) Montrer qu’il existe a €|x,x + h[ tel que :

gﬁw:fu+2M—2gx+m+f@)

(b) En déduire qu’il existe b €|z, z + 2h] tel que :

£(b) = f(:v+2h)—2}]:2(x—l—h)+f(x).

2. On fixe p € [1, 2] tel que n? € N pour tout n € N.

(a) A Daide du résultat de la question précédente, montrer que :

p(p—1)
n2-p

p(p—1)
(n +2)2r

Vn € N*, <(n+2)P=2(n+1)P +nP <

(b) Justifier qu'il existe N € N* tel que :
0 (N+2)P—=2(N+1)P+ NP < 1.

(c¢) En déduire la valeur de (N + 2)P? — 2(N + 1)? + NP, puis celle de p. Conclure.
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Corrigé du DS n° 8 de mathématiques
et d’informatique

Exercice 1

On considére une urne contenant v boules rouges et j boules jaunes (aux couleurs chinoises!) indiscernables
au toucher. On pose n =1 + j. On répéte les opérations suivantes : on tire au hasard une boule puis on
replace dans ['urne deux boules de la couleur obtenue.

On note Ry l’événement «la boule tirée lors du k-iéme tirage est rouge».

A lVissue du premier tirage, l'urne contient donc n + 1 boules et on note r1 le nombre d’entre elles qui
sont rouges. Ainsi, Pg, (11 =1 +1) = Pg (r1 =) = 1. Plus généralement, on note ry, le nombre de boules
rouges présentes dans l'urne a lissue du k-ieme tirage.

Simulation informatique

Ecrire chaque fonction demandée en Python. On pourra appeler les fonctions des questions précédentes
méme st elles n'ont pas été écrites. Pour rappel, linstruction L.append(a) ajoute l’élément a a la fin de la
liste L, et linstruction random.randint (a,b) de la bibliotheque random renvoie un entier aléatoire compris
entre a inclus et b inclus.

1. Ecrire une fonction modeliser_urne qui prend en arguments les entiers r et j, puis qui renvoie une
liste de n = r + j éléments, dont r sont égaux a la chaine de caractéres >R’ et les j restants a *J’.
Par exemple, modeliser_urne(4,2) peut renvoyer [’R’,’R’,’R’>,’R’>,%J?,°J’].

» Par exemple :

def modeliser_urne(r,j):
L=[]
for i in range(r):
L.append(’R’)
for i in range(j):
L.append(’J?)
return L

2. Ecrire une fonction simuler_tirage qui prend en arqument une liste L modélisant l'urne, qui choisit
au hasard un élément de L, puis qui ajoute un élément identique a la fin de L avant de la renvoyer.
Par ezemple, simuler_tirage([’R’>,’R?,2J’]) peut renvoyer [’R’,’R’,?J’,°R’] si l’'un des deux
premiers éléments a été choisi, ou bien [’R’,’R’>,2J?,%J°] sinon.

» Par exemple :

import random

def simuler_tirage(L):
n=len(L)
a=L[random.randint(0,n-1)]
L.append(a)
return L

3. Ecrire une fonction compter_rouges qui prend en arguments les entiers v et j ainsi qu’un entier k,
qui simule k tirages, puis qui renvoie la valeur de ry.

» Par exemple :
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def compter_rouges(r,j,k):
L=modeliser_urne(r,j)
for i in range(k):
simuler_tirage(L)
nb=0
for a in L:
if a==’R’:
nb=nb+1
return nb

4. Ecrire une fonction calculer_frequence qui prend en arguments les entiers r et j ainsi que des
entiers k et nbSimul, qui simule nbSimul fois l’expérience de k tirages, puis qui renvoie la fréquence
d’apparition de [’événement Ry.

» Par exemple :

def calculer_frequence(r,j,k,nbSimul):
nb=0
for i in range(nbSimul):
L=modeliser_urne(r, j)
for ii in range(k):
simuler_tirage(L)

n=len(L)
if L[n-1]=="R’:
nb=nb+1

return nb/nbSimul

Etude mathématique

5. Déterminer la probabilité des événements Ry et Ry en fonction de r et n.
» On peut modéliser chaque tirage par la probabilité uniforme sur I’ensemble des boules dans I'urne
car chaque boule est indiscernable au toucher et a ainsi la méme probabilité d’étre tirée. Pour le
premier tirage, on a donc :

nombre de boules rouges r

r
P(Ry) = = =|—1
() nombre total de boules dans I'urne  r 4 j n

r 4 2 rouges

Pour le deuxiéme tirage, on peut représenter les différents a ’aide d’un arbre de probabilités :
j jaunes
r + 1 rouges

/
/ J jaunes \
T rouges r + 1 rouges
J jaunes J + 1 jaunes
Rl r rouges
X\
7 rouges

J + 1 jaunes
j + 2 jaunes
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On en déduit que :

d’apres la formule des probabilités totales car Ry
et Ry forment un systéme complet d’événements

P(Ry) = P(Ri N Ry) + P(R; N Ry)

P(Rl)P Ry (Rg) + P(E) PE(RQ) d’aprés la formule des probabilités composées

1
S - X Tt -+ J - X : d’aprés la probabilité uniforme
r+j r+1+75 r+7 r+j5+1
r r r
= : — X (r+14j)=—=|—|
(r+7)(r+1+7) ( 7 r+j |n

6. On fire k € N* dans cette question.
(a) Que peut-on dire des événements (r, =71), (k. =r+1), (rp=r+2), ..., (rk=r+k)?
» Si on tire aucune boule rouge lors des k premiers tirages alors r, = r qui est la plus petite
valeur possible de r;. Inversement, si on tire seulement des boules rouges lors des k premiers
tirages alors r, = r + k qui est la plus grande valeur possible de ry. Ainsi, ry € [r,r + k] et donc
I'union des événements (ry =7), (rp =r+1), (re=7r+2), ..., (r, = r + k) est égale a 'univers.
De plus, ces événements sont deux a deux incompatibles (car 7 ne peut prendre deux valeurs

en méme temps). On en déduit qu’ils forment un ‘systéme complet d’événements ‘

(b) Montrer que :

r+k
> iP(ry = i) = (n+ k)P(Ris).

i=r
» On applique la formule des probabilités totales a I'aide du systéme complet d’événements
obtenu & la question précédente :

r+k

P(Riy1) = Z P(ry = )P —i(Ry11)-

i=r

On remarque que le nombre total de boules dans I'urne est une suite arithmétique de terme
initial n (avant le premier tirage) et de raison 1 (car on rajoute une boule dans I'urne a chaque
tirage). A I'issue du k-iéme tirage, I'urne contient donc n + k boules. Si i d’entre elles sont rouges,
on obtient d’aprés la probabilité uniforme :

7
n+k’

Prk=i<Rk+1) -

En reportant dans la formule des probabilités totales :

r+k

P(Ry11) = ZP(rk — i) x

r+k

1 1
= iP(ry =1 ar linéarité de la somme.
n+k n+k Z:: (re=17) » '

Finalement, on en déduit que :

r+k

Z iP(ry =1) = (n + k)P(Repr) |

(¢) Soiti € [r,r+ k]|. Montrer que :

i(i+1)
(n+k)(n+k+1)

P((?"k = Z) N Rk+1 N Rk+2) = P(Tk = Z)

et déterminer une expression similaire pour P ((rk =14) N Ry N Rk+2).
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» On a d’apres la formule des probabilités composées :
P((rx =4) N Rgg1 N Riyz) = P(ri = 9) X Pp—i(Ris1) X Prpmiynress (Ria2)-

Si l'urne contient ¢ boules rouges a l'issue du k-iéme tirage, on peut représenter les différents cas
des deux tirages suivants a l'aide d’un arbre de probabilités :

y
1+ 1 rouges

total :n+k+1

1 rouges t + 1 rouges
total : n + k total : n+ k4 2

\ Rk/’
Ry41 :

i rouges
total : n+k+1

%)

1+ 2 rouges
total : m+ k + 2

1 rouges
total : n+ &k + 2

D’aprés la probabilité uniforme, on en déduit que :

1 1+ 1
P =i (Rk+1) e et Pr=nnRr, (Rk+2) T Esl
En reportant dans la formule des probabilités composées :
i i+1 i(i+1)

P((?"k = 2) mRkJrl ﬂRk+2) = P(Tk = Z) X

ntk ntk+l (n+k)(n+k+1)

De méme, on a :

P((T’k — Z) N RkJrl N Rk+2) = P(Tk = Z) X Prk z(RkJrl) X P(rk =i)NRy41 (Rk+2)

n+k—1 7

(rs = 1) n+tk  ntk+1
iln+k—1) .
— P(r, =1)|.
(n+k)n+k+1) (re=19)

(d) Déduire des résultats précédents une expression de P(Ryi2) en fonction de P(Ryi1).
» Chaque événement (rp = i) peut étre partitionné en deux événements selon la couleur de la
boule tirée lors du (k + 1)-iéme tirage : (r, =) N Rgy1 et (1 = i) N Rgy1. On obtient ainsi un
nouveau systéme complet d’événements et on peut appliquer la formule des probabilités totales :
r+k r+k
P(Ris2) = > P((ri =) N Rpe1 N Riya) + Y P((rk = 4) N Rigr N Rig)
:«+2 Z :—l-k

B i(i+1) i(n+k—1) .
_g(n—i—k)(n—i—k—i—l +Z (n+k) n—l—k—i-l)P(rk_Z)

d’apres les résultats de la questlon précédente

r+k
1
T+ k)n+k+1) ZZ[H' 1+n+k—i|P(ry =1i) par lincarité
r4k -
= Tk Z iP(ry =1i) aprés simplification et par linéarité
n

1
= k(n + k)P(Riy1) =|P(Ryy1)| d’apres le résultat de la question 6(b).
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7. En déduire la valeur de P(Ry) en fonction de r et n pour tout k € N*.

» D’aprés le résultat de la question précédente, on peut montrer par récurrence que P(Ry) = P(Rs)
pour tout k > 2.

Attention a Uinitialisation : pour k = 1, le résultat de la question précédente donne
seulement que P(R3) = P(Ry), mais a priori pas que P(Ry) = P(Ry) (car k # 0
dans la question 6). Le fait que P(Ry) = P(Ry) est une conséquence du résultat
de la question 5, pas de ceux de la question 6. Soyez précis dans la justification
de vos résultats.

D’aprés le résultat de la question 5, on en déduit que :

Vk € N*, P(R;) = % .

Exercice 2
On considere les ensembles suivants :

E = {(I1,$27ZE3,I’4) e R* ‘ — 21+ a9 +23 =0 et 4a; —2x2+x4:0}

F = Veet (@ = (1,3,0,2),8 = (2,7,-3,6),@ = (1,1,6,~2))
— —=
et G={e+f|(¢, f)eExF}.
1. (a) Justifier que E est un sous-espace vectoriel de R*.

» Tout d’abord, on remarque que 6) =(0,0,0,0) € Ecar —0+040=0et 4x0—2x0+0=0.
Soient 7 = (x1, 0, 23,74) € E, Y = (y1,Y2,¥3,94) € Eet A\€R. On a:

T 4Ny = (1 + Ay1, T2 + Ay2, T3 + AYs, T4 + Ays).
De plus :
—(z1 + My1) + (22 + Ay2) + (23 + Ay3) = (=21 + 22+ 23) +A (=1 + y2 + y3)

. 4 (. 7

=0 =0
=0 Car76E8t7€E
et 4(])1 + /\yl) — 2(1]2 + )\yg) —+ (I4 + >\y4) = (4.T1 — 2I2 + CL’4) +/\ (4y1 — 2y2 + y4>1

N J N

=0 =0

=0 car?éEet?EE.

On en déduit que 7+ >\7 € E et donc que | E est un sous-espace vectoriel de R*|.

On peut aussi remarquer que E est 'intersection de deux hyperplans de R*
puisqu il est défini par deux équations cartésiennes. Or, d’apres le cours, tout
hyperplan est un sous-espace vectoriel et toute intersection de sous-espaces
vectoriels et un sous-espace vectoriel. D’ot le résultat.

(b) Déterminer une base B de E. Quelle est la dimension de E ¢
» On résout le systéme linéaire suivant a I'aide de la méthode du pivot de Gauss :

4o
{—ZL‘1+I‘2+£L‘3:0 — ( 1 10> i) :<O)
41‘1—2(E2+£If4:0 4 —-201 T3 0 LQ(—L2+4L1
Ty
T
— ( 1 10) 9 _(0>
0 [2]41) |z | \0)°
Ly
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On obtient un systéme linéaire homogeéne échelonné de rang 2 qui admet une infinité de solutions
qu’on peut exprimer a 'aide des inconnues auxiliaires x3 et x4 :

1 1
{xQ ~al ) = (x5, 24) € R%.

X1 = To+ T3 = —T3 — %334
Par conséquent :
E = {($1,.§C’2,$3,I’4) eR* | —x1+ 29+ 23 =0 et 4aq —2x2+x420}

= {(—373 - %174; —2x3 — %$4,5€379€4) ‘ (w3,24) € RZ}
= {xg(—l, —2, 1,0) + 374(—%, —%,0, 1) ‘ (]73,33‘4) S RQ}

= Vect< (—1,-2,1,0), (—%, —%, 0,1) ) par définition du sous-espace vectoriel engendré

~~

x(—1) x(—2)

= Vect ((17 2,-1,0),(1,1,0, —2)) par propriété du sous-espace vectoriel engendré.

Lorsque vous pouvez, choisissez les vecteurs les plus simples (avec le moins de
signes négatifs et le moins de fractions possibles) afin de faciliter vos calculs
futurs.

Ainsi, la famille (e = (1,2, —1,0), e3 = (1,1,0,—2)) est génératrice de E. De plus :

— =

rang(el, 62) = rang a l'aide des coordonnées dans la base canonique de R*

1 L2<—L2—2L1

— rang -1 0 L3(-L3+L1

— rang L3 < L3 + L2

-2
1
1
-2 L4 — L4 — 2L2
1
0
0

= rang

1

1, e_2>) est libre. Finalement, on a montré que :

®

On en déduit que la famille (

Pr = (e = (1,2,-1,0), = (1,1,0,—2)) est une base de F|et que |dim(E) = 2|

2. Déterminer une base By de F. Quelle est la dimension de F ¢
» Par définition, la famille (u—>1, u_>2, u_>3) est génératrice de F'. On a a 'aide des coordonnées dans la
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base canonique de R* :

2 1
rang(myu—>27773>):rang gjgé L2<_L2—3L1
2 6 =2/ Lat La—2I
2 1
_ 0 [1] -2
= rang 0 -3 Ls < Ly + 3L,
0 2 —4) Li¢ Ly—2Ly
]2 1
0 0 O

On en déduit que la famille (Ui, u_>2, 17%) n’est pas libre et n’est donc pas une base de F'. Le systéme
linéaire suivant admet donc une infinité de solutions :

12 1 A\ 0
1
0-3 6 ]\ 0
2 6 —2 s 0
121 \ 0
— 01 -2 )\1 10 a 'aide des mémes opérations
00 0 )\2 10 que 1’échelonnage précédent
00 0 ’ 0
)\2 = 2)\3
<— {)\1 S VS W S ,A3 € R.

En particulier, pour A3 = 1, on obtient la solution suivante :
—5u_>1+2u_>2+u_>3=6> donc u_>3:5171>—2u_>2.
Par conséquent :
F = Vect (u_>1, u_%, u_>3) = Vect (zﬂ) , u_%) par propriété du sous-espace vectoriel engendré.

Ainsi, la famille (U{, u_>2) est génératrice de F'. De plus, elle est libre car :

12 2
— 37 | 0 - a ’aide de toujours les mémes opérations
rang (i, uf) = rang o3|~ o0 |~ 2 que ’échelonnage précédent.
2 0 0

Finalement, on a montré que :

Br = (u_>1 =(1,3,0,2), us = (2,7, —3,6)) est une base de F'| et que |dim(F) = 2|.

3. On considére la famille de vecteurs .F formée des vecteurs de Br et de PBr.

(a) La famille F est-elle libre ou lie ?
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» On a a l'aide des coordonnées dans la base canonique de R* :
= =
rang(ﬂ) = rang(el, s, U, ub )

1] 11 2

2 1 37 | Ly Ly—2I4

TS 1 0 0-3 | Ly« Ly + Ly
0 —22 6
112
0 1 1—1] Lg<+ L3+ Lo
0 =22 6 ) Ly« Ly—2Ly
1 12

= rang 013 =3#4.
0 0 [2]2
0 0 00

On en déduit que ’1& famille .7 est hee\
(b) Montrer que G = Vect(.F).

» On raisonne par double inclusion.
1™ inclusion D. Puisque Vect(.Z) est le plus petit sous-espace vectoriel de R* contenant les
vecteurs de .Z, il suffit de montrer que G est un sous-espace vectoriel de R* Contengr)lt les
Vecﬁurs de .Z. Tout d’abord, puisque E et F sont des sous-espaces vectoriels de R*, ona 0 € F
et 0 € I, donc :

- = =
0=_0_+_0 ed.
€k er
— — — —
Soient?—kfGG,avec(?,f)GExF,?’—Ff’EG,avec(?’,f’)EExF,et)\ER.On
a:
I = TN = -, - car F et I sont des
(€+f)+)\(6 +f)—£e+vAeZ+(f+vAf) €G sous-espaces vectoriels de R?.
€E er

On en déduit que G est un sous-espace vectoriel de R*. De plus :

— —
d=e +. 0 €G, &= + 0. €G, u=_0+ u €GqG,
cE cF cE cF ck cF
- _ —
et us=_ 0 uy € G.
2=_U0 + us

€E EF

Donc G contient les vecteurs de .%. On a bien montré que Vect(,@ ) C G.
2¢ inclusion C. Il suffit de montrer que chaque vecteur de _G> peut s’écrire comme une combinaison
linéaire des vecteurs de .%. Soit € + T € G, avec (€, ') € E x F. Puisque %y, est une base

de E, on peut écrire @ comme combinaison linéaire des vecteurs de Br = e_f e—2> :
) p )
I, ) ER? € = A\jep + Aoes.

De méme, puisque B est une base de F', on peut écrire f comme combinaison linéaire des
vecteurs de X = (Ui, 175) :
s
2 — —
I(p1, p2) € R, £ = pul + pous.

Finalement :

%
T+ =Nel 4+ e +N1?71 +N2?72 € Vect(a,?a,u_i,@).

On a bien montré que G C Vect(.%).

Conclusion. Par double inclusion, on a bien montré que |G = Vect(.F) |.
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(c) Déterminer une base et la dimension de G.
» D’aprés le résultat de la question précédente, % est une famille génératrice de GG. Mais elle
n’est pas libre d’aprés le résultat de la question 3(a). En reprenant les calculs de la question

3(a), on a:
1 112 A1 0
— 2 137 A 0
MEr 4+ Noes + g + oy = 0 = 10 0-3 Mj =10
0 —22 6 115 0
1112 A1 0
ot a0
o022 m /|~ |o
0000 Lo 0
M1 = —p2
= A2 = pr + 3pe =29 2 €ER

En particulier, pour puso, on obtient la solution suivante :
—36_1>+26_2>—u_>1+u_>2=ﬁ donc  u} = 3e] — 2¢ + uj.
Par conséquent :
G= Vect(e_f, e—2>, u_>1, u—%) = Vect (e—f, e—2>, u_>1) par propriété du sous-espace vectoriel engendré.

Ainsi, la famille (e_f, e, u_>1) est génératrice de G. De plus, elle est libre car :

111 11
rang(e_l>,e_2>,u_>1):rang _21 (1) g = rang 8 =3.
0 —22 0O 0 0

Finalement, on a montré que :

(e_f =(1,2,-1,0), e = (1,1,0,—2),uf = (1,3,0,2)) est une base de G| et que |dim(G) = 3|

(d) Déterminer une représentation cartésienne de G.
» Puisque G est un hyperplan de R* d’aprés le résultat de la question précédente, on cherche
une équation cartésienne de la forme :

axy + bry + cry +dry =0 ou (a,b,c,d) € R*\ {(0,0,0,0)}.

Puisque les vecteurs e_f e_2> et 17{ forment une base de G d’aprés le résultat de la question
q ) p q
précédente, ils doivent satisfaire I’équation cartésienne de G. On résout donc :

a+2b—c=0 [2-10\ (} 0
a+b—2d=0 < 110 =2 =10 | Lo« Ly — Ly
a+3b+2d=0 130 2 o 0) Ly« Ly— I,
2 —1 0 . 0
= |01 1 2] [=]0
0O 1 1 2 d 0/ L3 < L3+ Lo
2 —1 0 ‘; 0
= | o[=t-1-2) [ |=]0
0 0 0 p 0
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On obtient un systéme linéaire homogeéne échelonné de rang 3 qui admet une infinité de solutions
qu’on peut exprimer a 'aide de I'inconnue auxiliaire d :

c=0
b= —c—2d=-2d ,(c,d) € R%.
a=—-2b+c=4d

Puisqu’on cherche une solution (a, b, ¢,d) # (0,0,0,0), il suffit par exemple de prendre d = 1 ce
qui donne (a,b,c,d) = (4,—2,0,1). D’ot une représentation cartésienne de G :

G = {(z1, 22,3, 34) € R* | 4wy — 220 + 24 = 0} |

Exercice 3
Le but de cet exercice est de trouver les puissances p € [1,2] telles que n? € N pour tout n € N.

1. Soient f : R% — R une fonction de classe € sur R et (x,h) un couple de réels strictement positifs.

On pose :
goim LD 10

(a) Montrer qu’il existe a €z, x + h| tel que :

J(a) = f(x+2h)—2£2(x+h)+f(x)'

» On remarque que g est de classe €2 sur R* comme composée et combinaison linéaire de
fonctions qui le sont par hypothése. En particulier, g est continue sur [x,z + h| et dérivable sur
|z, x 4+ h[. D’aprés le théoréme des accroissements finis, on en déduit que :

Ja €]z, x4+ h[, ¢(a)= gz +h)—g(z)

(x+h)—x
fllath)+h)—flet+h) fla+h) - fl2)
_ h h
h
_ fle+2h) = fle+h) = fle+h) + f(2)
h2
_ | f@+2h) —2f(x+h) + f(z)
h? '

(b) En déduire qu’il existe b €z, x + 2h| tel que :

(b = f(x+2h) — 2;;(x+h) —i—f(m)'

» On a d’apreés les formules de dérivation :

(a) = flath)—fa)  [lath)— [fa)
A h ~ (a+h)—a

On reconnait un taux d’accroissement de f’. Puisque f € €?*(R%), on a f' € ¢*(R%). En
particulier, f’ est continue sur [a,a + h| et dérivable sur Ja,a + h[. D’aprés le théoréme des
accroissements finis, on en déduit que :

f'la+h) = f'(a)

Feaar il SO ==

= ¢'(a).
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Puisque a €|z, x +h[,onaa >z et a < x+h donc a+ h < x4+ 2h. Ainsi, |a,a + h[Clz,x + 2.
Finalement, on a bien prouvé l'existence de b €]z, xz + 2h[ tel que :

flz+2h) —2f(x+ h)+ f(z)
h2

f"(b) = g'(a) =

d’apres le résultat de la question précédente.

2. On fize p € [1,2] tel que n? € N pour tout n € N.

(a) A Uaide du résultat de la question précédente, montrer que :
p(p—1)
(n+ 2)2-»
» Soit n € N*. On applique le résultat de la question précédente a la fonction f : ¢t — t¥ et

au couple (z,h) = (n,1). La fonction usuelle f est de classe €>° sur R’ donc en particulier de
classe € sur R? . De plus, on a bien x =n >0et h=1> 0.

p(p—1)

n2-p

Vn € N7, <(n+2P=2(n+ 1)’ 4+nP <

Pensez bien a vérifier les hypothéses d’un théoreme avant de ’appliquer, méme
si ce théoréeme n’est pas dans le cours. Le résultat de la question précédente a
été prouvé seulement en supposant les hypothéses de [’énoncé.

D’apreés le résultat de la question précédente, on sait qu’il existe b €n,n + 2[ tel que :

f//(b):f(n+2)_2f(n+1)+f(n>

E =(Mn+2)P—-2(n+1)P+n.
De plus, on a :

—1
f RN tp’ f/ TN ptp—:[’ f// e p(p o 1)pr_2 donc f”(b) _ p(?;p )

Orn < b < n+2doncn*7P < b*P < (n+2)?7? par stricte croissance de la fonction ¢ — #*77 sur
R* car 2 —p > 0 (puisque p € [1,2[). Comme la fonction ¢ — 1/t est strictement décroissante
sur R% et que p(p — 1) > 0, on en déduit que :

plp=1) _plp—=1 _pp—1)
(n42)2» = p2Pp T p2p
——

=1"(b)

Finalement, on obtient bien que :

plp—1) v Py
m<(n+2) —2n+1)P +nP < ——=

et cet encadrement est vrai pour tout n € N*,
(b) Justifier qu’il existe N € N* tel que :
0SS (N+2P=2(N+1)P+ NP <1.
p(p—1)

(n+2)%>r
de la question précédente par transitivité. Il reste & montrer la majoration. On remarque que :

—1
lmlmg )
n—+oo NP

» Pour tout n € N*, on a > 0 donc la minoration s’obtient directement du résultat

=0<1 car2—p>0 (puisque p € [1,2]).

Donc on sait qu’il existe N € N* suffisamment grand tel que

p(p—1)

Vn > N, -

p(p—1)
N2-p

< 1.

En particulier pour n = N, on a < 1. D’apres le résultat de la question précédente, on

en déduit par transitivité que :

0< (N+2P—2(N+1)P+N°<1]
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On peut aussi raisonner par analyse-synthése pour trouver une valeur explicite

de N :

p(p—1)
N2-p

<1 <= N*P>plp—-1) <= N > (p(p—l))l/(H).

1l suffit par exemple de prendre N = L(p(p — 1))1/(27P)J +1e N~

(¢c) En déduire la valeur de (N + 2)? —2(N + 1)? + NP, puis celle de p. Conclure.
» Par hypothése, on sait que n? € N pour tout n € N. En particulier, (N +2)? € N, (N+1)? € N
et N? € N. Donc (N + 2)P — 2(N + 1)? + N? € Z comme somme et différence d’entiers. Or
(N +2)? —2(N +1)? + NP € [0, 1] d’aprés le résultat de la question précédente et 0 est le seul
entier appartenant a [0, 1[. On en déduit que :

(N +2)P —2(N +1)? + N? = 0|,

En reportant ce résultat dans le résultat de la question 2(a) pour n = N, on obtient que :

p(p—1) p(p—1)
—— = (N4+2P—-2(N+1)P+ NP < ———=.
e S 2N D VS T
——— =0
>0
En particulier, on en déduit que M = 0 donc que p(p—1) =0. Ainsi, p=0oup=1
’ (N +2)%p ' ’ ’

Or p € [1,2[ donc . Finalement, on a démontré que la seule puissance p € [1,2[ telle que
n? € N pour tout n € Nest p = 1.
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