Corrigé de la feuille de TD n° 13

Géométrie analytique

Exercice 1
1.

4B + |AC|
|AT +TBI? + | AT + IC?

AB? + AC?

|AL|? + 241 1B + | TB)? + |AL|]? + 241 IC + | IC/|?
21| + 241 (TB + IC) + |TB|}* + | 1C*

Or I est le milieu de [BC| donc IC'= Bl = —IB. Par conséquent :

AB? + AC? = 2AI? + 2A1.0 + BI? + |BI||? = 2AI% + 2BI”.

Or H est le projeté orthogonal de A sur (BC') donc

,Eﬁc_é:nﬁfc_ézo -
{ Iﬁ et C@ colinéaires = cos <1?[>,C@) =41 = ‘m@‘ = ||m|| X HC@H

Par conséquent :

|AB* — AC?| = 2|0+ HI.CB| = 2BC x IH,

IAB|)” + A ACP

AT + TB|? + A|AJ + IO

= | AJ|? + 240 TB + | TB|? + M|AJ|? + 2AAJ.TC + | TC?
= (14N AJ|? +24]. (JB+XIC) + | TB|? + N|IC|1>

Or J est sur le segment |BC[ et A = £2 donc JC = %Bﬁ = —%J@ Par consé-
quent :

AB? + NAC?

2.
AB? £ MAC? = (14 NAJ? +2 (ﬂﬁ)) +BJ?+ A H/l\
WA~ (i 78) (i 4 70) -
= (1+MNAJ?+BJ*+ A x —|BJ|?

— AlAl+ALIC +TB.Al + IB.IC (L NAT"+ B+ A 5 1BJ]

— ||Al|? - AL.TIB + ALIB — TB.IB — (14 NAS+ (1+i> BJ2.

= AP’ - |IBIP

= AI* - BI*. Exercice 2 -

5 Soit ABC' un triangle affine. On pose a = BC, b = AC, ¢ = AB, a = (B,ﬁ),
' — =
|AB2 o AO2| _ ”ﬁ‘ﬁ o ||R||2‘ —1 (B?',BA> et Y= (CA;C’?)
= || AT + 1B - | AT + IC)? .
” o ”7% — a ST o® = BC?=|BO|? = | BA+AC|? = |BA|? + 2BAAC + || AC?
_ 2 2 2 _ _ 2 T
= ||AL||* 4+ 2AI.IB + ||IB|* — ||AL]|* — 2AI.1 1] } = AB? —QE.@—&—ACQ:C —2x AB x AC X cos (A.B>,@>+b2
= |oal (1B - 10 + BI? - ||BI|?
( ?) - 151 ‘ = b+ % — 2bccos(a).

B Qﬁ@‘ De méme : b? = a® + ¢ — 2accos(f) et ¢? = a® + b2 — 2abcos(y).
= 2’<m+ ) C@’ 2. a=cos ! (%) =cos™! (§), B=cos™! (1) et v =cos™! (—7).
= ’ﬁ@ A}C@’ 3. 02—2bccos(a)—|—(b2—a2)=0:>c2—3\/§c+5:O:>CZWOuc=W.
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Exercice 3

L 17 e 0=d.0=3(T+7?- |7 -7|P) & |Z+7| =" -7

2. Un parallélogramme est un rectangle si et seulement si deux de ses cotés consécutifs
se coupent a angle droit, et donc, d’aprés le résultat de la question précédente, si
et seulement si ses deux diagonales sont de méme longueur.

Exercice 4
1.

VALBC + MBOA + 31O A
_ (B + BA). (BA + 40) + MBEA + OB

— MB.BA+MB.AC + BA.BA+ BA.AC + MB.CA+ MC.AB
— _MBAB+MB.AC + AB.AB — AB.AC — MB.AC + MC.AB
- (—J\ﬁ—h@—ﬁ—&-m).ﬁ

= (B—]>W+W+CT>4+E>E
— BBAB=0.AB=0.

— TBLTA
2. Si H est l'intersection des hauteurs issues de A et B alors HALB? et HB1CA,
HABC = 0 ot HBCA = 0, Dapros o on prec
donc HA.BC' =0 et HB.CA = O_])D aprés le résultat de la question précédente
on a H(zﬁ = —HA.B_(,z — H§.C’A = 0 donc H(?Lﬁ et H appartient aussi a
la hauteur issue de C.

Exercice 5

Soitﬁ’:(%‘)

L 1= || = A& = AT = [Ay/a? + 52 done A = ——,

un vecteur non nul du plan euclidien R2.

1

ou = —

et donc y = Aa ou y = —Aa. De méme on obtient z = A\ ou x = —\f3. Ainsi on a
quatre possibilités pour les coordonnées de T A ( g ), A < —6a ), A < _aﬁ >

ou \ < :g ) Or ax = —fy donc il reste seulement :

Pa(5) morea(2)

3.
a . ANE / o Ao ’ —)\B
<b> = OMaﬁ—i—b?a(/\ﬁ)—i-b( \or )
B Aad' =AY\ [ da —=XS a’
o ABa’ +Xab’ ) T\ AB A v o)
Or det ( ig _)\/\aﬁ ) = A2a? + A%28% = \?(a? + 3%) = 1 donc

@\ (A =M\ '[a) [ d I3 a\ [ Aaa-+ABb
V) A8 b )\ =28 )l b )\ —=A\Ba+ Aab
et par conséquent M (A(aa + Bb), A(ab — Ba)) dans la base (U, 7).

Exercice 6

%
1. ¥ et W ne sont pas colinéaires car w % 0 et il n’existe pas A € R tel que
¥ = A\W. Donc si 7, U et W sont coplanaires alors il existe (\, 1) € R? tel que
U =AU + pt cest-a-dire :

N Vi Vi
carﬁ#O@HE?||=\/oz2+ﬁ27é0- 1 = =)\ A= -1
2. Soit7:<x>. 2 = A+p =4 pu o= —2-A=-1
y 3 = A—up p o= A-3=-4
. 2
(W, V) est une base orthonormée de R Puisque le systéme n’a pas de solutions, @, ¥ et W ne sont pas coplanaires.
o [ IEI=17) =1 )
w1 '
o [Py =I7IP=1 -1\ 1 -1 0
Nz + My =1. 7 =0 3 |=OM=dd+Vv+d=d| -2 |+ 1 |+| 1
2 3 1 -1
Puisque A # 0, la deuxiéme ligne donne ax = —fy et donc o?z? = 3%y>. En Y 1 -1 0 o
reportant dans la premiére ligne on obtient : _ WAV _ 9 1 1 Y
0 = a?(2? + y?) = a22? + a2y? = B2 + ay? = (a2 + B2)y? 3a' +0 - 3 1 -1 d
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Orona: Exercice 8

1 —1 o 10 0 1. Soit H' le projeté orthogonal de C' sur (AB). Puisque (CH') et (IH) sont
9 1 1 01 0 paralléles, on obtient d’aprés le théoréme de Thalés dans le triangle BCH' :
3 1 -1 00 1 L — BL = 1 donc BH = iBH'. Or H' est également le milieu de [AB]
—=
1 -1 0 1 00 car ABC est équilatéral donc BH' = %B—fﬁl et E?T = iB—IZX Ainsi :
0 -1 1 Ly < Lo+ 2Ly 2 10
? 41 *01 Ly Ls = 3Ly *13 0010 ﬁ+3ﬁ:(ﬁ+ﬁ)+3ﬁ:ﬁ+4ﬁ:ﬁ+ﬂ:6}
0 1 -1 Ly + —Ly 2 -1 0 B
0 0 3 L Ly +4Lo 54 1 donc H = Bar ((4,1), (B, 3)).
1 -1 0 1 0 0 2.
0 1 0 Ly Lo+ 1L -3 %}
0 0 1 L3+ %L3 % % ? Bar((Avl)v(Ba5)7(Ca2)) = Bar ((Avl)a(B73)7(sz) (C’ 2))
100 Ly« Ly + Lo N = Bar((H,4),(B,2),(C,2))
1 1 1 1
8 : (1) 211 = Bar((H,4),(I,4)) (car I = Bar((B,1),(C,1)))
2ol = Bar((H,1),(1,1))
donc :
donc Bar ((A,1), (B, 5),(C,2)) est le milieu de [TH].
o 1 -1 0\ /-1 L2 11 -1 .
b 2 1 1 3 =2 -11 1 3 Exercice 9
d 3 1 -1 2 3 5 4 1 2 1. x2+y278x+y+10:0<:>(:E74)2+(y+%)2:%donccl est de centre (4, —3)
1 3 etderayon,/%:g.
=—-| 6
3\ ¢ 2. M(z,y) € Cs si et seulement si
—
et par conséquent M(1,2,3) dans la base (7, 7, ). 0= MAMB = (B—2)(7T—2)+ (1 —y) (=1 —y) = 2> +y* — 10z + 20.
3.
3. Soit M(x,y) € Cy NCq. Alors
o 1 -1 0\ '[a L2 11 a
v = -2 1 1 b=z -1 11 b > +y?—8x+y+10 = 0
d 3.1 -1 c 5 41 c 2?+y? —1004+20 = 0
2a+b+c
= = E(Zj—l;)j—cc = LHZHC Lg - L5 donne 2z +y — 10 = 0 c’est-a-dire y = 10 — 2z. En reportant dans Lo, on
5a +4b + ¢ Sartibic obtlent :
0=a*+ (10 — 22)* — 10z + 20 = 5z* — 50z + 120 < 0 = 2* — 10z + 24
et par conséquent M (2atbte —adbte Satdbie) daps la base (U, 7V, ). 7+ ?) v o T o S
Exercice 7 donc z = 4 ou & = 6. Par conséquent, C; N Cs = {A, B} avec A(4,2) et B(6,—2).

Le barycentre du systéme ((A, 1), (B, —2), (C,3)) a pour coordonnées : Exercice 10

<1><(—1)—2><3—|—3><5 1><1—2><(—3)—|—3><(—1)> ( 2? —2ma+y? +2y+5=0<% (z—m)?>+ (y+ 1) = m? — 4 donc on obtient I'ensemble

5 ) B = (4,2). vide si m €] — 2,2[, le point de coordonnées (m,—1) si m € {—2,2}, ou le cercle de
centre (m, —1) et de rayon v/m?2 — 4 si m €] — oo, —2[U]2, 4+00].
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Exercice 11
Soit G le barycentre du systéme ((4,1), (B, 1), (C,1)). Alors :

MA+MB+ MC = MG +GA+ MG +GB + MG +GC =3MG + 0 = 3MG.

Soit I le milieu de [GD]. Alors :

(MA + MB + MC).MD = 3m

3m.m:3m
<m+lﬁ)(m+ﬁ) =m

& |MI?+ Ml (IG+TD) + IGID =m
+(-560).(36B) = m

1 1
o MP=m+ Z||G_15\|2 —m+ {GD

t e

o MIP+MLO

donc &, =0 sim < —1GD? &, = {I} sim =

de rayon @_/m+ 1GD?sim > —1GD?
xercice 12 1% On obtient ufle representatlon pgametnque_)a I'aide du pgl)nt
A(1,2,—1) et le vecteur directeur AB = (—2-1)74+(4-2)j +(0—-(-1))k :

—1GD? et &, est le cercle de centre I

r = 1-3t
(AB) : y = 242t ,teR.
z = -1+t

La troisiéme équation paramétrique donne ¢t = z + 1 ce qui permet d’obtenir un
systéme d’équations cartésiennes de (AB) en remplagant I’expression du parameétre
t dans les deux premiéres équations paramétrique :

Jr+3z2+2 = 0
(AB)'{y—22—4 = 0
2. La premiére équation paramétrique de D,, donne s = x — 3 et donc D,,

{ 2rty=8 = . Pour déterminer 'intersection de (AB) et D,, on

2e—z+(m—-6) = 0
résout ensuite le systéme linéaire formé par les quatre équations cartésiennes.
On obtient que (AB) N D,, est le point de coordonnées (4,0, —2) si m = —4 et
(AB)ND,, =0 sim # —4.

Exercice 13

—
Les points A(—1,0,—1) et B(0,—1,0) sont sur la droite D. Puisque AM = 1
2
H 1
et BM = 2 ne sont pas colinéaires, ce sont deux vecteurs directeurs du plan
1
contenant M et D. On en déduit le systéme d’équations paramétriques suivant :
r = 142541
y = 1+s+2t ,(s,t) € R
z = 142541

o . 2w—y—1 2y—z—1 N ) .
Les deux premiéres équations donnent s = ==— et t = ="—, d’olt une équation

cartésienne du plan en reportant ces expressions dans la troisiéme équation : x — z = 0.

Exercice 14
Soit H(x,y) l'orthocentre de ABC. On a :

AH1BC = AH.BC = 0= 3(z —2) —4(y — 1) =0
Eﬁﬁ:ﬁﬁ—o:4x—3)—3( —9)=0
C?Lﬁé@ﬁ—ﬂé (x—=6)+(y+2)=0

On en déduit que H (78 70)
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