Feuille de TD n° 20

Continuité

Exercice 1
Pour chacune des fonctions suivantes, donner les domaines de définition, étudier la
continuité et déterminer si elles sont prolongeables par continuité.
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Exercice 2
Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1). Pour tout T' > 0, on
considére I'équation f(t + T') = f(t) d’inconnue t € [0,1 — 7.

1. Pour T = %, montrer qu’il existe au moins une solution.
1
(a) Calculer Z;é (f (% +T)—f (%))
(b) En déduire que I'équation admet au moins une solution.

2. On considére T'= = ou n € N*.

3. Lors d’une balade, un écuyer a parcouru 12km en 1h a différentes allures. Montrer
qu’il existe un intervalle de temps de 5min pendant lequel ’écuyer a parcouru la
méme distance que si le cheval avait conservé une vitesse constante pendant toute
la balade.

Exercice 3

Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue.
1. Montrer qu’il existe un point ¢ € [a, b] tel que f(c) = c.
2. Montrer que si f est décroissante, alors ¢ est unique.

3. Qu’en est-il si f est croissante ?

Exercice 4
Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I. On suppose que :

k>0, V(z,y) € I, |f(z) — f)| < klz—yl.

1. Montrer que f est continue sur I.
2. On suppose que k €]0,1[ et on suppose qu’il existe £ € I tel que f(£) = £.
(a) Montrer que ¢ est unique.
(b) On définit une suite (uy)n>0 par ug € I et la relation de récurrence Vn >

0, Unt1 = f(u,). Montrer que Vn > 0, |u, — | < k™|ug — £| et en déduire la
limite de (un)n>0-

Exercice 5
Soit f : [0, +oo[— R une fonction continue.

1. Montrer que si lim, o, f existe et est finie, alors f est bornée.

2. Montrer que si lim; f = +00, alors f est minorée et sa borne inférieure est
atteinte.

3. Montrer que si f(0) < 0 et que lim ., f existe et est strictement positive, alors f
s’annule au moins une fois sur ]0, +o00[.

4. Montrer a ’aide de contre-exemples que les réciproques des affirmations précé-
dentes sont fausses.

Exercice 6
Déterminer le nombre de solutions de 1’équation z = e d’inconnue x € R en fonction
du parametre A € R.

Exercice 7

Soit f une fonction continue sur R telle que chaque y € R admet au plus deux anté-
cédents par f. Montrer qu’il existe au moins un yy € R qui admet exactement un seul
antécédent par f. (Indication : faire des dessins!!!)
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