Fiche méthodologique n° 27

Etudier des applications linéaires

1 Montrer qu’une application est linéaire
Une application f : KP — K™ est linéaire si et seulement si
VLU, T) e KxKP xKP, fOAU+7V) =\ (W) + f (V).

Exercice d’application 1
Montrer que ’application suivante est linéaire :

fR* SR (z,y,2,t) = 20—y + 32,3z — 2+ 2L, x +y+ 2+ 1).

Exercice d’application 2
Déterminer les valeurs de (a, b, ¢) € C3 pour lesquelles 'application suivante est linéaire :

[:C? = C,(w,2)— aw + bz +c.

2 Etudier le noyau d’une application linéaire

Le noyau d’une application linéaire f € L(KP K™) est définie par :
Ker(f) = {7 € K?| £ (¥) = 0. }.

Il est donc décrit par une représentation cartésienne. Pour en déterminer une famille
génératrice, il suffit alors d’échelonner le systeme linéaire associé pour pouvoir écrire
chaque coordonnée des vecteurs du noyau en fonction des inconnues auxiliaires vues
comme des parameétres. On obtient ainsi une famille génératrice du noyau de laquelle
on peut extraire une base. Si on connait le rang de f, on peut également s’aider du
théoréme du rang :

dim(Ker(f)) = p — rang(f).

Exercice d’application 3
Déterminer la dimension et une base du noyau de 'application linéaire suivante :

f:R* 5 R% (z,y,2,t) — (x4 2y + 32+ 4t, 20 —y — 2z + 3t).

3 Etudier I'image d’une application linéaire

L’image d’une application linéaire f € L(K?,K") est définie par :

Im(f):{7:f(?) GK”|?€KP}.

Elle est donc décrite par une représentation paramétrique. On obtient alors directement
une famille génératrice de I'image de laquelle on peut extraire une base. Si on connait
le noyau de f, on peut également s’aider du théoréme du rang :

dim(Im(f)) = p — dim(Ker(f)).

Exercice d’application 4
Déterminer la dimension et une base de I'image de I’application linéaire suivante :

[R5 R (z,9,2) = (z — 3y + 22,22 + 5y — 32,7z +y, 5z — 4y + 32).

4 Déterminer la matrice d’une application linéaire

- = —
Soient £ = (e_f,e_z), e e_p>) et F = (f1,fs,...,f,) des bases de KP et K" respective-
ment. La matrice d’une application linéaire f € L(K?,K") de la base £ vers la base F
est définie par :

mate 7 (f) = (matf (f (el)) matz (f (€3)) ... matr (f@))) € My p(K).
Les coefficients de chacune de ses colonnes sont donc les coordonnées des images des
vecteurs de £ dans la base F.

Exercice d’application 5

Montrer que e = (-1,1,2), e = (0,—1,-3) et e = (1,0,0) forment une base £ de R3
puis déterminer les matrices de I’application linéaire suivante de la base canonique vers
elle-méme et de la base £ vers elle-méme :

f:R3 = R3 (2,9,2) = (6y + 3z — 22,2 — y, 42 — 6y).

5 Montrer qu’une app. lin. est injective ou surjective

Pour étudier 'injectivité et la surjectivité d’une application linéaire f € L(KP,K"),
il suffit d’étudier respectivement son noyau et son image. Plus précisément, on a :

f injective < Ker(f) = {@} < rang(f) =p
[ surjective & Im(f) =K" < rang(f)=n"
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Si on étudie la matrice matg #(f) € M, »(K) de f d’une base quelconque £ de KP? vers
une base quelconque F de K", on a :

[ injective < rang (Mate 7(f)) =p
f surjective < rang (Matg #(f)) =n'

En particulier, f est bijective (isomorphisme) si et seulement si matge #(f) est une
matrice carrée (donc f est un endomorphisme) et de rang maximal, ¢’est-a-dire inversible
(et donc f est un automorphisme).

Remarque : si on a le choix, il est plus simple en pratique d’utiliser les bases canoniques
de KP et K™.

Exercice d’application 6
Etudier I'injectivité et la surjectivité de 'application linéaire suivante :

R =R (z,y,2) = (x —y —22,20 +y+ 2,2+ 2y — 2).

Exercice d’application 7
Etudier I'injectivité et la surjectivité de I’application linéaire suivante :

f:C? = C% (w,2) — (w+iz,iw + 2).

Exercice d’application 8
Etudier I'injectivité et la surjectivité de 'application linéaire suivante :

[R5 RO (z,y,2) = (2 4y, 2,2+ 2,9,y + 2,).

Exercice d’application 9
Soit n € N*. Etudier l'injectivité et la surjectivité de 'application linéaire suivante :

fiR" >R, (21, 22,...,2,) — Zk‘xk.
k=1

Exercice d’application 10
Etudier I'injectivité et la surjectivité de 'application linéaire suivante en fonction des
valeurs du parametre a € R :

[R5 R3 (2,y,2) = (2 +2(1 —a)y+ (a— 1)z, 2 +4y — 2,20 +2(4 — a)y + (a — 2)2).
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