Exercice 1. Soient ¢] = (a—1,a—8,a—7),

Corrigé des exercices

e=(a—2,a—9,a—6) et eg=(a—3,a—4,a—5) ot a €R.

1. Déterminer les valeurs du parameétre a pour lesquelles (e_f, €5, 6_3>) est une base de R3.

» Soit U = (1,2, y3) € R®. La famille (&7, €3, €3) est une base de R si et seulement si le systeme
linéaire suivant admet une unique solution :

- — —
7 =1x1€] + Ty + T3€3

Y1 a—la—2a—-—3 T
Y2 | =1a—8a—-9a—-4 To | Lo+ Lo — I,
Y3 a—T7a—6a—>5 r3 ) L3+ L3— L,
Y1 a—la—2a—3 1
Y2 — = _7 _7 —1 T
Y3 — Y1 —6 —4 -2 X3 L3<—L3—L2
Y1 a—la—2a—3 r1\ L1 & Ls
yo—uy | = -7 -7 —1 T
Ys — Y2 1 3 —1 X3 L3HL1
Ys — Y2 3 -1 1
Y—U1 | = -7 =7 -1 To | Lo < Lo+ 7L,
Y1 a—1la—2a—3 x3 ) L3 < L3 — (a—1)Ly
Ys — Y2 3 -1 €1
—6y2 — 41 + Tys =10 -8 )
y1— (@ —1)(ys — v2) 0 —2a+12a—4) \@3) L3+ 14Ly — (=2a + 1)L,
Ys — Yo 3 -1
—bya—y1+7ys | = | 0 ~8
* 0 0 xx

ot * = l4y; — 14(a — 1)(yz — y2) — (=2a + 1)(=6y2 — y1 + Ty3)
= (14 —2a+ 1)y, + (14a — 14 — 12a + 6)ys + (—14a + 14 + 14a — 7T)ys

= (15 = 2a)y1 + (2a — 8)y2 + Tys
et k% =14(2a —4)+8(—2a+1) = 12a — 48 = |12(a — 4) |.

Evitez le plus possible d’utiliser des pivots contenant un paramétre pour éche-
lonner un systeme. Par contre, lorsqu’il n’y a plus le choix, n'oubliez pas de
raisonner par disjonction de cas pour distinguer le cas ou le pivot est nul.

1 cas : 12(a —4) = 0 <= [a = 4] Dans ce cas, on a (15— 2a)y; + (2a — 8)ya + Tys = —y1 + Tys.
On obtient alors un systeme linéaire échelonné de rang 2 qui admet aucune solution si —y; +7y3 # 0
(et donc (ef, €3, €5) n'est pas génératrice de R?) ou une infinité de solutions si —y; + 7y = 0 (et
donc (e_f, e, e_3>) n’est pas libre). Ainsi, la famille (e_1>, €, 6_3>) n’est pas une base de R3.

2° cas: . On obtient alors un systeme linéaire échelonné de rang maximal égal a 3 qui admet
une unique solution. Donc la famille (e_1>, e_2>, e_g) est une base de R3.

Conclusion. L’ensemble des valeurs du parametre a pour lesquelles (e—f, 6_5, e_g) est une base de R?

est donc

R\ {4}]

Les calculs des seconds membres du systeme linéaire lors de [’échelonnage sont
inutiles pour cette question. Il suffit de déterminer le rang de la matrice des
coefficients en fonction du paramétre a. Mais ces calculs serviront a la question
suivante. Pensez a lire toutes les questions pour gagner du temps.
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2. Calculer les coordonnées du vecteur U = (1,2,3) dans la base (€1, e3,e€3) poura=>5 et a = 6.

&, e, )
» En reprenant les calculs de la question précédente pour v = 1,2,3) e

t a = 5, on obtient :

V= aief + 1085 + 1385

3 -1\ [(m 3—-2 1

— | 014 -8 ||[m|=|-12-1+21|=]38
0 0 T3 5+4+21 30

1223 =30 < x3=5/2

8+ 20
— 14[E2—8I’3:8<:>I'Q:_;4:2
)
T4+ 3x3 —23=1 <— $1:1—6+§:—5/2

Par conséquent, les coordonnées du vecteur o = (1,2, 3) dans la base (e_1>, €5, e_3>) pour a = 5 sont

égales a :
—5/2
mat(e—{’e—%’e—g) (7) = 2
5/2

De méme, pour a =6 :

— — —
7 =I1€1 +T9€y + T3€3

3 -1\ (= 3-2 1

= [ 0[14] 8 ||z|=|-12-1+21]|=]38
0 0 3 3+8+21 32
24x3 =32 < 1x3=4/3
8+32/3 56
$1+3x2—$3=1<:>x1:1—4+§:_5/3

Par conséquent, on a pour a =6 :

~5/3
g (@)= 43
4/3

Exercice 2. Démontrer que trois vecteurs non nuls orthogonauxr deux a deux ne sont jamais coplanaires.

» Soient v_f, U5 et 13 trois vecteurs non nuls orthogonaux deux a deux. Par I’absurde, on suppose que v_f,
U3 et U3 sont coplanaires. Donc il existe trois scalaires (A1, A2, A3) # (0,0, 0) tels que MU+ Ao T5 + 305 =

0. D’apres les propriétés du produit scalaire, on a :

<)\1U_1> + )\27)_2> + )\37)_3> ’U_1>> = <6>‘U_1>> =0

3
et (MT + 0T+ MT [T ) = (T[T + 2 (B) 2 (B[T) = (T,
_(itRg)=0  =(sti)=0

On en déduit par intégrité que A\; = 0 ou <v_1>‘v_1>> =0.Or <v_1>‘v_1>> =0 <= v_l) = 0 ce qui est absurde
car v_l) est non nul. Par conséquent, A\; = 0. En raisonnant de méme avec <)\1171 + )\2172 + )\3U—3,>"l}_2>> et

<)\171 + XT3 + )\3U_3>‘U_3>>, on obtient que Ay = A3 = 0. Ce qui est absurde car (A1, A2, A3) # (0,0,0). On

en déduit bien que v_f, ?2 et ?3 ne sont pas coplanaires |
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Exercice 3. On fize (o, 8) € R? et on considére les vecteurs de l'espace suivant :
= (cos(a), —sin(a) cos(B), sin(«) sin(ﬁ)) et T3 = (sin(a), cos(a) cos(f), — cos(a) sin(ﬁ)).

1. Montrer que r—f et 7‘_5 sont orthogonaux et calculer leur norme.
» On a :

<7‘_1>‘r_2>> = cos(a) sin(a) — sin(a) cos(5) cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B) cos(a) sin(3)

= cos(a) sin(a) (1 — cos?(B) — sinZ(ﬁ))
=0 car cos’(3) +sin?(3) = 1 d’apres le théoréme de Pythagore.

On en déduit que T et 73 sont orthogonaux |. De plus :

HﬁH = \/0052(04) + sin®(«) cos?(3) + sin®(a) sin®(5)

= |cos?(a) + sin2(oc)(cosz(ﬁ) +sin?() )

=1

= |cos*(a) +sin*(a) d’apres le théoréme de Pythagore

=1
= d’apres le théoreme de Pythagore,

et de méme HT?H = y/sin?(a) + cos?(a) cos?(3) + cos?(a) sin?(3)

= [sin®(a) + cosQ(a)(cosz(B) +sin®(6) )

= |sin*(a) + cos’(a) d’apres le théoréme de Pythagore

=1

= d’apres le théoreme de Pythagore.

2. Trouver tous les vecteurs de l’espace r_g tels que (r_f, r_2>, 7"_3>) est une base orthonormée de R3.
» D’apres les résultats de la question précédente, pour que (7’_1>, s, 7“_3>) soit une base orthonormée

de R3, il suffit que :
R

On raisonne par analyse-synthése pour trouver les vecteurs T = (z,y,2) € R? qui vérifient ces
conditions.
Analyse. On veut que :

z cos(a) — ysin(a) cos(fB) + zsin(a) sin(B) = 0
zsin(a) + y cos(a) cos(f) — zcos(a) sin(B) = 0
2+t 2=1
Les deux premieres conditions forment un systeme linéaire de deux équations a trois inconnues
qu’on peut écrire sous la forme :

(sl sty “essaitn) (2) - 6)

1¢" cas : cos(a) =0 <= a € {§ +km | k € Z}. Alors le systeme linéaire devient :

(Sin(za) —sin(og cos(B) Sin(a)OSin(5)> 5 _ (8) ot sin(a) = 1.

z
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On obtient donc un systeme linéaire échelonné de rang 2 (car cos(f) et sin(/5) ne peuvent pas
s’annuler en méme temps) qui admet une infinité de solutions de la forme :

T = (x,y,2) = (O,tsin(ﬁ),tcos(ﬂ)> ot t € R est un parametre quelconque.

2¢ cas : cos(a) # 0 <= a ¢ {5 +kn | k € Z}. Alors le systéme linéaire devient apres I'opération
Lo < cos(a) Ly — sin(«) Ly :

cos(a) — sin(«) cos(B) sin(«) sin(/3) x 0
0 (0082(oz) + sin®(a) ) cos(f) — ( cos?(a) + sin®(a) ) sin(3) Z = <0>
& (COSO(OO B Shl(oosézg))s(ﬁ ) Sm_(();zjéggﬁ)> y | = <8> d’apres le théoreme de Pythagore.

On obtient donc un systéme linéaire échelonné de rang 2 (car cos(f) et sin(f) ne peuvent pas
s’annuler en méme temps) qui admet une infinité de solutions de la forme :

T = (x,y,2) = (O,tsin(ﬁ),tcos(ﬂ)) ot t € R est un parametre quelconque.

Utilisez les résultats de la question précédente pour vérifier la cohérence : dans
les deux cas, on doit obtenir une infinité de solutions qui dépendent d’un seul
parameétre, qui correspondent aux vecteurs directeurs d’une droite de [’espace
de vecteurs normaux ﬁ et 7_3

Conclusion. On obtient les mémes solutions dans les deux cas. En injectant leur forme dans la
troisieme condition, on obtient :

0% + t*sin®(B) + t* cos*(B) = 1
= t2<sin2(ﬁ) + 0052(6)) =1
=1
<= t* =1 d’apres le théoreme de Pythagore
—t=-1 ou t=1.

Synthese. D’apres les calculs de I'analyse, on en déduit que les vecteurs 4 € R3 tels que (7’_1>, r_2>, 7"_3>)

est une base orthonormée de R? sont :

(O, —sin(f), — COS(ﬂ)) et (O,Sin(ﬁ), COS(ﬂ)) :

Exercice 4. Soient ABC'D un parallélogramme d’un plan affine muni d’un repére orthonormé, c’est-a-dire
un quadruplet de points (A, B, C, D) deuz d deux distincts et tels que AB = ﬁ Montrer que la somme
des carrés des quatre cotés est égale a la somme des carrés des deux diagonales, c’est-a-dire :

AB? + BC* + CD* + DA* = AC* + BD”.
» Ona:
ac*+ 5o = [0+ BB
— [AB+ B[ + |BA+AD||  dapres 1a relation de Chasles

- HﬁHQ +2 <ﬁ‘3?> + H@HQ + H @ H2 ) <E§‘@> i H@‘r par propriété

de la norme

P @) i

par propriété
du produit scalaire.

_ ABZ+BCQ+CD2+DA2+2<TB>\B_&—E>
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De plus :

B? — E = ﬁ + ﬁ — (E + ﬁ) d’apres la relation de Chasles

= 58’ — 1@ = ﬁ par hypothese de I'énoncé.

‘N ‘hésitez pas a faire des petits schémas pour vous aider dans vos raisonnements.

On en déduit que <1@‘Bﬁ — zﬁ> = <1ﬁ‘6>> = 0 et par conséquent :

|AC® + BD?* = AB® + BC® + CD* + DA?|

Exercice 5. On consideére les points A(3,7), B(—5,3) et C(—2,—8).

1. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice au segment [AB], ¢’est-a-dire la droite
perpendiculaire a (AB) passant par le milieu de [AB].

— — - =
» Puisque AB = (=5—3)i +(3—7)j =—814 —4j est un vecteur normal de la médiatrice au
segment [AB], une équation cartésienne de cette médiatrice est de la forme :

—8r —4y+c=0 ouc € R est une constante a déterminer.
De plus, cette médiatrice passe par le milieu ](% =1, % =5) de [AB]. Donc :
8% (~1)—4x5+e=0 < c=12.

On en déduit qu'une équation cartésienne de la médiatrice a [AB] est de la forme :

|—8r —4y+12=0|

2. Déterminer des équations cartésiennes des médiatrices de [AC| et [BC].

_>

» On raisonne comme & la question précédente. AC' = —5 ¢ — 15 j donc une équation cartésienne

de la médiatrice a [AC] est de la forme :
-5 —1by+d=0
ou d € R est une constante vérifiant :

1 1
—5><2—15><(—2>+d:0 — d = -5.

Par conséquent, une équation cartésienne de la médiatrice a [AC] est de la forme :

| =5z — 15y —5 =0

- -
De méme, BC =37 — 11 j donc une équation cartésienne de la médiatrice & [BC] est de la
forme :
3r —1ly4+e=0

ou e € R est une constante vérifiant :
7 5
3 X <—2) — 11 x (—2)+e:O <— e = —17.

Par conséquent, une équation cartésienne de la médiatrice a [BC| est de la forme :

13z — 11y —17=0|
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3. En échelonnant le systéme linéaire formé par les trois équations cartésiennes obtenues précédemment,
justifier que les trois médiatrices du triangle ABC' sont concourantes.

» On obtient a I'aide de la méthode du pivot de Gauss :

—5r—15y—5=0 <= | —5-15 (9“") —| 5
3r—11y —17=0 3 —11 17
37\ /., —39
— | =5 -15 ( >: 5 | Ly+ Ly—5L,
3 —11 17 | Ly + Ly + 3L,

= | 0 [-200] = | 200

1) ;) (0

37 <w> —39

—1
| 0 [—200] = | 200

0 0 0

On obtient un systeme linéaire échelonné de rang égal a 2 avec une équation auxiliaire com-
patible qui admet une unique solution. On en déduit que l'intersection des trois droites dont
les équations cartésiennes forment le systéme linéaire contient un unique point, c¢’est-a-dire que
‘les trois médiatrices du triangle ABC' sont concourantes |.

4. Déterminer les coordonnées du centre du cercle circonscrit a ABC, c’est-a-dire du point de
concourance des trois médiatrices.

» En reprenant les calculs de la question précédente, I'unique solution du systeme linéaire est :

—200y =200 <= y=-—1
—x4+3Ty=-39 <= xr=39-37=2

Par conséquent, les coordonnées du centre du cercle circonscrit sont égales a | (2, —1)|.

Exercice 6. On considere les mémes points que l’exercice précédent. En vous inspirant de la méthode utilisée,
Justifier que les trois hauteurs de ABC' (c’est-da-dire les droites passant par un sommet et perpendiculaire
au coté opposé) sont concourantes, puis déterminer les coordonnées du point de concourance, appelé

l’orthocentre de ABC'.

- =
» Puisque 1@ = —814 —4 j est un vecteur normal a la hauteur de ABC' passant par C, une équation
cartésienne de cette hauteur est de la forme :

—8x —4y+ =0 ouc €R est une constante a déterminer.
De plus, cette hauteur passe par C'(—2, —8). Donc :
—8x (=2)—4x(=8) 4+ =0 <  =—-48.

Par conséquent, une équation cartésienne de la hauteur de ABC passant par C' est de la forme :
—8r —4y —48 = 0.

De méme, une équation cartésienne de la hauteur de ABC passant par B est de la forme :
—5z—15y+d =0

ou d € R est une constante vérifiant :

—5x(=5)—156x3+d =0 < d =20.
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Par conséquent, une équation cartésienne de la hauteur de ABC passant par B est de la forme :
—dx — 15y + 20 = 0.
De méme, une équation cartésienne de la hauteur de ABC' passant par A est de la forme :
3z —1ly+¢ =0
ou ¢ € R est une constante vérifiant :
3x3—-11xT+e =0 < € =68.
Par conséquent, une équation cartésienne de la hauteur de ABC' passant par B est de la forme :
3z — 11y + 68 = 0.

L’intersection des trois hauteurs de ABC est donc ’ensemble des solutions du systeme linéaire :

—8z — 4y —48 = 0 —8 —4 ; 48 \ Ly + 2L, — 3L,
—5r—15y4+20=0 <— | —5—15 ( ): —20
3z —11ly+68 =0 3 —11 —68
37\ /, 156
— | =5 —15 ( > =| =20 | Ly Ly—5L,
3 —11 —68 ) L3 <+ L3+ 3L,
37 . 156
— 0 [—200 ( ) = | —800
0 100 y 400 ) Ls ¢ 2Ls + Ly
37 . 156
<— 0 |—200 ( > =1 —800
0 0 y 0

On obtient un systeme linéaire échelonné de rang égal a 2 avec une équation auxiliaire compatible qui
admet une unique solution. On en déduit que |les trois hauteurs de ABC sont concourantes|. De plus,
I'unique solution est :

—200y = —800 <= y =14
— 2+ 3Ty =156 < = —156+ 148 = —8

Par conséquent, les coordonnées de I'orthocentre sont égales a | (—8,4)|.

Exercice 7. Soient A(za,ya), B(zp,yp) et C(zc,yc) trois points non alignés. Justifier que les trois
médianes du triangle ABC' (c’est-a-dire les droites passant par un sommet et le milieu du coté opposé)
sont concourantes, puis déterminer les coordonnées du point de concourance, appelé le centre de gravité
de ABC', en fonction des coordonnées de A, B et C'.

— —
» On note [ (%, %) le milieu du coté [AB]. Le vecteur Cf = Latep=2te §f 4 YARUB=C § egt

— —
orthogonal au vecteur = (ya+yp —2yc) i — (xa+ap —2x¢)J car:

A +xp5 — 22 + -2
<Cﬁ‘ﬁ>>:< A ]; C) (yA—{—yB—QyC)—(yA y]; yo) (xa+ 2 —2x0) =0.

On en déduit que 7 est un vecteur normal & la médiane (CI) de ABC passant par C' et qu’une
équation cartésienne de cette médiane est de la forme :

(ya+ys —2yc)r — (xa+ 25 —22c)y+c=0
ou ¢ € R est une constante vérifiant :

(ya +ys —2yc)rc — (xa+ 25 —22¢)yc +¢c =0
< c=(xa+2x—220)yc — (ya +ys — 2yc)xc = (xa + xB)yc — (ya + ys)zc.
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Par conséquent, une équation cartésienne de la médiane de ABC' passant par C' est de la forme :

(ya+ys —2yc)r — (xa+ 25 —22¢)y + (va + 2B)Yyc — (Ya + yp)rc = 0.

En raisonnant de méme, une équation cartésienne de la médiane de ABC' passant par B est de la
forme :

(ya +yo —2yp)x — (xa + ¢ — 22R)y + (xa + 2c)yp — (ya + yo)xp =0,

et une équation cartésienne de la médiane de ABC' passant par A est de la forme :

(yp +yo — 2ya)xr — (xp+xc — 224)y + (x5 + x0)ya — (Y + yo)xra = 0.

Inutile de perdre du temps a détailler des calculs similaires. Par contre, pensez a
simplifier vos expressions pour aller plus vite.

L’intersection des trois médianes de ABC est donc ’ensemble des solutions du systéme linéaire :

(ya+ys —2yc)r — (xa+ 2B — 220)y + (24 + 28)Yc — (ya +yB)zc =0
(ya +yo — 2yp)r — (xa+ 20 —228)y + (x4 + x0)ys — (Yya + yo)xrp = 0
(yp +yo —2ya)x — (xp + xc — 224)y + (B + xc)ya — (Yyp + yo)ra = 0
ya+ys —2yc —(xa+2xB—210) (ya +yp)rc — (xa + 2B)Yc
— | ya+yc—2yp —(va+xc—22p) ( ) = | (ya+yc)rs — (xa+2c)ys
Y+ Yo —2ya —(Tp+ 30 — 214) (Yp +yo)ra — (x5 + Tc)ya

Si tous les coefficients de la premiere colonne sont nuls, on remarque que :

ya+ysp—2yc =0
Yya+yc—2yp =0 donc ya=yp=1yc
ypt+yc —2ya =0

car par exemple L; — Ly donne ya +yp — 2yc — ya — yo + 2y = 3(yp —yc) =0 <= yp = yc et
de méme pour y4 = yg et ya = yo. Or y4 = yp = yc¢ signifierait que A, B et C sont alignés sur une
droite horizontale ce qui est absurde par hypothese de I’énoncé. On en déduit qu’au moins 'un des
trois coefficients de la premiere colonne est non nul. Quitte a échanger les noms des points A, B et
C', on peut donc supposer que y4 + yg — 2yc # 0 et utiliser ce coefficient comme premier pivot pour
échelonner le systéme linéaire. A Paide des opérations Lo <— (ya+ys —2yc)La — (ya + yo — 2yp) L1 et
Ly < (ya +ys —2yc)Ls — (yg + yo — 2ya) L1, on obtient le systéme linéaire équivalent :

0 * = * %

\ya+ys —2y0| —(ra+ap — 220) (az) (ya +yp)rc — (x4 + 2p)yc
0 ok 4

k ok kek

ou *=—(ya+ys—2yc)(xa+xc—228)+ (Ya+yc — 2ys)(xa + x5 — 220)
= —3ya®c + 3yaxrp — 3Ypra + 3Yypxrc + 3YcxTa — Ycrp
= 3[ — TAYB +TAYc + YA — TBYC — Toya + IcyB},

et xx=—(ya+ys—2yc)(xp+xc—224)+ (yg +yoc — 2ya)(xa + 25 — 22¢)
= —3yarp + 3yarc — 3yprc + 3ypra + 3ycrp — 3Ycra
= — %,

— —
Or, puisque A, B et C ne sont pas alignés, on sait que les vecteurs AB = (xp—xa)i + (Yyp —ya) J
et AC' = (x¢c —xa) i + (yo —ya) j ne sont pas colinéaires. On en déduit que :

(zp —74) (Yo — ya) — (yp — ya)(zc —w4) # 0.

=TRYC—TBYA—TAYC—TCYBFTTAYB+TCYA=—%/3
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Par conséquent, * # 0 et on peut utiliser ce coefficient comme deuxiéme pivot pour échelonner le
systeme linéaire. A 'aide de 'opération L3 <— L3 + Ly, on obtient le systeme linéaire équivalent :

0 = * % %k

lya+ys —2y0| —(za+ 25 — 220) (x) (ya +yp)rc — (x4 + 2p)yc
0 0 Y

k k k k - sk ok

Ol ko Ak k% =(ya + yp — 2?/0)((?/3 +yc)ra — (x5 + ﬂfc)yA)
— (Y +yc — QyA)((Z/A +yp)rc — (24 + 963)1/0)
+(ya+yp — 2yc)<(yA +yc)rp — (A + xc)yB)
— (ya+yec - 2yB)((yA +yp)rc — (24 + DSB)yc)
=(ya +yB — 2yc) {nyA — Zeya +Yorp — nyB}
- [—?JB + 2yo — yA} ((?JA +yp)rc — (T4 + QJB)?JC)

=—(ya+ys—2yc) =yATc+YBLC—TAYC—TBYC

=(ya+ys —2yc) x 0=0.

On obtient donc un systeme linéaire échelonné de rang égal a 2 avec une équation auxiliaire compatible
qui admet une unique solution. On en déduit que \les trois médianes de ABC' sont concourantes \ De
plus :

wx% =(ya +y5 — 2y¢) ((ya + e )75 — (T4 + 20)Ys)
— (Ya +yc — 2ys) <(?/A +yp)rc — (x4 + $B)yc>
=Ya (yAwB + 2ycrp — Tayp — 20cyp — YaTo + iE‘AZJc)
+YB (?JAOCB — YoTp — Tayp + Toyp + 2YyaTo — 2$Ayc)
+ Z/C( —2Yyaxrp — Ycxp +2xaYp + TcYp — Yalc + $Ayc>
=Ya (yAJEB — TAYB — YaTc + SCAyc)
+YB (yAOCB —Ycxp — TayYB + Ic@/;;)
+ Z/C( —Ycxp +TcyYB — YaZc + xAyC)

:yA( —XTAYB + TaYo + TYA — ToYa — TRYc + Loy ) + TBYAYC — ToYAYB
=x/3

+ yB( —ZTAYB T YA — TYc + Toyp + TaYc — SUC?JA) — TAYBYc + TcYaYB
=x/3

+ yc(xAyc —IpYc — TcYa + xcYp — Tayp + xByA) + X AYBYc — TBYAYC
=x/3

*

=(ya +yp + yc)3

Soyez extrémement bien organisé pour mener ce type de calcul. Regroupez les termes
similaires, sans en oublier, et faites apparaitre les expressions déja utilisées (ici x)
afin de simplifier.
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Ainsi, I'unique solution du systeéme linéaire est :

* Yya +ys + Yo
*y:(yA+yB+yC)§ <~ y:f

(ya+yp —2yc)r — (xa + 25 — 220)y = (Ya + yp)rc — (a + 2B)yc
< (Yya+yp —2yc)r = —TaYc — TpYc + Tcya + Tcyp
+ivalya +ys +ye) + 2x5(ya + ys +yo) — 2xc(ya + Y5 + yo)
= 2xa(ya+ys — 2yc) + 328(ya + Y5 — 2yc) + 32 (Ya + Y — 2y0)

= s(@a+ap+ac)(ya+ys — 2yc)
Tpa+axp+ 20

< =
v 3

zatrpt+arc YATYBFYC )
3 ’ 3 :

Par conséquent, les coordonnées du centre de gravité sont égales a (

On reconnait la moyenne des coordonnées des sommets du triangle ABC'. Le centre
de gravité est donc une généralisation a trois points du milieu de deux points.

Exercice 8. On considére les points A(3,—2), B(—5,4) et C(3,4). Déterminer une équation cartésienne

du cercle circonscrit au triangle ABC, c’est-a-dire du cercle passant par les trois sommets de ABC'.

» On cherche une équation cartésienne de la forme :
2 +y*+ar+by+c=0 ou(a,b,c) € R®sont trois constantes a déterminer.

On raisonne par analyse-syntheése pour trouver les constantes a, b et c.
Analyse. On veut que le cercle passe par A(3, —2) donc que :

9+4+4+3a—2b+c=0 < 3a—2b+c=—13.

De méme, pour que le cercle passe par B(—5,4) et C(3,4), on obtient les conditions nécessaires
suivantes :

2564+16—-5a+4b+c=0 < —da+4b+c=—-41
9+16+3a+4b+c=0 <= 3a+4b+c=-25

Il suffit donc de résoudre le systeme linéaire suivant :

c+3a—2b=—13 - c ~13
c—ba+4b=—-41 <= | 1 —5 4 a —41 | Ly + Ly — Ly

3 — ¢ —13

= 6 (a = | —28

0 b ~12

On obtient un systeme linéaire échelonné de rang maximal égal a 3 qui admet une unique solution égale
a:
60 =—12 < b= -2
28 + 6b
—8a+6b=—-28 <= a= il =2

c+3a—2b=—-13 <— ¢=—-13—-3a+2b=-23

Synthese. D’apres les calculs de 'analyse, une équation cartésienne de cercle circonscrit au triangle
ABC est :

v+ 20 -2y —23=0|
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Exercice 9 Soient A(xa,ya) et B(xp,yp) deux points distincts. Déterminer [’ensemble des points M tels
que MA. M§ = \ en fonction des valeurs du parametre X € R et des coordonnées de A et B.

- — —
» On note M (z,y) les coordonnées du point M dans le repére orthonormé (O, i, ) Ona MA =
— = o B — —
(a—a)i +(ya—y)j et MB=(xp—x)i +(yp—y)j donc:

—
MAMB =(za—x)(xg — )+ (ya —y)(ysp — y)
=v47p — (14 +28)T + 22 + yays — (ya +ys)y + v

—o? — 2 (agem) g 1 (ocA+zB)2 _ (%)2
=2 (s () - ()
+2a%p + Yayp
:(;p—%)%r(y—%f
— i(:pi + 20478 + 0% + Y4 + 2yays + yB — 4T ATB — 4yAyB)
:(x—%)%r (y—y“"gyB)Q—i((SCA—QIB)QJF(yA—yB)Q)-
=[| A"

Par conséquent :
MAME = ) < (z - —””A;””Bf +(y - —“?B)Q =+ iABz.

On reconnait une équation cartésienne qui dépend des valeurs du parametre A.

1°* cas 1 A + iAB2 <0 <= )\ < —AB?/4. Alors l’équation cartésienne n’a pas de solutions, donc
I’ensemble est vide.

2°cas : A+ iAB2 =0 <= )\ = —AB?/4. Alors I'équation cartésienne admet une unique solution

(ZL‘, y) — (JCA;QCB’ yAé‘?JB)
3°cas: A+ iAB2 >0 <= )\ > —AB?/4. Alors on reconnait ’équation cartésienne d’un cercle de
centre (%, %), c’est-a-dire le milieu du segment [AB], et de rayon /A + iABZ.

Finalement :

, donc I'ensemble est le singleton contenant le milieu du segment [AB].

0si\<—AB?/4
{M \ MAMB = )\} = {milieu de [AB]} si\=—AB?/4 _
le cercle de centre le milieu de [AB] et de rayon /A 4+ $AB? sinon

En particulier pour A = 0 on reconnait le cercle de diamétre [AB] car son rayon

est égal a \/AB?/4 = AB/2. Autrement dit, ’ensemble des points M tels que le
A ot B

triangle AM B est rectangle en M (car M A et M B sont orthogonaux) est le cercle

de diamétre [AB].

Exercice 10. On considére les points A(—1,4,1) et B(3,0,5). Déterminer une représentation paramétrique
du plan 11 perpendiculaire a la droite (AB) et passant par le milieu du segment [AB].

» Les coordonnées du milieu du segment [AB] sont égales a (1,2,3). On raisonne par analyse-synthese
pour chercher deux Vecteurs dlrecteurs non colinéaires du plan II.
Analyse. Soit U =a Z + 5 7+ k un Vecteur dlrecteur de II. Puisque le plan II est perpendiculaire a

la droite (AB), les vecteurs AB =47 —47 Jj +4 k et  sont orthogonaux. On en déduit que :

4o —464+4y=0 donc a—p(F+y=0.
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(1,1,0) ou pour (a, B,7) = (0,1, 1).
D’apres les calculs de 'analyse, U et W’ sont

La relation est par exemple vérifiée pour («, 3, 7)
S

Synthése. On pose @ = ¢ + j et €' = j +

orthogonaux a E et donc des vecteurs directeurs de II. De plus :

8,7) =
T+E.

[1]0 (1] 0 (1] o
rang | 1 1 | Ly <+ Ly — Ly =rang 0 = rang O =2
01 0 1 L3%L3—L2 0 0

Par conséquent, les vecteurs directeurs U et W' sont non colinéaires. Finalement, une représentation
paramétrique du plan II est :

r=1+t
M:{y=2+t+t ,(tt) R
z=3+1

Exercice 11. Déterminer des équations cartésiennes du plan 11 de l'exercice 10 et du plan (ABC') de
lexemple précédent [’exercice 10 (page 19).

- = >
» Puisque le plan IT est perpendiculaire a la droite (AB), 1@ =44 —4j5 +4k est un vecteur normal
a II. Une équation cartésienne de II est donc de la forme :

dr — 4y + 424+ d=0 oud € R est une constante a déterminer.
De plus, II passe par le milieu I(1,2,3) de [AB]. Donc :
4—-8+124+d=0 <= d= -8

On en déduit qu’une équation cartésienne de II est de la forme :

H:4x—4y—|—4z—8:()‘.

Pour le plan (ABC') de I'exemple précédent 'exercice 10, passant par les points A(1,2, —3), B(4, —5,6)
et C(—7,8,9), on commence par c_h)ercher un vecteur normal par analyse-synthese.

- =
Analyse. Soit @ =a i +bj +ck un vecteur normal du plan (ABC). Donc 7 est orthogonal aux

- = = - = o
Vecteursfﬁziii —-775 4+9k et@:—éﬂ +67 4+ 12 k. Donc on veut que :

Ba—Th+9c=0 _ (3 =79\ (] _(0)Li¢3Li+Ls
—8a+6b+ 12¢ = 0 —8 6 12 —\o

(1] 1539\ (%) _ (0
= (—8 6 12) (7] 7\0) Lo+ Lo+ 5L,
— ( —15 39) Z :<0>
0 [-114]324 ) | | 0

On obtient un systeme linéaire échelonné de rang égal a 2 qui admet une infinité de solutions de la

forme :
54
—114b+324c =0 <= b= —c
19 N
,ou ¢ € R est une constante quelconque.
810 69
a—150+39c=0 <= a= 1—9—39 CZEC

— — —
Synthese. On pose =694 + 54 j + 19 k. D’apres les calculs de I'analyse (en posant ¢ = 19), T est
un vecteur normal au plan (ABC') qui admet donc une équation cartésienne de la forme :

692 + 54y + 192 +d =0 ou d € R est une constante a déterminer.
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Puisque (ABC') contient le point A(1,2,—3), on en déduit que :
69+108 —57+d =0 < d = —120.

Finalement, un équation cartésienne du plan (ABC) est de la forme :

(ABC) : 692 + 54y + 192 — 120 = 0|,

Exercice 12. Déterminer la distance entre le point M(3,—4,5) et le plan passant par les points A(1,1,0),
B(-2,3,2) et C(—2,1,1), c’est-a-dire la distance entre M et le projeté orthogonal H de M sur (ABC).

» On commence par déterminer une représentation cartésienne du plan (ABC') en cherchant un vecteur
normal par analyse-synthese.
Analyse. Soit W =a ¢ +bj + ck un vecteur normal du plan (ABC'). Ainsi 7 est orthogonal aux

- = > - =
vecteurs@:—?)i +25 +2k et/ﬁ:—Bi + k. Donc on veut que :

a
—3a+2b+2c =0 [=3j22) [, ] _ (0
c L2<—L2—L1

—3a+c=0 -3 01 0

— (B2 (6] ()
b | =
(S e) =6

On obtient un systéme linéaire échelonné de rang égal a 2 qui admet une infinité de solutions de la

forme :
c
—20—c=0 b:_§
,ou ¢ € R est une constante quelconque.
—c+2¢c ¢
—3a+2b+2020<:>a: 3 :g

- = =
Syntheése. On pose 0 =24 —3 4 + 6k . D’aprés les calculs de 'analyse (en posant ¢ = 6), 7 est un
vecteur normal au plan (ABC') qui admet donc une équation cartésienne de la forme :

2 —3y+62+d=0 oudée€R est une constante a déterminer.
Puisque (ABC') contient le point A(1,1,0), on en déduit que :
2-34+0+d=0 < d=1.
Finalement, un équation cartésienne du plan (ABC') est de la forme :
(ABC) : 2z —3y+6z+1=0.

On cherche maintenant les coordonnées du projeté orthogonal H de M sur (ABC') par analyse-synthese.
Analyse. On note H(zg,yy, zi) les coordonnées de H. Puisque H € (ABC'), on sait que :

22y — 3yy + 625 +1=0.

De plus, puisque H appartient aussi a la droite perpendiculaire & (ABC') passant par M, on veut que
% — —

MH = (z —3) i + (yg +4) j + (zi — 5) soit un vecteur normal a (ABC), donc que les vecteurs 77
et M ﬁ soient colinéaires. Or :

$H—3 LL'H—3
rang | =3 yg +4 | Lo+ 2Ly +3Ly =rang | 0 3Bzyg+2yy —1
6 Zg — O L3+ L3 — 3L, 0 —3ry + 2y +4
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Pour que les vecteurs et M ﬁ soient colinéaires, il suffit donc que 3xg+2yg—1 = -3z +2y+4 = 0.
Par conséquent, on veut que les coordonnées de H soient la solution du systéme linéaire suivant :

20y — 3y + 62 +1 =0 2] =36\ [zn —1
3tg+2yp—1=0 <= [ 3 20| |yg|=| 1 | Ly 2Ly—3L,
-3 6 T —1
«— |0 —18 | |yu | =] 5
0 —9 20 Zi —11) Ly + 13L3+ 9L,
-3 6 Ty ~1
— |0 ~18||lys |=]| 5

0 0 [98]) \zm —98

On obtient un systeme linéaire échelonné de rang maximal égal a 3 qui admet une unique solution égale
a:
9z =—-98 <— zyp=-1

5—18
13yH—182H:5 < szliz—l

—1-3+6

5 =
Synthése. On pose le point H(1,—1,—1) qui est le projeté orthogonal de M sur (ABC) d’apres les
calculs de 'analyse. On en déduit que la distance entre M et (ABC) est égale a :

MH = |MH| = /(1 =372+ (1 + 42 + (-1 - 5) = VA0 = [7]

20y — 3yy + 6z = —1 < xy =

Exercice 13. On considére les points A(0,2,1), B(1,-2,0), C(1,2,2), A'(—1,-1,3), B'(-2,1,3) et
C'(—3,1,2). Montrer que les plans (ABC) et (A'B'C") sont paralléles puis calculer la distance les
séparant.

» On commence par chercher des vecteurs normaux aux plans (ABC) et (A’, B’,C") par analyse-
synthese.

%
Analyse. Soit W =a i + b j +c k’ un Vecteur normal du plan (ABC). Ainsi 7 est orthogonal aux

_>
vecteursﬁ— i —45 — k etz@— v+ k Donc on veut que :

a—4b—c=0 — —4—1 Z (0
a+c=0 1 0 1 c —\0 LQ%LQ—Ll

= ([F@))-()

On obtient un systéme linéaire échelonné de rang égal a 2 qui admet une infinité de solutions de la

forme :
+2=0 < b=—
2 ,ou ¢ € R est une constante quelconque.
a—4b—c=0 < a=—-2c+c=—c

—> — - C e, =/ — —

De méme pour W =di i—)b’ j 4+ k un vecteur normal au plan (A’B’C”) dirigé par A’B' = — i +2 j
—> _>

et A'C' = 22 +2j — k, on veut que :

/
—d 2 =0 ([=1]2 0\ () _ (0
—2@'—1—21)’—6' =0 -2 2 -1 o - 0 L2<—L2—2L1
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donc : .
c

22 - =0 <= V=,
2 ,ou ¢ € R est une constante quelconque.
—ad +20 =0 <= d =-(

Synthese. On pose W= —2i — Jj + 2k. D’apres les calculs de l'analyse (en posant ¢ = 2 et

¢ = 2), T est un vecteur normal & la fois au plan (ABC) et au plan (A’B'C’). On en déduit que

‘ (ABC) et (A’'B'C") sont paralleles ‘ Pour calculer la distance les séparant, il suffit de déterminer les

coordonnées du projeté orthogonal H de A sur (A’B’'C") par analyse-synthese.
Analyse. On note H(xy,yu, zy) les coordonnées de H. Puisque H € (A’B'C"), on sait que les vecteurs

> —
A'B' AC" et AH = (xg + 1)7> + (ym + 1)7> + (2 — 3) k sont coplanaires. Or :

(1] -2 ag+1 [—1] -2 zy + 1

rang | 2 2 yg+1| Lo Ly+2L; =rang| 0 22y +yu +3
0 -1 zg—3 0 -1 Zg — 3 Ly <« 2L3— Ly
[—1] =2 zy+1
=rang | 0 Ty +yg +2

Pour que les vecteurs A’B’, A'C" et A’H soient coplanaires, il suffit donc que —2x — yg +2zg —9=0.

On obtient une équation cartésienne du plan (A'B'C") : =20 —y+22—9=0. On

. , , — N
peut donc vérifier la cohérence de ce résultat avec le vecteur normal 1, ou a [’aide
des coordonnées des points A', B" et C'.

De plus, puisque H appartient aussi a la droite perpendiculaire a (A’B’C”) passant par A, on veut que

AH =251 + (yg —2) J + (2 — 1) soit un vecteur normal a (A’B'C"), donc que les vecteurs 7 et

Aﬁ soilent colinéaires. Or :

TH TH

rang | —1 yg —2 | Lo+ 2Ly — Ly =rang 0 —ry+2yg —4
2 zg — 1 Ly <+ L3+ L4 0 rg+zg—1

Pour que les vecteurs et ﬁ soient colinéaires, il suffit donc que —xy +2yg —4 =2y + 25 —1=0.
Par conséquent, on veut que les coordonnées de H soient la solution du systéme linéaire suivant :

—2xy —yu + 22y — 9 =0 [—2] 12\ [zx 9
[—2]-1 2\ [zn 9
= | 0 [5]-2]||wn|=
ZH
Th

-1
0 -1 4 11 L3<—5L3+L2
—1 2 9
= | 0 2| lyu]|=]-1
0 0 Zn 54
On obtient un systeme linéaire échelonné de rang maximal égal a 3 qui admet une unique solution égale
a:
182y =54 <— zy =3
—-14+6
5yH—22H:—1<:>yH: 5—‘[_ =1
—-9—-1+4+6
2y —yy + 22y =9 <~ ZL‘H:2_|—:—2
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Synthese. On pose le point H(—2,1,3) qui est le projeté orthogonal de A sur (A’B'C") d’apres les
calculs de l'analyse. On en déduit que la distance séparant les plans paralleéles (ABC') et (A’'B'C") est

égale a :
AH =|[AH| = (-2 =02+ (1 -2 + 3 - 1)2 = VO =[3]

Exercice 14. On considere les points A(1,2,—3), B(4,—5,6), A'(9,8,—7) et B'(6,—5,4). Montrer que

les droites (AB) et (A'B’) sont ni paralléles, ni sécantes.
. Ny B3 77 o7 L .y

» La droite (AB) est dirigée par le vecteur AB =317 — 77 +9k, et la droite (A’'B’) est dirigée par

H %

le vecteur A’'B’ = —37 — 137> +11k.Or:

-3 3 -3
rang | —7 —13 | Ly < 3Ls+ 7Ly =rang | 0 =rang | 0 = 2.

9 11 L3 — Lg — 3L1 0 20 L3 — 3L3 + LQ 0 0

On en déduit que 1@ et A’ B’ ne sont pas colinéaires, et donc que | (AB) et (A’B’) ne sont pas paralléles |.
De plus, on a des représentations paramétriques de (AB) et (A’B’) de la forme :

x=1+3t x=9-—3t
(AB):qy=2-Tt ,teR et (AB):qy=8-13t" ,t'eR.
z=-3+0t z= =T+ 11¢

Attention : le paramétre de (AB) ne représente pas la méme chose que le paramétre
de (A'B'). Il est donc nécessaire d’utiliser des noms de variables différentes.

L’intersection des droites (AB) et (A’B’) est donc 'ensemble des points M(x,y, z) qui vérifient :

r=14+3t=9-3t << 3t+3t/ =8
y=2—-Tt=8—-13t/ < —Tt+13t' =6
2=—-34+9%=-T+11t << 9t —11t = -4

Or on a d’apres la méthode du pivot de Gauss :

3t + 3t =8 3 . 8
—Tt+ 13t =6 < | -7 13 ()z 6 | Lo+ 3Ly + 7L,
3 8

PR
—28 ) L3+ 3L3+ Lo

3] 3 . 8
0 601) 1)
0

| 7
!
t ~10

On obtient un systeme linéaire échelonné de rang égal a 2 avec une équation auxiliaire non compatible
qui n’admet pas de solutions. On en déduit que | (AB) et (A’B’) ne sont pas sécantes|.

Exercice 15. Déterminer des équations cartésiennes des droites (AB) et (A'B’) de l’exercice 14.
» On cherche deux vecteurs DOTIMANX Non colinéaires de (AB) par analyse-synthese.
Nt
Analyse. Soit W =a i +bj +ck un vecteur normal de la droite (AB). Donc 77 est orthogonal au

%
vecteur 1@ :3? —7?+9k. Donc on veut que :
b —9 7
3a—Th+09c=0 = a="— C:§b—3c

<= (a,b,c) = (7s — 3t,3s,t) o (s,t) € R? sont deux constantes quelconques.
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- = —
Syntheése. Onpose W =714 437 et W' = —317 + k qui sont deux vecteurs normaux de (AB) d’apres
les calculs de I'analyse (en posant (s,t) = (1,0) et (s,t) = (0,1)). De plus, on a :

7 -3\ L & Ly 0 3]0
rang [ 3 0 | Ly <> L3 =rang| 0 =rang | 0 = 2.
01 LgHLl 7T =3 L3(-L3—%L1+3L2 0 0

On en déduit que 77 et 7' sont non colinéaires. Donc une représentation cartésienne de (AB) est de la
forme :

(AB) : { —7;:13133—?5 B 8 ot (d,d") € R? sont deux constantes a déterminer.

Puisque (AB) contient le point A(1,2,—3), on en déduit que :

7T+6+d=0 << d=-13
—-3-3+4+d = = d =6.

Finalement, une représentation cartésienne de la droite (AB) est de la forme :

Tz +3y—13 =0
(AB)'{ —3r+z2z4+6=0/

— — — —
On raisonne de méme pour la droie (A'B’) dirigée par A’'B’ = =3¢ — 135 + 11k. On pose
- = —
W'=1347 —3j et " =117 +3k.Ona:

— —
" AB =13 x (=3) =3 x (=13)4+0x11=0, 7" AB =11x (=3)+0x (=13)+3x 11 =0

13 11\ Ly + Lo [=3] 0 =3] 0

et rang| —3 0 | Ly <> Ly =rang| 0 =rang | O = 2.
0 3) Ly Ly 13 11) Ly« Ly + 2L, — 4L, 0 0
On en déduit que 7" et 7" sont deux vecteurs normaux non colinéaires de (A’B’) qui admet donc

une représentation cartésienne de la forme :

. "o_
(A'B') : { 11135—{— ;j:j,, B 8 ot (d”,d") € R? sont deux constantes a déterminer.
Puisque (A’B’) contient le point B’(6,—5,4), on en déduit que :

8+15+d" =0 < d'"=-93
66 +124+d"=0 = d"=-T8.

Finalement, une représentation cartésienne de la droite (A’B’) est de la forme :

o . 13x—3y—93=0
(AB)'{11x+3z—78=O ‘

Exercice 16. On considere les points A(5,7,1), B(=7,—12,3), C(-2,5,—16), D(6,0,3) et E(—6, —14, —10).
A laide d’équations cartésiennes, déterminer l'intersection du plan (ABC') et de la droite (DE).
» On cherche une équation cartésienne du plan (ABC') de la forme :

(ABC) :azx +by+cz+d=0 ou (a,b,c,d) €R*sont quatre constantes & déterminer.
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On raisonne par analyse-synthése pour trouver les constantes a, b, ¢ et d.
Analyse. Puisque A(5,7,1) appartient a (ABC'), on veut que :

5a+T7b+c+d=0.
De méme, puisque B(—7,—12,3) et C(—2,5, —16) appartiennent a (ABC'), on veut que :
—T7a—12b+3c+d=0 et —2a+5b—16¢c+d=0.

Donc :

d+c+7+5a=0
d+3c—12b—T7a =0
d—16c+5b—2a =0

S5a+Tb+c+d=0
—T7a—12b+3c+d =0 <=
—2a+5b—16c+d =0

11 7 5 f 0
1 =16 5 =2 a 0/) L3+ L3 — 14
o1 7 f 0

— |0 El—w-42 b 0
0 -17 =2 =7/ { 0) Ly < 2Ly +17L,
i1 7 i 0

|0 —19 —12 , =10
0 0 [=327]-218/ | 0

On obtient un systeme linéaire échelonné de rang égal a 3 qui admet une infinité de solutions de la
forme :

218 2
L 397h— 2184 = 0 = h— g — _=
¢ 3077 T3¢

1 1
2¢c =190 — 12a <= c= 5 <—338a + 12(1) = —ga ,oll a € R est une constante quelconque.

1 14
d+c+7+5ba=0 < d:§a—|—§a—5a:0

Synthese. On pose a = 3, b = —2, ¢ = —1 et d = 0. D’apres les calculs de 'analyse, une équation
cartésienne du plan (ABC') est de la forme :

(ABC) : 3z —2y — z = 0|,

%
La droite (DE) passe par D(6,0, 3) et est dirigée par ﬁ = —12?—147—13 k . Donc une représentation
paramétrique de la droite (DFE) est de la forme :

z=06—12t
(DE):{ y=—14t teR.
=313t

On remarque que si M(z,y, z) appartient a (DE) alors :
Tr =42 —6 x 14t =42+ 6y donc Txr—6y—42=0

et 13z =78—-12x 13t =78 —12(3 —2) donc 13z — 12z —42=0.
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De plus, on a :

7 13\ Ly ¢ Ly 0 0

rang | =6 0 Ly<+y Ly =tang | 0 =rang| 0 |[—12||=2.
0 —12) Ly Ly 7 13 ) Ly Ly+ tLi+ 3L, 0 0

Par conséquent, on a bien trouvé une représentation cartésienne de la droite (DE) de la forme :

) Tx — 6y —42 =20
<DE)'{1395—12Z—42:0 '

L’intersection du plan (ABC') et de la droite (DE) est donc 'ensemble des solutions du systeme

linéaire :
3r—2y—2=0 —2—2y+3x =0
Tr—6y—42 =0 <— —6y + Tx = 42
13x — 122 —42 =0 —12z + 13z = 42
—1]-2 3\ (= 0
— 0 —67 y | =142

0 24 -23

1] 2 3
— | 0 |-6]7
0 0 [5]

On obtient un systeme échelonné de rang maximal égal a 3 qui admet une unique solution égale a :

= | 0 7 42
42 L3<—L3+4L2
0

=| 42
210

1] —2 3 z 0
Y
X
z
Y
X

b =210 <— x =42

7x 42 — 42
6y + Tr = 42 y:%zéﬁ

—2—2y+3r=0 <= 2z2=-2x42+3x42 =42

Finalement, on en déduit que |le plan (ABC) et la droite (DFE) s’intersectent en un unique point de

coordonnées (42,42,42) |.
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