Corrigé du découpage d’une pasteque

Une classe décide de se partager une pasteque en la découpant de part en part a ['aide d’un grand
couteau. Les étudiants souhaitent déterminer le nombre minimal de coups de couteau a réaliser pour que
chacun d’entre eux regoive au moins un morceau de pastéque (pas nécessairement de méme taille).

On modélise la pastéque par une sphere, et chaque coup de couteau par un cercle sur sa surface. Aprés
n coups de couteau, les cercles forment un graphe sur la sphére constitué d’un nombre s, de sommets (d
Uintersection des cercles), d’un nombre a, d’arétes (les arcs de cercles joignant deux sommets) et d’un
nombre f, de faces (égal au nombre de morceaux de pastéque). Ainsi f1 = 2.

Pour les trois premiéeres parties du probleme, il est demandé d’illustrer les raisonnements et les réponses
par des figures.

Partie I - Questions préliminaires

1. Déterminer fo dans le cas ou les cercles formés par les deux coups de couteau sont disjoints.

» Si les deux cercles formés par les deux coups de couteau sont disjoints alors la pasteque est

découpée en trois morceaux. Donc .
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2. Déterminer s9, as et fo dans le cas ou les cercles formés par les deux coup de couteau s’intersectent.
» Dans ce cas, on a‘SQ = 2‘, ‘ag 24‘et ‘f2 :4‘,

Dans toute la suite de ce probleme, afin de minimiser le nombre de coups de couteau, on considére seulement

le cas oi chaque paire de cercles s’intersecte (on pourra par exemple supposé que chaque coup de couteau
passe par le centre de la sphére et donc que chaque cercle est de rayon mazimal).
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3. Déterminer sz, as et f3 dans le cas ou le troisiéme coup de couteau passe par les intersections des
cercles formés par les deux premiers coup de couteau.

» Dans ce cas, ona‘33:2‘,‘a3:6‘et‘f3:6‘.

&

4. Déterminer sz, as et fs dans le cas ou le troisiéme coup de couteau ne passe par aucune intersection
des cercles formés par les deux premiers coup de couteau.

» Dans ce cas, ona‘s;;:ﬁ‘?‘ag:12‘et‘f3:8‘.

£

On peut aussi représenter seulement 'hémisphére nord (en fixant pour équateur un cercle formé
par un coup de couteau) vue de dessus :

dh
N

On obtient 5 sommets, 8 arétes et 4 faces. Par symétrie, on obtient les mémes nombres dans
I’hémisphere sud. Or les 4 sommets et les 4 arétes situés sur I’équateur sont comptés deux fois. On
retrouve bien que :

S3=5+4+5—-4=6, a3=8+8—-4=12 et fy3=4+4=28.

Dans toute la suite de ce probleme, afin de minimiser le nombre de coups de couteau, on considére seulement
le cas ou chaque cercle ne passe par aucune intersection de deux autres cercles.
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5. Déterminer sy, ay et fy.
» De méme qu’a la question précédente, on peut représenter I’hémisphere nord (en fixant pour
équateur un cercle formé par un coup de couteau), vue de dessus :

On obtient 9 sommets, 15 arétes et 7 faces. Par symétrie, on obtient les mémes nombres dans
I’hémisphere sud. Or les 6 sommets et les 6 arétes situés sur I’équateur sont comptés deux fois. On
en déduit que :

$3=949-6=12, a3=15+15—-6=24 et [f3=7+7=14.

Ainsi ‘34 =12

s =24]et| £, = 14]

Partie II - Théoréme de Descartes-Euler

Le but de cette partie est de démontrer un théoréeme général de théorie des graphes : tout graphe sur
une sphére vérifie la relation ’ s—a+ f= 2‘ ot s est le nombre de sommets, a le nombre d’arétes et [ le
nombre de faces.

Pour cela, on fize un graphe quelconque sur une sphére, puis on lui retire une face en la découpant. On
déforme ensuite la sphére sans la déchirer en étirant le trou ainsi formé, afin de l'aplatir et la déposer sur
un plan. On obtient alors un graphe dans le plan ayant s = s sommets, a’ = a arétes et [’ = f — 1 faces.
Enfin, on modifie ce graphe planaire a l'aide d’opérations décrites dans les questions suivantes.

6. Pour chaque face ayant plus de trois cotés, on ajoute une aréte reliant deux sommets qui ne sont
pas déja reliés par une aréte. Que devient la quantité s' —a’ + ' 7 On répéte cette opération jusqu’d
ce que toutes les faces aient exactement trois cotés.

» A chaque opération, on ajoute une aréte (donc @’ devient a’ + 1), on crée deux faces a partir
d’une seule (donc f” devient f’+ 1), mais on ne modifie pas le nombre de sommets (donc s’ reste

égal & §'). La quantité s’ — a’ + f’ reste donc car :

sS—(d+D)+(f+1)=5—d+ f.
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7. Pour chaque face ayant un seul coté a la frontiére du graphe (c’est-a-dire une aréte ne séparant pas
deuz faces), on supprime laréte formant ce coté. Que devient la quantité s' —a’ + f' ¢

» A chaque opération, on supprime une aréte (donc @’ devient @’ — 1) et une face (donc f” devient
f'—1) mais on ne modifie pas le nombre de sommets (donc s reste égal a s’). La quantité s’ —a’+ f

reste donc |inchangée | car :

s—@-1D)+(f-1)=§—-d+f.

—

8. Pour chaque face ayant deux cotés a la frontiere du graphe, on supprime les deux arétes formant
ces cotés ainsi que leur sommet commun. Que devient la quantité 8" —a’ + f' ¢

» A chaque opération, on supprime deux arétes (donc o’ devient a’ —2), un sommet (donc s’ devient
s' — 1) et une face (donc f" devient ' —1). La quantité s’ — a’ + f’ reste donc car :

(s =1)—(d=2)+(f—1)=s—d + [

%_,

9. On répéte les deux opérations précédentes jusqu’a n’avoir plus qu’une seule face. Conclure.
» Lorsqu’on n’a plus qu'une seule face, on a 8’ = 3, a’ =3 et f/ =1, donc: s —d + f = 1.
Puisque la quantité s’ — a’ + f’ ne change pas durant toutes les opérations effectuées (d’apres les
résultats des questions précédentes), elle est donc constante égale a 1. Or on a avant de commencer
les opérations :
s—d+fl=s—a+(f-1)=(s—a+[f)—1

donc (s —a+ f) — 1 =1. On en déduit bien la relation de Descartes-Euler :

‘s—a+f:2L

10. Application : est-il possible de concevoir un ballon de football en cousant des piéces de cuir qui sont

toutes hexagonales ¢ Indication : raisonner par l’absurde en exprimant s, a et f en fonction de
nombre N de piéces de cuir.
» Par ’absurde, on suppose qu’on peut concevoir un ballon de football en cousant /N pieces de cuir
qui sont toutes hexagonales. Les coutures forment alors un graphe sur la surface sphérique du ballon
ayant s sommets, a arrétes et faces. Puisque chaque face est hexagonale, il y a 6f = 6N
arétes aux cotés des faces. Mais chaque aréte est comptée deux fois car elle est commune a 2 faces.
Par conséquent, 6/N = 2a et donc . De méme, il y a 6f = 6N sommets aux coins des faces
qui sont chacun commun a 3 faces. Par conséquent, 6/N = 3s et donc . D’apres le théoreme
de Descartes-Fuler, on en déduit que :

2=s—a+f=2N—-3N+N=0

ce qui est absurde. Il n’est donc | pas possible| de concevoir un ballon de football avec seulement

des pieces de cuir hexagonales.
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Si on regarde attentivement un ballon de football, on remarque qu’il est constitué
de 32 pieces de cuir : 20 hexagonales et 12 pentagonales. Les coutures forment
un graphe de 60 sommets (chacun commun a 3 faces), 90 arétes et 32 faces,
vérifiant bien la relation de Descartes-Euler : 60 — 90 + 32 = 2.

Partie III - Résolution du probleme

On fize un nombre k > 1 de coups de couteau et on réalise un coup de couteau supplémentaire.

11.

12.

15.

1.

Dénombrer les points d’intersection entre le cercle formé par le nouveau coup de couteau et les k
cercles précédents. En déduire sy 1 — s en fonction de k.

» Puisque chaque paire de cercles s’intersecte (par hypothese de I’énoncé pour minimiser le nombre
de coups de couteau), le nouveau cercle va intersecter chaque cercle précédent en deux points, créant
ainsi 2k points d’intersection. De plus, aucun de ces 2k points d’intersection n’étaient déja comptés
parmi les s sommets précédents car le nouveau cercle ne passe par aucune intersection des cercles
précédents (par hypothese de I’énoncé pour minimiser le nombre de coups de couteau). On en déduit

que Spi1 = Si + 2k et donc ‘skﬂ — s, = 2k|.

Les deux hypotheses de 'énoncé sont nécessaires pour justifier ce raisonnement.
N’oubliez pas de les citer.

Combien d’arétes se rejoignent en chaque sommet ? En déduire une relation entre ay et sp, puis
ap11 — ay en fonction de k.

» Puisque chaque cercle ne passe par aucune intersection de deux autres cercles (par hypothese de
I’énoncé, pour minimiser le nombre de coups de couteau), chaque sommet est le point d’intersection
de 2 cercles. On en déduit que ‘4 arétes se rejoignent en chaque sommet ‘ Au total, il y a donc
4s) arétes qui se rejoignent aux sommets. Mais chaque aréte est comptée deux fois car elle joint 2
sommets. Par conséquent, 4s;, = 2a;, et donc . D’apres le résultat de la question précédente,
on en déduit que :

Ap+1 — A = 28k+1 — QSk = 2(8k+1 — Sk) = 2(2]{3) = .

Comme a la question précédente, n'oubliez de citer I’hypothése nécessaire a ce
raisonnement.

A Uaide du théoréme de Descartes-Euler, exprimer fr1 — fr en fonction de k.
» D’apres le théoreme de Descartes-Euler, on a :

Sg—ap+ fr =2 donc fp=2—sp+a, etdeméme fri1=2— S+ apyi1
On en déduit que :
ferr = fr = (2 = sky1 + argr) — (2 — s+ ax)

= —(Sk41 — 8k) + (a1 — ag)

= —2k + 4k d’apres les résultats des questions précédentes

:.

En calculant Y721 (frsr — fr) de deur maniéres différentes, déterminer f, en fonction de n.

» On a:
n—1 n—1
Z( frerr — fu) = Z 2k d’apres le résultat de la question précédente
k=1 k=1
n—1
=2> k par linéarité
k=1
n—1)(n—-1+1
= 2( I 5 +1) en reconnaissant la somme des premiers entiers
=n?—n
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D’autre part :

n—1
Z( fre1 — fx) = fu — fi en reconnaissant une somme télescopique
k=1

= fn—2 car f; =2.

On en déduit que :

fo=n>—n+2|

15. Résoudre le probleme pour une classe de 42 étudiants.

» D’apres le résultat de la question précédente, on peut dresser le tableau des valeurs de f,, pour
les premieres valeurs de n :

n|11213/4]5|6|7[8]9|10
fnll214(8(14(22(32]44(58|74]92

Une classe de?? étudiants doit donc réaliser au minimum ‘ 77 coups de couteau‘ pour que chaque
étudiant regoive au moins une part.

Vérifiez la cohérence de vos résultats avec les questions précédentes. Vous devez
retrouver que f; = 2 (énoncé), fo = 4 (question 2), fs = 8 (question 4) et
fa = 14 (question 5).

Partie IV - Aux frontiéres du réel

Dans un univers parallele a quatre dimensions, une classe d’hyper-étudiants considere le méme pro-
bleme. Chaque coup de leur hyper-couteau forme a la «surfacey de leur hyper-pastéque une sphére tridimen-
sionnelle (au lieu de la vulgaire découpe circulaire bidimensionnelle de notre univers da trois dimensions).
Aprés n coups d’hyper-couteau, les sphéres délimitent un nombre h,, de solides (des «hyper-faces») égal au
nombre de morceaux quadridimensionnels de ’hyper-pastéque.

Afin de minimiser le nombre de coups d’hyper-couteau, on suppose que chaque paire de sphéres s’inter-
secte (donc selon un cercle), et que chaque sphére ne passe par aucun cercle d’intersection de deux autres
spheres.

16. Déterminer hy, hs, hs, et hy.

» Dans notre univers a trois dimensions, si chaque premier coup de couteau est réalisé orthogona-
lement a 'un des trois axes de coordonnées, chaque morceau de la pasteque est découpé en deux.

Ainsi fi = 2, fo = 2 x2 =4 (on retrouve le résultat de la question 2) et f3 = 4 x 2 = 8 (on retrouve
le résultat de la question 4).

Attention : ce raisonnement est faux a partir de n > 4 coups de couteau puisque
certains morceaur ne seront pas découpés (ainsi fy = 14 < 16 = 8 x 2). Pour
que ce raisonnement soit vrai, il est nécessaire d utiliser les axes de coordonnées.
Or il y en a seulement 3 dans notre univers a trois dimensions.

De méme, dans un univers a quatre dimensions, si chaque premier coup d’hyper-couteau est réalisé
orthogonalement a 1'un des quatre axes de coordonnées, chaque morceau quadridimensionnel de
I’hyper-pasteque est découpé en deux. Par conséquent :

hi=2| |[ho=2x2=4| [hs=4x2=8| et |hy=8x2=16]

De méme, ce raisonnement est faux a partir de n = 5 coups d’hyper-couteau.
Ainsi hs < 32 =16 x 2.
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17. Justifier que hjy1 — hy = k* — k + 2 pour tout k > 1.
» On fixe un nombre k£ > 1 de coups d’hyper-couteau et on réalise un coup de couteau supplémen-
taire.

Puisque chaque paire de sphére s’intersecte (par hypothese de I’énoncé pour minimiser le nombre de
coups d’hyper-couteau), la nouvelle sphére va intersecter chaque sphére précédente selon un cercle.
Ces k cercles forment un graphe sur la nouvelle sphére dont chaque face découpe un des solides
précédents en deux. Le nombre de morceaux quadridimensionnels de I'hyper-pastéque augmente
donc du nombre f; de faces sur la nouvelle sphere. On en déduit que Ay — hy = fi.

De plus, puisque chaque paire de sphere s’intersecte (par hypothese de I’énoncé pour minimiser le
nombre de coups d’hyper-couteau), chaque paire de cercle sur la nouvelle sphere s’intersecte. De
méme, puisque chaque spheére ne passe par aucun cercle d’intersection de deux autres sphéres (par
hypothese de ’énoncé pour minimiser le nombre de coups d’hyper-couteau), chaque cercle sur la
nouvelle sphere ne passe par aucune intersection de deux autres cercles.

N’oubliez pas de vérifier les hypotheses formulées dans la partie I pour pouvoir
appliquer le résultat de la partie II1.

On en déduit que f;, = k? —k+2 d’aprés le résultat de la question 14. Finalement, on a bien montré
que :

Vk21, hk+1—hk:k2—k—|—2.

18. En déduire h, en fonction de n.

» On raisonne comme a la question 14. On a :

n—1 n—1
> (hggr — hy) = Z(kQ —k+2) d’apres le résultat de la question précédente
k=1 k=1
n—1 n—1 n—1
= Z |~ Z k+2 Z 1 par linéarité
k=1 k=1 k=1
—1(n—-1+1)2(n—-1)+1 —D(n—-1+1
D1 DR ) D1
6 2
n—1 n—1
= (n(2n—1) = 3n+12) = T(zn2 — 4n + 12)
1 3 2 _nyoo
= 6(2n — 6n% + 16n — 12) = g(n ~3n+8) -2
D’autre part :
n—1
Z(th — hy) = h, — hy en reconnaissant une somme télescopique
k=1

=h,—2 car hy = 2.

On en déduit que :

hn:%(n2—3n+8>.

19. Résoudre le probleme pour une classe de 42 hyper-étudiants.

» D’apres le résultat de la question précédente, on peut dresser le tableau des valeurs de h,, pour
les premieres valeurs de n :

n|(112|3|4|5(6|7| 89 10
h,||214|8|16{30]52(84|128]186|260

Dans un univers a quatre dimensions, une classe de 42 étudiants doit donc réaliser au minimum
7 coups d’hyper-couteau | pour que chaque étudiant recoive au moins une part.
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’ Vérifiez la cohérence de vos résultats avec ceux de la question 16.

20. Qu’en-est-il pour une classe de 42 infra-étudiants vivant dans un autre univers paralléle a seulement
deux dimensions ¢
» Dans un univers a deux dimensions, on peut modéliser I'infra-pasteéque par un cercle, et chaque
coup d’infra-couteau par deux points opposés a la «surface» du cercle. Aprés n coups d’infra-
couteau, on obtient 2n points qui partagent le cercle en 2n arcs de cercles, et donc I'infra-pasteque
en |[2n| morceaux. Dans cet univers, une classe de 42 étudiants doit donc réaliser au minimum

‘21 coups d’infra—couteau‘ pour que chaque étudiant regoive au moins une part.

Si on note M, (d) le nombre mazximal de morceaux de pastéque obtenu aprés n coups
de couteau dans un univers a d dimensions, on a donc montré que :

My(2)=2n, M,(3)=n?+n—2 et M,(4)= g(nz —3n+8).

De plus, on a montré les relations Myi1(3) — Mi(3) = My(2) a la question 13 et
Mi1(4) — Mi(4) = M(3) a la question 17. En généralisant le raisonnement de la
question 17, on peut démontrer que :

M1 (d) — My(d) = My(d — 1).

Ainsi, en raisonnant comme d la question 14 et la question 18, on peut en déduire
M, (d) par récurrence a l'aide de M,(d — 1) :

n—1

M,(d) => My(d—1)+2 car My(d) = 2.

Par exemple, on obtient dans un univers a cing dimensions :

1

Ma(5) =

(n4 — 603 +23n2 — 18n + 24).
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