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DS no 1 de mathématiques
durée : 3 heures

Exercice 1
Le but de cet exercice est de démontrer l’existence de nombres réels x 6= 0 tel que ∀n ∈ N, xn + 1

xn
∈ Z.

1. Pour cette question, on suppose qu’il existe x ∈ R? tel que x+ 1
x
∈ Z.

(a) Soit n ∈ N. Montrer que(
xn+1 +

1

xn+1

)(
x+

1

x

)
=

(
xn +

1

xn

)
+

(
xn+2 +

1

xn+2

)
.

(b) En déduire que ∀n ∈ N, xn + 1
xn
∈ Z.

2. Montrer qu’il existe au moins un x ∈ R? tel que x+ 1
x
∈ Z.

3. Conclure.

Problème 1
Le but de ce problème est de calculer les valeurs exactes de cos

(
π
5

)
et sin

(
π
5

)
.

1. (a) Résoudre l’équation z5 = 1 d’inconnue z ∈ C. On écrira les solutions de cette équation, appelées
racines 5-ièmes de l’unité, sous forme exponentielle.

(b) Écrire les racines 5-ièmes de l’unité sous forme algébrique à l’aide des fonctions trigonométriques.
On utilisera les valeurs ce ces fonctions uniquement aux angles π

5
et 2π

5
.

2. (a) Montrer qu’il existe une unique fonction polynomiale P : z 7→ a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 + a4z
4 où

(a0, a1, a2, a3, a4) ∈ R5 telle que z5 − 1 = (z − 1)P (z) pour tout nombre complexe z.
(b) Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que

∀z ∈ C?,
P (z)

z2
= a

(
z +

1

z

)2

+ b

(
z +

1

z

)
+ c.

(c) Résoudre l’équation aZ2 + bZ + c = 0 d’inconnue Z ∈ C.
(d) En déduire les solutions de l’équation P (z) = 0 d’inconnue z ∈ C. On écrira les solutions de

cette équation sous forme algébrique à l’aide d’expressions à radicaux imbriqués.
3. En utilisant les résultats précédents, conclure en donnant les valeurs exactes de cos

(
π
5

)
et sin

(
π
5

)
.

Exercice 2
On considère l’équation suivante d’inconnue x ∈ R :⌊

2x−
√

5x− 1
⌋

= 0. (E)

1. Déterminer le domaine de définition de (E).
2. Pour tout a ∈ R, rappeler un encadrement de la partie entière de a en fonction de a.
3. Montrer que résoudre (E) est équivalent à résoudre deux inéquations qu’on déterminera.
4. Résoudre les deux inéquations obtenues à la question précédente.
5. Résoudre (E).
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Problème 2
Soit U+ l’ensemble des nombres complexes de module 1 dont les arguments sont compris entre 0 et π,
c’est-à-dire :

U+ =
{
eiθ, θ ∈ [0, π]

}
.

Le but de ce problème est d’étudier le module maximum et minimum des sommes d’éléments de U+.
1. Déterminer le module d’un élément de U+.
2. Dans cette question, on s’intéresse au module maximum des sommes d’éléments de U+.

(a) Démontrer pour tout entier n > 1 que ∀(z1, z2, . . . , zn) ∈ (U+)n, |z1 + z2 + · · ·+ zn| 6 n.
(b) En déduire le module maximum des sommes de n éléments de U+ pour tout entier n > 1.
(c) Que peut-on dire du module maximum des sommes d’éléments de U+ ?

3. Dans cette question, on s’intéresse désormais au module minimum des sommes d’éléments U+.
(a) Pour tout (α, β) ∈ R2, factoriser l’expression eiα + eiβ.
(b) En déduire le module minimum des sommes de deux éléments de U+. On donnera explicitement

deux éléments de U+ qui réalisent ce minimum.
(c) Conjecturer la valeur du module minimum des sommes d’un nombre pair d’éléments de U+.

Rédiger la démonstration de cette conjecture à l’aide d’un raisonnement par récurrence.
(d) On considère (α, β, γ) ∈ R3 tel que 0 6 α 6 β 6 γ 6 π et on pose a = α− β et b = γ − β.

i. Démontrer que

∣∣1 + eia + eib
∣∣2 = 1 + 4 cos

(
a− b

2

)
cos

(
a+ b

2

)
+ 4 cos2

(
a− b

2

)
.

ii. En déduire que
∣∣1 + eia + eib

∣∣ > 1.
iii. Conclure que

∣∣eiα + eiβ + eiγ
∣∣ > 1.

(e) Déduire de la question précédente le module minimum des sommes de trois éléments de U+.
(f) Conjecturer la valeur du module minimum des sommes d’un nombre impair d’éléments de U+.

Exercice 3
On considère le nombre réel suivant :

x =
3

√
10 + 6

√
3 +

3

√
10− 6

√
3.

1. Montrer que x vérifie l’égalité x3 = 20− 6x.
2. Montrer qu’il existe (a, b, c) ∈ R3 tel que ∀X ∈ R, X3 + 6X − 20 = (X − a)(X2 + bX + c).

Indication : on pourra choisir pour a une solution évidente de l’équation X3 + 6X − 20 = 0.
3. Simplifier x.

BCPST1A lycée Hoche 2015-2016 4 sur 141 Sébastien Godillon



Corrigé du DS no 1 de mathématiques

Exercice 1
Le but de cet exercice est de démontrer l’existence de nombres réels x 6= 0 tel que ∀n ∈ N, xn + 1

xn
∈ Z.

1. Pour cette question, on suppose qu’il existe x ∈ R? tel que x+ 1
x
∈ Z.

(a) Soit n ∈ N. Montrer que(
xn+1 +

1

xn+1

)(
x+

1

x

)
=

(
xn +

1

xn

)
+

(
xn+2 +

1

xn+2

)
.

I On a : (
xn+1 +

1

xn+1

)(
x+

1

x

)
= xn+1x+

xn+1

x
+

x

xn+1
+

1

xn+1x

= xn+2 + xn +
1

xn
+

1

xn+2

=

(
xn +

1

xn

)
+

(
xn+2 +

1

xn+2

)
.

(b) En déduire que ∀n ∈ N, xn + 1
xn
∈ Z.

L’énoncé commence par «∀n ∈ N», il faut donc penser à faire une récurrence.
D’après ce que nous venons de démontrer à la question précédente, il s’agit
très certainement d’une récurrence double.

I Pour tout n ∈ N, on note Pn l’assertion «xn + 1
xn
∈ Z». Nous allons démontrer que cette

assertion est vraie pour tout entier naturel n par récurrence double.
Initialisation : on a x0 + 1

x0
= 1 + 1

1
= 2 ∈ Z et x1 + 1

x1
= x + 1

x
∈ Z d’après l’hypothèse de

l’énoncé. Ainsi P0 et P1 sont vraies.
Hérédité : on suppose que Pn et Pn+1 sont vraies pour un entier n > 0 fixé. D’après le résultat
de la question précédente, on a :

xn+2 +
1

xn+2
=

(
xn+1 +

1

xn+1

)
︸ ︷︷ ︸
∈ Z car Pn+1 est vraie

×
(
x+

1

x

)
︸ ︷︷ ︸

∈ Z d’après l’énoncé

−
(
xn +

1

xn

)
︸ ︷︷ ︸

∈ Z car Pn+1 est vraie

∈ Z.

Donc Pn+2 est vraie. Puisque ce raisonnement est vrai pour un entier naturel n quelconque, on
vient de démontrer que «∀n ∈ N, (Pn et Pn+1) =⇒ Pn+2».
Conclusion : on en déduit d’après le principe de récurrence double que Pn est vraie pour tout
entier naturel n, c’est-à-dire que

∀n ∈ N, xn +
1

xn
∈ Z .

Soyez précis et concis dans la rédaction de vos raisonnements par récurrence,
surtout le premier de la copie. Distinguez l’initialisation de l’hérédité, indi-
quez où vous utilisez les hypothèses de récurrences dans l’hérédité, résumez
l’hérédité en montrant que vous connaissez le principe de récurrence, concluez
en citant le principe de récurrence.
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2. Montrer qu’il existe au moins un x ∈ R? tel que x+ 1
x
∈ Z.

I Si x ∈ R? est tel que x + 1
x

= n ∈ Z alors x2 + 1 = nx donc x2 − nx + 1 = 0. On reconnait une
équation du second degré de discriminant ∆ = n2 − 4. Ce discriminant est positif dès que n2 > 4
donc dès que |n| > 2, c’est-à-dire lorsque n ∈ Z \ {−1, 0, 1}. Et dans ce cas, l’équation admet au
moins une solution réelle.

Le raisonnement ci-dessus constitue l’analyse du problème d’existence. On peut
le faire au brouillon sans l’écrire sur la copie. Par contre la synthèse ci-dessous
doit apparaitre sur la copie.

Soit n ∈ Z \ {−1, 0, 1}. Alors l’équation du second degré x2 − nx + 1 = 0 admet au moins une
solution x ∈ R car son discriminant ∆ = n2− 4 est positif (car |n| > 2). On a x 6= 0 car x = 0 n’est
pas une solution de x2 − nx + 1 = 0, donc x ∈ R?. De plus x2 − nx + 1 = 0 implique x2 + 1 = nx
donc x+ 1

x
= n ∈ Z (car x 6= 0). Finalement, on obtient que

∃x ∈ R?, x+
1

x
∈ Z .

On peut aussi tout simplement remarquer que 1 + 1
1

= 2 ∈ Z donc x = 1
convient. C’est suffisant pour répondre à la question et gagner tous les points.
Ou encore x = 3+

√
5

2
car 3+

√
5

2
+ 2

3+
√

5
= 3 (x est solution de x2 − 3x+ 1 = 0).

3. Conclure.
I On a montré à la question 1 que «∀x ∈ R?,

(
x+ 1

x
∈ Z

)
=⇒

(
∀n ∈ N, xn + 1

xn
∈ Z

)
» et à la

question 2 que «∃x ∈ R?, x+ 1
x
∈ Z». Par conséquent, on obtient par déduction que

∃x ∈ R?, ∀n ∈ N, xn +
1

xn
∈ Z .

Pour ce type de question de conclusion, montrez que vous avez compris l’énoncé.
Résumez les résultats importants des questions précédentes et citez le type de
raisonnement qui vous permet de conclure.

Problème 1
Le but de ce problème est de calculer les valeurs exactes de cos

(
π
5

)
et sin

(
π
5

)
.

1. (a) Résoudre l’équation z5 = 1 d’inconnue z ∈ C. On écrira les solutions de cette équation, appelées
racines 5-ièmes de l’unité, sous forme exponentielle.
I On remarque que z = 0 n’est pas une solution de z5 = 1. Donc si z ∈ C est solution de
z5 = 1, alors z 6= 0 et on peut écrire z sous forme exponentielle z = reiθ où r = |z| > 0 et
θ = arg(z) ∈ R. On a alors :

1ei0 = 1 = z5 = (reiθ)5 = r5ei5θ ⇐⇒
{

1 = r5

0 ≡ 5θ [2π]
⇐⇒

{
r = 1
θ ≡ 0

[
2π
5

] .
On en déduit l’ensemble des racines 5-ièmes de l’unité :{

z ∈ C | z5 = 1
}

=
{
ei2πk/5, k ∈ Z

}
=
{

1, ei2π/5, ei4π/5, ei6π/5, ei8π/5
}
.

Attention : les racines n-ièmes de l’unité ne sont pas officiellement au pro-
gramme de BCPST. Il faut donc refaire cette résolution à chaque fois que
vous les croisez. Soyez concis et précis (n’oubliez pas de vérifier que z 6= 0
avant de l’écrire sous forme exponentielle). Il ne faut pas perdre de temps sur
ce type de question, ce sont des points facilement gagnés.
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(b) Écrire les racines 5-ièmes de l’unité sous forme algébrique à l’aide des fonctions trigonomé-
triques. On utilisera les valeurs ce ces fonctions uniquement aux angles π

5
et 2π

5
.

I On a d’après les propriétés des fonctions symétriques :
— ei2π/5 = cos

(
2π
5

)
+ i sin

(
2π
5

)
,

— ei4π/5 = cos
(

4π
5

)
+ i sin

(
4π
5

)
= cos

(
π − π

5

)
+ i sin

(
π − π

5

)
= − cos

(
π
5

)
+ i sin

(
π
5

)
,

— ei6π/5 = cos
(

6π
5

)
+ i sin

(
6π
5

)
= cos

(
π + π

5

)
+ i sin

(
π + π

5

)
= − cos

(
π
5

)
− i sin

(
π
5

)
,

— ei8π/5 = cos
(

8π
5

)
+ i sin

(
8π
5

)
= cos

(
2π − 2π

5

)
+ i sin

(
2π − 2π

5

)
= cos

(
2π
5

)
− i sin

(
2π
5

)
.

D’où l’ensemble des racines 5-ièmes de l’unité écrits sous forme algébrique :{
1, cos

(
2π

5

)
+ i sin

(
2π

5

)
,− cos

(π
5

)
+ i sin

(π
5

)
,− cos

(π
5

)
− i sin

(π
5

)
, cos

(
2π

5

)
− i sin

(
2π

5

)}
.

S’aider d’un petit schéma en plaçant les racines 5-ièmes de l’unité sur le
cercle trigonométrique est une excellente idée pour ce type de question.

2. (a) Montrer qu’il existe une unique fonction polynomiale P : z 7→ a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 + a4z
4 où

(a0, a1, a2, a3, a4) ∈ R5 telle que z5 − 1 = (z − 1)P (z) pour tout nombre complexe z.
I Soit P : z 7→ a0 + a1z + a2z

2 + a3z
3 + a4z

4 où (a0, a1, a2, a3, a4) ∈ R5. On a pour tout z ∈ C :

(z − 1)P (z) =(z − 1)
(
a0 + a1z + a2z

2 + a3z
3 + a4z

4
)

=a0z + a1z
2 + a2z

3 + a3z
4 + a4z

5 − a0 − a1z − a2z
2 − a3z

3 − a4z
4

=a4z
5 + (a3 − a4)z4 + (a2 − a3)z3 + (a1 − a2)z2 + (a0 − a1)z − a0.

Par conséquent :

(
∀z ∈ C, z5 − 1 = (z − 1)P (z)

)
⇐⇒



1 = a4

0 = a3 − a4

0 = a2 − a3

0 = a1 − a2

0 = a0 − a1

−1 = −a0

(par identification des coefficients)

⇐⇒



a4 = 1
a3 = a4 = 1
a2 = a3 = 1
a1 = a2 = 1
a0 = a1 = 1
a0 = 1

⇐⇒


a0 = 1
a1 = 1
a2 = 1
a3 = 1
a4 = 1

.

Finalement, l’unique fonction polynomiale qui vérifie les hypothèses de l’énoncé est :

P : z 7→ 1 + z + z2 + z3 + z4 .

Inutile de faire la synthèse ici vu qu’on a raisonné par équivalences. Au lieu
d’identifier les coefficients de deux polynômes, on peut également écrire des
équations obtenues en remplaçant z par certaines valeurs bien choisies (par
exemple z = 0 donne −1 = −a0) mais dans ce cas la synthèse doit apparaitre.

(b) Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que

∀z ∈ C?,
P (z)

z2
= a

(
z +

1

z

)2

+ b

(
z +

1

z

)
+ c.

I Soit z ∈ C?. On a :
P (z)

z2
=

1 + z + z2 + z3 + z4

z2
=

1

z2
+

1

z
+ 1 + z + z2

=

(
z2 + 2− 1

z2

)
− 2 +

(
z +

1

z

)
+ 1 =

(
z +

1

z

)2

+

(
z +

1

z

)
− 1.

Donc il suffit de poser a = 1, b = 1 et c = −1 .
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(c) Résoudre l’équation aZ2 + bZ + c = 0 d’inconnue Z ∈ C.
I D’après le résultat de la question précédente, il suffit de résoudre l’équation du second degré
Z2 + Z − 1 = 0 de discriminant ∆ = 1 + 4 = 5 > 0. L’ensemble des solutions est donc :{

−1 +
√

5

2
,
−1−

√
5

2

}
.

(d) En déduire les solutions de l’équation P (z) = 0 d’inconnue z ∈ C. On écrira les solutions de
cette équation sous forme algébrique à l’aide d’expressions à radicaux imbriqués.
I Puisque P (0) = 1 d’après le résultat de la question 2(a), z = 0 n’est pas une solution de
l’équation P (z) = 0 donc on peut supposer z 6= 0. Soit z ∈ C? une solution de l’équation
P (z) = 0. D’après le résultat de la question 2(b), on a :(

z +
1

z

)2

+

(
z +

1

z

)
− 1 =

P (z)

z2
=

0

z2
= 0.

Ainsi Z = z+ 1
z
est une solution de l’équation Z2 +Z− 1 = 0. D’après le résultat de la question

précédente, on en déduit que Z = −1+
√

5
2

ou Z = −1−
√

5
2

. On raisonne donc par disjonction de
cas.
1er cas : Z = −1+

√
5

2
. Puisque z 6= 0, on a :

z +
1

z
= Z ⇐⇒ z2 + 1 = Zz ⇐⇒ z2 − Zz + 1 = 0.

On obtient une équation du second degré de discriminant :

∆ = Z2 − 4 =

(
−1 +

√
5

2

)2

− 4 =
1− 2

√
5 + 5

4
− 4 =

3−
√

5

2
− 4 =

−5−
√

5

2
< 0.

Par conséquent :

z =
Z + i

√
−∆

2
=

−1+
√

5
2

+ i
√

5+
√

5
2

2
=
−1 +

√
5

4
+ i

√
5 +
√

5

8

ou z =
Z − i

√
−∆

2
=
−1 +

√
5

4
− i

√
5 +
√

5

8
.

2e cas : Z = −1−
√

5
2

. On obtient la même équation du second degré de discriminant :

∆ = Z2 − 4 =
−5 +

√
5

2
< 0 (car

√
5 < 5).

Par conséquent :

z =
Z + i

√
−∆

2
=
−1−

√
5

4
+ i

√
5−
√

5

8
ou z =

Z − i
√
−∆

2
=
−1−

√
5

4
− i

√
5−
√

5

8
.

Le gros piège de ce type de question est de perdre du temps en rédaction. Evitez
le plus possible de réécrire des calculs déjà faits s’il n’y a qu’un seul signe qui
change. Analysez ce que vous avez écrit et comprenez les modifications que
ce changement de signe va entrainer sur vos résultats.

Finalement, l’ensemble des solutions de l’équation P (z) = 0 d’inconnue z ∈ C est :
−1 +

√
5

4
+ i

√
5 +
√

5

8
,
−1 +

√
5

4
− i

√
5 +
√

5

8
,
−1−

√
5

4
+ i

√
5−
√

5

8
,
−1−

√
5

4
− i

√
5−
√

5

8

 .
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3. En utilisant les résultats précédents, conclure en donnant les valeurs exactes de cos
(
π
5

)
et sin

(
π
5

)
.

I Puisque «∀z ∈ C, z5− 1 = (z − 1)P (z)», l’ensemble des racines 5-ièmes de l’unité est la réunion
des ensembles des solutions des équations z − 1 = 0 et P (z) = 0 d’inconnue z ∈ C. Or z = 1 est
la solution de la première équation, on peut donc identifier l’ensemble des solutions de P (z) = 0
obtenu à la question précédente avec l’ensemble des racines 5-ièmes de l’unité différentes de 1 (voir
le résultat de la question 1(b)) :{

−1+
√

5
4

+ i
√

5+
√

5
8
, −1+

√
5

4
− i
√

5+
√

5
8
,−1+

√
5

4
+ i
√

5−
√

5
8
,−1+

√
5

4
− i
√

5−
√

5
8

}
=
{

cos
(

2π
5

)
+ i sin

(
2π
5

)
,− cos

(
π
5

)
+ i sin

(
π
5

)
,− cos

(
π
5

)
− i sin

(
π
5

)
, cos

(
2π
5

)
− i sin

(
2π
5

)}
.

Soyez précis sur votre copie en indiquant les références à chaque question dont
vous utilisez les résultats.

Puisque 0 < π
5
< 2π

5
< π

2
, on en déduit que cos

(
π
5

)
, cos

(
2π
5

)
, sin

(
π
5

)
et sin

(
2π
5

)
sont strictement

positifs. Or −1+
√

5
4

, 1+
√

5
4

,
√

5+
√

5
8

et
√

5−
√

5
8

sont aussi strictement positifs. On en déduit donc par
identification :

cos

(
2π

5

)
=
−1 +

√
5

4
, sin

(
2π

5

)
=

√
5 +
√

5

8
,

cos
(π

5

)
=

1 +
√

5

4
et sin

(π
5

)
=

√
5−
√

5

8
.

Exercice 2
On considère l’équation suivante d’inconnue x ∈ R :⌊

2x−
√

5x− 1
⌋

= 0. (E)

1. Déterminer le domaine de définition de (E).
I Puisque la partie entière est définie pour tout nombre réel et que la valeur absolue est définie
seulement sur l’ensemble des nombres réels positifs, l’équation (E) est définie pour les x ∈ R tels
que 5x− 1 > 0, c’est-à-dire pour les x > 1

5
. Le domaine de définition de (E) est donc [1

5
,+∞[ .

2. Pour tout a ∈ R, rappeler un encadrement de la partie entière de a en fonction de a.
I Soit a ∈ R. Puisque bac 6 a < bac+ 1 par définition de la partie entière, on en déduit que

a− 1 < bac 6 a .

C’est une question de cours, répondez précisément à l’énoncé (l’encadrement de
a en fonction de bac ne constitue par une réponse suffisante).

3. Montrer que résoudre (E) est équivalent à résoudre deux inéquations qu’on déterminera.
I En posant a = 2x −

√
5x− 1 dans la définition de la partie entière rappelée à la question

précédente avec x ∈ [1
5
,+∞[ une solution de (E), c’est-à-dire b2x−

√
5x− 1c = 0, on obtient :

0 =
⌊
2x−

√
5x− 1

⌋
6 2x−

√
5x− 1 <

⌊
2x−

√
5x− 1

⌋
+ 1 = 1.

En particulier, x ∈ [1
5
,+∞[ est une solution de (E) si et seulement si

2x−
√

5x− 1 > 0 et 2x−
√

5x− 1 < 1 .
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Attention au petit piège : pour gagner du temps, il est plus facile d’utiliser l’en-
cadrement de a en fonction de bac plutôt que l’encadrement de bac en fonction
de a demandé à la question de cours précédente.

4. Résoudre les deux inéquations obtenues à la question précédente.
I Pour la première inéquation, on a pour tout x ∈ [1

5
,+∞[ :

2x−
√

5x− 1 > 0⇐⇒ 2x >
√

5x− 1

⇐⇒ (2x)2 >
(√

5x− 1
)2

(car t 7→ t2 est croissante sur R+)
⇐⇒ 4x2 > 5x− 1 (car 5x− 1 > 0 puisque x ∈ [1

5
,+∞[)

⇐⇒ 4x2 − 5x+ 1 > 0.

N’oubliez pas de préciser que 5x−1 > 0 pour justifier l’équivalence. L’argument
serait inutile pour justifier l’implication mais ici on raisonne par équivalences.

On reconnait une expression polynomiale du second degré de discriminant ∆ = 25 − 16 = 9 > 0.
Les deux racines sont donc 5+

√
9

2×4
= 1 et 5−

√
9

2×4
= 1

4
. Puisque le coefficient dominant 4 est positif, on

en déduit que
2x−

√
5x− 1 > 0⇐⇒ x ∈ [1

5
, 1

4
] ∪ [1,+∞[ .

Pour la deuxième inéquation, on a pour tout x ∈ [1
5
,+∞[ :

2x−
√

5x− 1 < 1⇐⇒ 2x− 1 <
√

5x− 1.

Attention : pour pouvoir utiliser la croissance de t 7→ t2 comme pour la première
inéquation, il faudrait que 2x−1 > 0 ce qui n’est pas vrai pour tout x ∈ [1

5
,+∞[.

On raisonne donc par disjonction de cas.

1er cas : 2x − 1 < 0, c’est-à-dire x < 1
2
, alors 2x − 1 < 0 6

√
5x− 1 donc 2x −

√
5x− 1 < 1. Par

conséquent, tout x ∈ [1
5
, 1

2
[ est solution.

2e cas : 2x− 1 > 0, c’est-à-dire x > 1
2
, alors :

2x−
√

5x− 1 < 1⇐⇒ 2x− 1 <
√

5x− 1

⇐⇒ (2x− 1)2 <
(√

5x− 1
)2

(car t 7→ t2 est croissante sur R+)
⇐⇒ 4x2 − 4x+ 1 < 5x− 1 (car 5x− 1 > 0 puisque x ∈ [1

5
,+∞[)

⇐⇒ 4x2 − 9x+ 2 < 0.

On a une nouvelle expression polynomiale du second degré de discriminant ∆ = 81− 32 = 49 > 0.
Les deux racines sont donc 9+

√
49

2×4
= 2 et 9−

√
49

2×4
= 1

4
. Puisque le coefficient dominant 4 est positif,

on en déduit que x ∈ [1
2
, 2[.

Conclusion : l’ensemble des solutions est la réunion des ensembles obtenus dans les deux cas, d’où :

2x−
√

5x− 1 < 1⇐⇒ x ∈ [1
5
, 1

2
[∪[1

2
, 2[= [1

5
, 2[ .

5. Résoudre (E).
I D’après le résultat de la question 3, l’ensemble des solutions de (E) est l’intersection des deux
ensembles des solutions obtenus à la question précédente. On en déduit que l’ensemble des solutions
de (E) est

(
[1
5
, 1

4
] ∪ [1,+∞[

)
∩ [1

5
, 2[= [1

5
, 1

4
] ∪ [1, 2[ .

Problème 2
Soit U+ l’ensemble des nombres complexes de module 1 dont les arguments sont compris entre 0 et π,
c’est-à-dire :

U+ =
{
eiθ, θ ∈ [0, π]

}
.

Le but de ce problème est d’étudier le module maximum et minimum des sommes d’éléments de U+.
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1. Déterminer le module d’un élément de U+.
I Soit z un élément de U+. Donc z = eiθ où θ ∈ [0, π] et son module vaut |z| =

∣∣eiθ∣∣ = 1 .

2. Dans cette question, on s’intéresse au module maximum des sommes d’éléments de U+.
(a) Démontrer pour tout entier n > 1 que ∀(z1, z2, . . . , zn) ∈ (U+)n, |z1 + z2 + · · ·+ zn| 6 n.

I Pour tout n ∈ N?, on note Pn l’assertion «∀(z1, z2, . . . , zn) ∈ (U+)n, |z1 + z2 + · · ·+ zn| 6 n».
Nous allons démontrer que cette assertion est vraie pour tout entier n > 1 par récurrence.
Initialisation : on a démontré à la question précédente que «∀z ∈ U+, |z| = 1», on en déduit
donc en particulier que «∀z1 ∈ U+, |z1| 6 1», c’est-à-dire que P1 est vraie.
Hérédité : on suppose que Pn est vraie pour un entier n > 1 fixé. Soit (z1, z2, . . . , zn+1) ∈ (U+)n+1.
On a d’après l’inégalité triangulaire pour les nombres complexes :

|z1 + z2 + · · ·+ zn+1| = |(z1 + z2 + · · ·+ zn) + zn+1| 6 |z1 + z2 + · · ·+ zn|+ |zn+1|.

Or |z1 + z2 + · · ·+ zn| 6 n puisqu’on a supposé que Pn est vraie et |zn+1| = 1 d’après le résultat
de la question 1. On en déduit que |z1 + z2 + · · · + zn+1| 6 n + 1. Puisque cette inégalité est
vraie pour (z1, z2, . . . , zn+1) ∈ (U+)n+1 quelconque, on vient de démontrer que Pn+1 est vraie.
Finalement, on a bien que «∀n ∈ N?, Pn =⇒ Pn+1».
Conclusion : on en déduit d’après le principe de récurrence que Pn est vraie pour tout entier
n > 1, c’est-à-dire que

∀n ∈ N?, |z1 + z2 + · · ·+ zn| 6 n .

Il faut savoir rédiger clairement et précisément ce type de récurrence très
classique le plus rapidement possible.

(b) En déduire le module maximum des sommes de n éléments de U+ pour tout entier n > 1.
I Soit n > 1 un entier. D’après le résultat de la question précédente, le module d’une somme
de n éléments de U+ est majorée par n. Pour montrer que le module maximum des sommes de
n éléments de U+ est égale à n, il suffit donc de trouver n éléments de U+ dont le module de la
somme est égale à n. Or on a en posant z1 = z2 = · · · = zn = 1 (car 1 = ei0 ∈ U+) :

|z1 + z2 + · · ·+ zn| = | 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n fois

| = n.

On en déduit donc que le module maximum des sommes de n éléments de U+ vaut n .

Question facile si on a compris et retenu les définitions du cours d’un majo-
rant et du maximum (plus grand élément). Mais attention de ne pas confondre
ces deux notions ! ! ! À la question précédente, on a seulement prouvé que n
est un majorant, et non un maximum.

(c) Que peut-on dire du module maximum des sommes d’éléments de U+ ?
I D’après le résultat de la question précédente, on peut montrer que le module des sommes
d’éléments de U+ n’est pas majoré. En effet, sinon il existerait un réel M > 0 tel que le module
de n’importe quelle somme d’éléments de U+ soit plus petite que M . Or en choisissant un entier
n > 1 strictement plus grand que M , on aurait :

M < n = | 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n fois

| 6M

ce qui est absurde ! Puisque le module des sommes d’éléments de U+ n’est pas majoré, on en
déduit que le module maximum des sommes d’éléments de U+ n’existe pas .

La difficulté ici est de bien comprendre que le nombre d’éléments de U+ dans
les sommes n’est plus fixé. Pour rédiger une réponse claire à ce type de ques-
tion, un raisonnement par l’absurde est souvent la bonne solution.
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3. Dans cette question, on s’intéresse désormais au module minimum des sommes d’éléments U+.
(a) Pour tout (α, β) ∈ R2, factoriser l’expression eiα + eiβ.

I Soit (α, β) ∈ R2. On a :

eiα + eiβ =
(
ei(α−(α+β)/2) + ei(β−(α+β)/2)

)
ei(α+β)/2

=
(
ei(α−β)/2 + e−i(α−β)/2

)
ei(α+β)/2

= 2 cos

(
α− β

2

)
ei(α+β)/2 (d’après les formules d’Euler).

Question de cours donc points facilement gagnés. Attention tout de même à
bien lire l’énoncé : «factoriser» ne signifie par «rappeler». On ne peut donc
pas se contenter d’écrire la formule de factorisation par l’angle moitié, il faut
aussi donner la preuve.

(b) En déduire le module minimum des sommes de deux éléments de U+. On donnera explicitement
deux éléments de U+ qui réalisent ce minimum.
I Soit z1 et z2 deux éléments de U+. Donc z1 = eiα et z2 = eiβ où (α, β) ∈ [0, π]2. D’après le
résultat de la question précédente, on a :

|z1 + z2| =
∣∣eiα + eiβ

∣∣ =

∣∣∣∣2 cos

(
α− β

2

)
ei(α+β)/2

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣cos

(
α− β

2

)∣∣∣∣ > 0.

En particulier, |z1+z2| = 0 dès que α−β
2

= π
2
. C’est le cas en prenant α = π et β = 0. Finalement,

puisque le module des sommes de deux éléments de U+ est minorée par 0 et que |−1+1| = 0 avec
−1 = eiπ ∈ U+ et 1 = ei0 ∈ U+ , on en déduit que le module minimum des sommes de deux
éléments de U+ vaut 0 .

En fait, la dernière phrase est suffisante pour répondre à la question et gagner
tous les points.

(c) Conjecturer la valeur du module minimum des sommes d’un nombre pair d’éléments de U+.
Rédiger la démonstration de cette conjecture à l’aide d’un raisonnement par récurrence.
I Si 2k est un entier naturel pair, alors on a :

| (−1) + 1 + (−1) + 1 + · · ·+ (−1) + 1︸ ︷︷ ︸
2k fois

| = | (−1 + 1) + (−1 + 1) + · · ·+ (−1 + 1)︸ ︷︷ ︸
k fois

| = 0.

On peut donc conjecturer que le module minimum des sommes d’un nombre pair d’éléments

de U+ vaut 0 . Nous allons démontrer cette conjecture par récurrence en notant 2k le nombre
pair d’éléments de U+ dans les sommes, où k > 1 est un entier.
Initialisation : pour k = 1, on a déjà démontré à la question précédente que le module minimum
des sommes de 2× 1 = 2 éléments de U+ vaut 0.
Hérédité : on suppose que le module minimum des sommes de 2k éléments de U+ vaut 0 pour
un entier k > 1 fixé. En particulier, il existe 2k éléments de U+, notons les z1, z2, . . . , z2k, qui
réalisent ce minimum, c’est-à-dire tels que |z1 + z2 + · · ·+ z2k| = 0. Donc z1 + z2 + · · ·+ z2k = 0
et on en déduit que

|z1 + z2 + · · ·+ z2k + (−1) + 1| = |0 + (−1 + 1)| = 0.

On a obtenu une somme de 2k + 2 éléments de U+ dont le module vaut 0, par conséquent le
module minimum des sommes de 2(k + 1) éléments de U+ vaut 0.
Conclusion : on en déduit que la conjecture est vraie d’après le principe de récurrence.

Une récurrence un peu difficile car très abstraite. Pourtant, l’idée sous-jacente
(résumée dans la première phrase de la réponse) est très simple.
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(d) On considère (α, β, γ) ∈ R3 tel que 0 6 α 6 β 6 γ 6 π et on pose a = α− β et b = γ − β.
i. Démontrer que∣∣1 + eia + eib

∣∣2 = 1 + 4 cos

(
a− b

2

)
cos

(
a+ b

2

)
+ 4 cos2

(
a− b

2

)
.

I On a :∣∣1 + eia + eib
∣∣2 =

∣∣∣∣1 + 2 cos

(
a− b

2

)
ei(a+b)/2

∣∣∣∣2 (d’après le résultat de la question 3(a))

=

(
1 + 2 cos

(
a− b

2

)
ei(a+b)/2

)(
1 + 2 cos

(
a− b

2

)
ei(a+b)/2

)

=

(
1 + 2 cos

(
a− b

2

)
ei(a+b)/2

)(
1 + 2 cos

(
a− b

2

)
e−i(a+b)/2

)
= 1 + 2 cos

(
a− b

2

)(
ei(a+b)/2 + e−i(a+b)/2

)
+ 4 cos2

(
a− b

2

)
ei(a+b)/2e−i(a+b)/2.

Or ei(a+b)/2 + e−i(a+b)/2 = 2 cos
(
a+b

2

)
(d’après les formules d’Euler) et ei(a+b)/2e−i(a+b)/2 = 1.

On en déduit donc que

∣∣1 + eia + eib
∣∣2 = 1 + 4 cos

(
a− b

2

)
cos

(
a+ b

2

)
+ 4 cos2

(
a− b

2

)
.

ii. En déduire que
∣∣1 + eia + eib

∣∣ > 1.

Cette question est difficile. Il s’agit de justifier précisément que chaque
terme qui apparait dans le résultat précédent est positif.

I On a a− b = (α− β)− (γ − β) = α− γ ∈ [−π, 0] car 0 6 α 6 γ 6 π. Donc a−b
2
∈ [−π

2
, 0]

et cos
(
a−b

2

)
> 0. De même, a = α− β ∈ [−π, 0] car 0 6 α 6 β 6 π et b = γ − β ∈ [0, π] car

0 6 β 6 γ 6 π. Donc a+b
2
∈ [−π

2
, π

2
] et cos

(
a+b

2

)
> 0. On en déduit d’après le résultat de la

question précédente que∣∣1 + eia + eib
∣∣2 = 1 + 4 cos

(
a− b

2

)
︸ ︷︷ ︸

>0

cos

(
a+ b

2

)
︸ ︷︷ ︸

>0

+4 cos2

(
a− b

2

)
︸ ︷︷ ︸

>0

> 1.

Par conséquent,
∣∣1 + eia + eib

∣∣ > 1 en utilisant que t 7→
√
t est croissante sur R+.

iii. Conclure que
∣∣eiα + eiβ + eiγ

∣∣ > 1.
I On a :∣∣eiα + eiβ + eiγ

∣∣ =
∣∣eiβ (ei(α−β) + 1 + ei(γ−β)

)∣∣ =
∣∣eiβ∣∣ ∣∣eia + 1 + eib

∣∣ =
∣∣1 + eia + eib

∣∣ .
On en déduit que

∣∣eiα + eiβ + eiγ
∣∣ > 1 d’après le résultat de la question précédente.

(e) Déduire de la question précédente le module minimum des sommes de trois éléments de U+.
I D’après le résultat de la question précédente, le module d’une somme de trois éléments de U+

est minorée par 1. De plus, on a |1 + (−1) + 1| = 1 avec 1 = ei0 ∈ U+ et −1 = eiπ ∈ U+. Par
conséquent, le module minimum des sommes de trois éléments de U+ vaut 1 .

(f) Conjecturer la valeur du module minimum des sommes d’un nombre impair d’éléments de U+.
I Le module d’une somme de un élément de U+ correspond au module d’un élément de U+ donc
à 1 d’après le résultat de la question 1. Ainsi, on remarque que le module minimum des sommes de
un ou trois éléments vaut 1 (d’après le résultat de la question précédente). On peut donc conjec-
turer que le module minimum des sommes d’un nombre impair d’éléments de U+ vaut 1 .
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Question facile qui permet d’avantager ceux qui arrivent au bout du problème.
Il ne faut pas perdre du temps sur ce type de question : si on a répondu aux
questions précédentes il suffit de rédiger une réponse très rapide, sinon on a
aucune chance de trouver la réponse et il faut passer à autre chose.

Exercice 3
On considère le nombre réel suivant :

x =
3

√
10 + 6

√
3 +

3

√
10− 6

√
3.

1. Montrer que x vérifie l’égalité x3 = 20− 6x.
I On pose a =

3
√

10 + 6
√

3 et b =
3
√

10− 6
√

3. On a alors :

x3 = (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 = a3 + b3 + 3ab(a+ b) = a3 + b3 + 3abx.

Or :

a3 + b3 =

(
3

√
10 + 6

√
3

)3

+

(
3

√
10− 6

√
3

)3

= 10 + 6
√

3 + 10− 6
√

3 = 20

et ab =

(
3

√
10 + 6

√
3

)(
3

√
10− 6

√
3

)
= 3

√(
10 + 6

√
3
)(

10− 6
√

3
)

= 3
√

100− 108 = −2.

En reportant dans l’expression de x3, on obtient x3 = 20− 6x .

Exercice très classique. Pensez à introduire les nombres a et b afin d’alléger la
rédaction des calculs et de gagner en rapidité.

2. Montrer qu’il existe (a, b, c) ∈ R3 tel que ∀X ∈ R, X3 + 6X − 20 = (X − a)(X2 + bX + c).
Indication : on pourra choisir pour a une solution évidente de l’équation X3 + 6X − 20 = 0.
I On remarque que X = 2 est une solution évidente de l’équation X3 + 6X − 20 = 0. On pose
a = 2 et on cherche (b, c) ∈ R2 tel que ∀X ∈ R, X3 + 6X − 20 = (X − 2)(X2 + bX + c). On a :

∀X ∈ R, (X − 2)(X2 + bX + c) = X3 + bX2 + cX − 2X2 − 2bX − 2c

= X3 + (b− 2)X2 + (c− 2b)X − 2c.

Par conséquent : (
∀X ∈ R, X3 + 6X − 20 = (X − 2)(X2 + bX + c)

)

⇐⇒

(
∀X ∈ R, X3 + 6X − 20 = X3 + (b− 2)X2 + (c− 2b)X − 2c

)

⇐⇒


1 = 1
0 = b− 2
6 = c− 2b

−20 = −2c

(par identification des coefficients)

⇐⇒


b = 2
c = 6 + 2b = 10
c = 10

⇐⇒
{
b = 2
c = 10

.

Finalement, il suffit de poser (a, b, c) = (2, 2, 10) .
3. Simplifier x.

I D’après le résultat de la question 1, X = x est une solution de l’équation X3 + 6X − 20 = 0,
donc de l’équation (X − 2)(X2 + 2X + 10) = 0 d’après le résultat de la question précédente. Or
l’équation du second degré X2 + 2X + 10 = 0 n’a pas de solutions réelles puisque son discriminant
∆ = 4−40 = −36 est strictement négatif. On en déduit que X = 2 est la seule solution de l’équation
(X − 2)(X2 + 2X + 10) = 0 et par conséquent x = 2 .
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DS no 2 de mathématiques
durée : 3 heures

Exercice 1
Le but de cet exercice est de retrouver la formule de la somme des premiers cubes à l’aide de la pyramide
ci-dessous formée avec la suite des entiers naturels impairs. Le nombre de lignes de cette pyramide est fixé
et désigné par n ∈ N? . On note Nn le nombre d’entiers écrits dans cette pyramide, Gn l’entier le plus à
gauche de la dernière ligne et Dn celui le plus à droite (ainsi N4 = 10, G4 = 13 et D4 = 19).

1. Exprimer Nn en fonction de n.
2. Exprimer Dn en fonction de n.
3. Exprimer Gn en fonction de n.
4. Calculer la somme Sn de tous les entiers écrits dans

cette pyramide, c’est-à-dire Sn = 1+3+5+· · ·+Dn.
5. Calculer la somme `n de tous les entiers écrits dans

la dernière ligne (la n-ième) de cette pyramide,
c’est-à-dire `n = Gn + · · ·+Dn.

6. Conclure. (Indication : on pourra introduire pour
chaque k ∈ J1, nK la somme `k de tous les entiers
écrits dans la k-ième ligne de cette pyramide.)

Problème 1
On propose d’étudier la suite (un)n>0 définie par :

u0 = 4 et ∀n > 0, un+1 =
un + 2

2un + 1
.

1. On considère la fonction f : x 7→ x+2
2x+1

.

(a) Étudier les variations de f .
(b) En déduire que la suite (un)n>0 est bien définie.
(c) Étudier la position de la courbe représentative de f par rapport à la première bissectrice.
(d) Que peut-on dire de la monotonie de la suite (un)n>0 ?

2. On considère les suites (ak)k>0 = (u2k)k>0 et (bk)k>0 = (u2k+1)k>0.
(a) Calculer a0 et b0.
(b) Montrer qu’il existe une fonction g telle que ak+1 = g(ak) et bk+1 = g(bk) pour tout entier k > 0.
(c) Étudier les variations de g.
(d) Étudier la position de la courbe représentative de g par rapport à la première bissectrice.
(e) En déduire la monotonie des suites (ak)k>0 et (bk)k>0.
(f) Montrer que les suites (ak)k>0 et (bk)k>0 sont bornées.

3. En déduire que la suite (un)n>0 est bornée.
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Exercice 2
Le but de cet exercice est de déterminer la forme exponentielle du nombre complexe suivant :

z =
1 + cos(θ) + i sin(θ)√

1 + sin(2θ) + i
√

1− sin(2θ)
où θ ∈ [0, π[.

1. Justifier que z est bien défini.
2. Déterminer la forme exponentielle du numérateur de z.
3. (a) Montrer que 1 + sin(2θ) = (cos(θ) + sin(θ))2 et obtenir une formule similaire pour 1− sin(2θ).
(b) Écrire les expressions cos(θ)+sin(θ) et cos(θ)−sin(θ) sous la forme r cos(θ+ϕ) où (r, ϕ) ∈ R?

+×R.
(c) Résoudre les inéquations cos

(
x− π

4

)
> 0 et cos

(
x+ π

4

)
> 0 d’inconnue x ∈ [0, π[.

(d) Déduire des questions précédentes la forme exponentielle du dénominateur de z.
(Indication : on pourra distinguer plusieurs cas selon les valeurs de θ ∈ [0, π[.)

4. Conclure.

Problème 2
Une classe de BCPST décide d’adopter trois poissons d’aquarium nommés Anne, Valérie et Sébastien. Les
étudiants, qui sont débordés de travail, ont malheureusement mis en place des règles très compliquées et
peu judicieuses pour les nourrir quotidiennement. En notant respectivement an, vn et sn le nombre de
rations de nourriture distribuées à chaque poisson le n-ième jour, les règles d’alimentation établies par les
étudiants sont les suivantes :

∀n > 1,

{
an+1 = 2an − 3vn + 4
vn+1 = an − vn

et sn+2 =

⌊
(sn+1)2

sn

⌋
− 1.

1. On s’intéresse tout d’abord au nombre de rations quotidiennes des poissons rouges Anne et Valérie.
On suppose que les étudiants leur ont donné deux rations chacun le premier jour.
(a) Calculer a2 et v2.
(b) Soit n > 1. Exprimer an+2 en fonction de an+1 et an, puis vn+2 en fonction de vn+1 et vn.
(c) En déduire qu’il existe deux réels α et ν tels que (an − α)n>1 et (vn − ν)n>1 sont des suites

récurrentes linéaires d’ordre deux.
(d) Conclure en donnant les expressions de an et vn en fonction de n pour tout entier n > 1.

2. On s’intéresse désormais au nombre de rations quotidiennes du combattant Sébastien. On suppose
que les étudiants lui ont donné deux rations le premier jour et cinq rations le deuxième.
(a) Calculer s3 et s4.
(b) On conjecture que (sn)n>1 est une suite arithmético-géométrique, c’est-à-dire qu’il existe deux

réels a et b tels que sn+1 = asn + b pour tout entier n > 1. A l’aide des valeurs de s1, s2 et s3,
calculer les valeurs que doivent nécessairement prendre a et b. Discuter la pertinence de cette
conjecture à l’aide de la valeur de s4.

(c) On considère la suite (un)n>1 définie par u1 = 2 et un+1 = 2un + 1 pour tout entier n > 1.
i. Pour tout entier n > 1, déterminer un en fonction de n.
ii. Démontrer que

∀n > 1,
(un+1)2

un
− un+2 = 1 +

1

3× 2n−1 − 1
.

iii. En déduire que (un)n>1 vérifie la même relation de récurrence que (sn)n>1.
(d) Conclure en donnant l’expression de sn en fonction de n pour tout entier n > 1.

Exercice 3
Soit n ∈ N. Résoudre l’équation

∑n
k=0 cos(kθ) = 0 d’inconnue θ ∈ R.
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Corrigé du DS no 2 de mathématiques

Exercice 1
Le but de cet exercice est de retrouver la formule de la somme des premiers cubes à l’aide de la pyramide
ci-dessous formée avec la suite des entiers naturels impairs. Le nombre de lignes de cette pyramide est fixé
et désigné par n ∈ N? . On note Nn le nombre d’entiers écrits dans cette pyramide, Gn l’entier le plus à
gauche de la dernière ligne et Dn celui le plus à droite (ainsi N4 = 10, G4 = 13 et D4 = 19).

1. Exprimer Nn en fonction de n.
I On remarque que la première ligne contient un entier, la deuxième deux entiers, la troisième trois
entiers, etc. Par conséquent, le nombre d’entiers écrits sur les n lignes correspond à la somme des
n premiers entiers 1 + 2 + 3 + · · ·+ n, c’est-à-dire :

Nn =
n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
.

2. Exprimer Dn en fonction de n.
I La suite des entiers naturels impairs (uk)k>1 est une suite arithmétique de premier terme u1 = 1
et de raison 2. Donc uk = 1 + 2(k − 1) = 2k − 1 pour tout entier k > 1. Puisque Dn est le dernier
entier écrit dans la pyramide, il est égal au Nn-ième entier naturel impair. On en déduit que

Dn = uNn = 2Nn − 1 = 2
n(n+ 1)

2
− 1 = n(n+ 1)− 1.

D’où Dn = n2 + n− 1 .
3. Exprimer Gn en fonction de n.

I En raisonnant comme pour la question 1, on sait que la dernière ligne contient n entiers. Puisque
Dn est le Nn-ième entier naturel impair d’après le raisonnement de la question précédente, on en
déduit que Gn est le (Nn − n+ 1)-ième entier naturel impair car il y a Nn − (Nn − n+ 1) + 1 = n
entiers entre (Nn − n+ 1) et Nn. Par conséquent :

Gn = u(Nn−n+1) = 2(Nn − n+ 1)− 1 = 2
n(n+ 1)

2
− 2n+ 1 = n(n+ 1)− 2n+ 1.

D’où Gn = n2 − n+ 1 .
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On pouvait également raisonner avec la pyramide plus petite dans laquelle on
a supprimé la dernière ligne. Elle contient

∑n−1
k=1 k = (n−1)n

2
entiers et Gn est

donc le ( (n−1)n
2

+ 1)-ième entier naturel impair, d’où :

Gn = u( (n−1)n
2

+1) = 2

(
(n− 1)n

2
+ 1

)
− 1 = (n− 1)n+ 2− 1 = n2 − n+ 1.

Ou encore : Gn = Dn−1 + 2 = (n− 1)2 + (n− 1) + 1 = n2 − n+ 1.

4. Calculer la somme Sn de tous les entiers écrits dans cette pyramide, c’est-à-dire Sn = 1 + 3 + 5 +
· · ·+Dn.
I On reconnaît la somme des termes de la suite des entiers naturels impairs (uk)k>1 utilisée à la
question 2. Puisque cette suite est arithmétique, on en déduit que

Sn = 1 + 3 + 5 + · · ·+Dn =
Nn∑
k=1

uk = Nn
u1 + uNn

2
= Nn

1 +Dn

2
=
n(n+ 1)

2
× 1 + (n2 + n− 1)

2
.

D’où la somme de tous les entiers écrits dans la pyramide : Sn =
n2(n+ 1)2

4
.

Utilisez le plus possible vos résultats précédents pour éviter de perdre du temps
en calculs déjà faits. Attention de ne pas confondre Dn qui est le dernier terme
de la somme et Nn qui est le nombre de termes dans la somme.

5. Calculer la somme `n de tous les entiers écrits dans la dernière ligne (la n-ième) de cette pyramide,
c’est-à-dire `n = Gn + · · ·+Dn.
I Toujours en utilisant la somme des termes de la suite arithmétique (uk)k>1, on a :

`n = Gn + · · ·+Dn =
Nn∑

k=Nn−n+1

uk = (Nn − (Nn − n+ 1) + 1)
u(Nn−n+1) + uNn

2

= n
Gn +Dn

2
= n

(n2 − n+ 1) + (n2 + n− 1)

2
.

D’où la somme de tous les entiers écrits dans la dernière ligne de la pyramide : `n = n3 .
6. Conclure. (Indication : on pourra introduire pour chaque k ∈ J1, nK la somme `k de tous les entiers

écrits dans la k-ième ligne de cette pyramide.)
I En raisonnant comme pour la question précédente, la somme de tous les entiers écrits dans la
k-ième ligne de la pyramide est `k = k3 pour tout k ∈ J1, nK. Par conséquent, la somme Sn de tous
les entiers écrits dans la pyramide est égale à :

Sn =
n∑
k=1

`k =
n∑
k=1

k3.

D’après le résultat de la question 4, on en déduit que

n∑
k=1

k3 =
n2(n+ 1)2

4
.

Exercice pas difficile, mais il ne faut pas se mélanger dans toutes les notations.
Lisez très attentivement l’énoncé et relisez-vous plusieurs fois.
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Problème 1
On propose d’étudier la suite (un)n>0 définie par :

u0 = 4 et ∀n > 0, un+1 =
un + 2

2un + 1
.

1. On considère la fonction f : x 7→ x+2
2x+1

.

(a) Étudier les variations de f .
I f(x) est définie pour tout x ∈ R tel que 2x + 1 6= 0, c’est-à-dire tel que x 6= −1

2
. Donc f est

définie et dérivable sur R \ {−1
2
} comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur

ne s’annule pas. De plus, on a pour tout x ∈ R \ {−1
2
} :

f ′(x) =
1× (2x+ 1)− (x+ 2)× 2

(2x+ 1)2
=

−3

(2x+ 1)2
< 0.

On en déduit le tableau des variations de f :

x

f ′(x)

f(x)

−∞ −1
2

+∞

− −
1
2
1
2

−∞

+∞

1
2
1
2

car

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

1 + 2
x

2 + 1
x

=
1

2
, lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞

1 + 2
x

2 + 1
x

=
1

2
,

lim
x→(− 1

2)
−
f(x) = lim

x→(− 1
2)
−

3/2

2
(
x+ 1

2

) = −∞, lim
x→(− 1

2)
+
f(x) = lim

x→(− 1
2)

+

3/2

2
(
x+ 1

2

) = +∞.

N’oubliez jamais d’étudier le domaine de définition d’une fonction et de jus-
tifier sa dérivabilité avant de calculer sa dérivée. De plus, pensez à justifier
vos calculs de limites dont les résultas apparaissent dans le tableau des varia-
tions. Attention ici : la fonction f n’est pas strictement décroissante ! ! Elle
l’est seulement sur chaque intervalle ] −∞,−1

2
[ et ] − 1

2
,+∞[ mais pas sur

le domaine de définition R \ {−1
2
}.

(b) En déduire que la suite (un)n>0 est bien définie.
I Puisque la suite (un)n>0 est définie par la relation de récurrence un+1 = f(un) pour tout entier
n > 0, elle est bien définie si et seulement si chaque terme appartient au domaine de définition
de f qui est R \ {−1

2
} (voir question précédente). Il suffit donc de prouver que un > −1

2
pour

tout entier n > 0. Nous allons raisonner par récurrence.
Initialisation : u0 = 4 > −1

2
.

Hérédité : on suppose que un > −1
2
pour un certain entier n > 0 fixé. D’après le tableau des

variations obtenu à la question précédente, on obtient que un+1 = f(un) > 1
2
donc un+1 > −1

2
.

Conclusion : d’après le principe de récurrence, on en déduit pour tout entier n > 0 que un > −1
2
,

donc en particulier que un 6= −1
2
. Par conséquent, la suite (un)n>0 est bien définie .

Utilisez le tableau de variations de la question précédente pour trouver la
bonne propriété à démontrer. Il est très fortement conseillé de réaliser un
croquis de la courbe représentative de f .
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(c) Étudier la position de la courbe représentative de f par rapport à la première bissectrice.
I On étudie le signe de la fonction x 7→ f(x)−x qui est définie et dérivable sur R\{−1

2
} comme

somme de fonctions qui le sont aussi. De plus, on a pour tout x ∈ R \ {−1
2
} :

f(x)− x =
x+ 2

2x+ 1
− x =

x+ 2− x(2x+ 1)

2x+ 1
=

2− 2x2

2x+ 1
=

2(1− x2)

2x+ 1
=

2(1− x)(1 + x)

2x+ 1
.

On en déduit le tableau de signes de x 7→ f(x)− x :

x

1 − x

x + 1

2x + 1

f(x)− x = 2(1−x)(1+x)
2x+1

−∞ −1 −1
2 1 +∞

+ + + 0 −

− 0 + + +

− − 0 + +

+ 0 − + 0 −

Par conséquent :

la courbe représentative de f est :
— au-dessus de la première bissectrice sur ]−∞,−1[∪]− 1

2
, 1[,

— au-dessous de la première bissectrice sur ]− 1,−1
2
[∪]1,+∞[.

Evitez d’appeler g la fonction x 7→ f(x)−x car cette notation est déjà utilisée
dans la suite de l’énoncé. Respectez les notations de l’énoncé.

(d) Que peut-on dire de la monotonie de la suite (un)n>0 ?
I La suite (un)n>0 n’est ni croissante, ni décroissante . En effet, on a :

u0 = 4, u1 =
u0 + 2

2u0 + 1
=

6

9
=

2

3
< u0 et u2 =

u1 + 2

2u1 + 1
=

8/3

7/3
=

8

7
> u1 (car

2

3
< 1 <

8

7
).

Comme pour la question 1(b), aidez-vous d’un dessin. Un croquis de la courbe
représentative de f et de la première bissectrice permet de visualiser les pre-
miers termes de la suite (un)n>0. Attention, il n’y a aucun lien entre la mo-
notonie de f et celle de la suite (un)n>0.

2. On considère les suites (ak)k>0 = (u2k)k>0 et (bk)k>0 = (u2k+1)k>0.
(a) Calculer a0 et b0.

I On a : a0 = u2×0 = u0 = 4 et b0 = u2×0+1 = u1 = 2
3
.

(b) Montrer qu’il existe une fonction g telle que ak+1 = g(ak) et bk+1 = g(bk) pour tout entier k > 0.
I Soit k > 0 un entier. On a :

ak+1 = u2(k+1) = u2k+2 =
u2k+1 + 2

2u2k+1 + 1
=

u2k + 2

2u2k + 1
+ 2

2
u2k + 2

2u2k + 1
+ 1

=
5u2k + 4

2u2k + 1
× 2u2k + 1

4u2k + 5
=

5ak + 4

4ak + 5

et (de même) : bk+1 = u2(k+1)+1 = u2k+3 = f(u2k+2) = f(f(u2k+1)) = f(f(bk)) =
5bk + 4

4bk + 5
.

Ainsi, on a ak+1 = g(ak) et bk+1 = g(bk) pour tout entier k > 0 en posant g : x 7→ 5x+ 4

4x+ 5
.

Avec le vocabulaire des applications, nous avons démontré que g = f ◦ f .
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(c) Étudier les variations de g.
I La fonction g est définie et dérivable sur R \ {−5

4
} comme quotient de fonctions dérivables

dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, on a pour tout x ∈ R \ {−5
4
} :

g′(x) =
5× (4x+ 5)− (5x+ 4)× 4

(4x+ 5)2
=

9

(4x+ 5)2
> 0.

On en déduit le tableau des variations de g :

x

g′(x)

g(x)

−∞ −5
4

+∞

+ +

5
4
5
4

+∞

−∞

5
4
5
4

car

lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

5 + 4
x

4 + 5
x

=
5

4
, lim

x→+∞
g(x) = lim

x→+∞

5 + 4
x

4 + 5
x

=
5

4
,

lim
x→(− 5

4)
−
g(x) = lim

x→(− 5
4)
−

−9/4

4
(
x+ 5

4

) = +∞, lim
x→(− 5

4)
+
g(x) = lim

x→(− 5
4)

+

−9/4

4
(
x+ 5

4

) = −∞.

(d) Étudier la position de la courbe représentative de g par rapport à la première bissectrice.
I On étudie le signe de la fonction x 7→ g(x)−x qui est définie et dérivable sur R\{−5

4
} comme

somme de fonctions qui le sont aussi. De plus, on a pour tout x ∈ R \ {−5
4
} :

g(x)− x =
5x+ 4

4x+ 5
− x =

5x+ 4− x(4x+ 5)

4x+ 5
=

4− 4x2

4x+ 5
=

4(1− x)(1 + x)

4x+ 5
.

On en déduit le tableau de signes de x 7→ f(x)− x :

x

1 − x

x + 1

4x + 5

g(x) − x = 4(1−x)(1+x)
4x+5

−∞ −5
4 −1 1 +∞

+ + + 0 −

− − 0 + +

− 0 + + +

+ − 0 + 0 −

Par conséquent :

la courbe représentative de g est :
— au-dessus de la première bissectrice sur ]−∞,−5

4
[∪]− 1, 1[,

— au-dessous de la première bissectrice sur ]− 5
4
,−1[∪]1,+∞[.

(e) En déduire la monotonie des suites (ak)k>0 et (bk)k>0.
I Montrons par récurrence que −1 < bk < bk+1 < 1 < ak+1 < ak pour tout entier k > 0.

Encore une fois, aidez-vous d’un dessin pour savoir ce qu’il faut démontrer.
La question précédente permet de positionner la courbe représentative de g par
rapport à la première bissectrice et donc de visualiser les premiers termes des
suites (ak)k>0 et (bk)k>0 sur un croquis.
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Initialisation : a0 = 4 et b0 = 2
3
d’après le résultat de la question 2(a). De plus, a1 = g(a0) =

5a0+4
4a0+5

= 24
21

= 8
7
et b1 = g(b0) = 5b0+4

4b0+5
= 22/3

23/3
= 22

23
. Donc −1 < b0 < b1 < 1 < a1 < a0.

Hérédité : on suppose que −1 < bk < bk+1 < 1 < ak+1 < ak pour un certain entier k > 0
fixé. D’après le tableau des variations obtenu à la question 2(c) et car −1 > −5

4
, on obtient en

appliquant g qui est strictement croissante sur ]− 5
4
,+∞[ que

g(−1) < g(bk) < g(bk+1) < g(1) < g(ak+1) < g(ak)
donc − 1 < bk+1 < bk+2 < 1 < ak+2 < ak+1

d’après le résultat de la question 2(b) et car g(−1) = −5+4
−4+5

= −1 et g(1) = 5+4
4+5

= 1.
Conclusion : d’après le principe de récurrence, on en déduit que −1 < bk < bk+1 < 1 < ak+1 < ak
pour tout entier k > 0. En particulier, (ak)k>0 est décroissante et (bk)k>0 est croissante .

Comme à chaque fois qu’on étudie une suite définie par une récurrence du
type un+1 = f(un), le plus difficile est de trouver ce qu’il faut démontrer
(faites un dessin ! !), c’est-à-dire de faire les bonnes conjectures. La rédaction
de la récurrence est ensuite une formalité.

(f) Montrer que les suites (ak)k>0 et (bk)k>0 sont bornées.
I D’après le résultat de la question précédente, (ak)k>0 est décroissante donc majorée par a0 = 4
et (bk)k>0 est croissante donc minorée par b0 = 2

3
. De plus, en reprenant la démonstration par

récurrence de la question précédente, on a également prouvé que (ak)k>0 est minorée par 1 et
(bk)k>0 est majorée par 1. Finalement, (ak)k>0 et (bk)k>0 sont bornées .

3. En déduire que la suite (un)n>0 est bornée.
I On pose m = min{2

3
, 1} et M = max{4, 1}. D’après ce qu’on a vu à la question précédente,

(ak)k>0 et (bk)k>0 sont minorées par m et majorées par M . Soit n > 0 fixé. Si n est pair, alors il
existe k > 0 tel que n = 2k et donc un = u2k = ak ∈ [1, 4] ⊂ [m,M ]. Si n est impair, alors il
existe k > 0 tel que n = 2k + 1 et donc un = u2k+1 = bk ∈ [2

3
, 1] ⊂ [m,M ]. Dans tous les cas, on a

m 6 un 6M . Puisque c’est vrai pour tout entier n > 0, on en déduit que (un)n>0 est bornée .

Les deux dernières questions sont très faciles si on a réussi question 2(e) difficile.
L’objectif de l’énoncé est de récompenser ceux qui sont allés au bout.

Exercice 2
Le but de cet exercice est de déterminer la forme exponentielle du nombre complexe suivant :

z =
1 + cos(θ) + i sin(θ)√

1 + sin(2θ) + i
√

1− sin(2θ)
où θ ∈ [0, π[.

1. Justifier que z est bien défini.
I Le nombre complexe z est bien défini si et seulement si les expressions sous les racines sont
positives et le dénominateur est non nul. Or on a pour tout θ ∈ [0, π[ :

−1 6 sin(2θ) 6 1 donc
{

1 + sin(2θ) > 0
1− sin(2θ) > 0

et
√

1 + sin(2θ) + i
√

1− sin(2θ)⇐⇒
{

1 + sin(2θ) = 0
1− sin(2θ) = 0

⇐⇒
{

sin(2θ) = −1
sin(2θ) = 1

.

Puisque sin(2θ) ne peut être égal à la fois à 1 et à -1, on en déduit que z est bien défini .
2. Déterminer la forme exponentielle du numérateur de z.

I On obtient en utilisant une factorisation par l’angle moitié :

1 + cos(θ) + i sin(θ) = 1 + eiθ =
(
e−iθ/2 + eiθ/2

)
= eiθ/2 = 2 cos

(
θ

2

)
eiθ/2.
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Or θ
2
∈ [0, π

2
[ donc 2 cos

(
θ
2

)
> 0, autrement dit 2 cos

(
θ
2

)
est bien le module de 1 + cos(θ) + i sin(θ).

On a donc obtenu la forme exponentielle du numérateur de z :

1 + cos(θ) + i sin(θ) = 2 cos

(
θ

2

)
eiθ/2 .

Pensez à utiliser une factorisation par l’angle moitié pour gagner du temps. Par
contre, n’oubliez pas que cette factorisation n’est pas toujours la forme exponen-
tielle, il faut donc vérifier que le module obtenu est strictement positif.

3. (a) Montrer que 1 + sin(2θ) = (cos(θ) + sin(θ))2 et obtenir une formule similaire pour 1− sin(2θ).
I On a :

(cos(θ) + sin(θ))2 = cos2(θ) + 2 cos(θ) sin(θ) + sin2(θ) = 1 + sin(2θ)

d’après le théorème de Pythagore et la formule de duplication du sinus.
Ayez toujours le réflexe de partir par le côté de l’égalité le plus compliqué. Il
est plus facile de simplifier que de compliquer.

De même :

(cos(θ)− sin(θ))2 = cos2(θ)− 2 cos(θ) sin(θ) + sin2(θ) = 1− sin(2θ).

Finalement, on a 1 + sin(2θ) = (cos(θ) + sin(θ))2 et 1− sin(2θ) = (cos(θ)− sin(θ))2 .

(b) Écrire les expressions cos(θ) + sin(θ) et cos(θ) − sin(θ) sous la forme r cos(θ + ϕ) où (r, ϕ) ∈
R?

+ × R.
I On pose w = 1 + i. Alors |w| =

√
2 et arg(w) ≡ arccos( 1√

2
) ≡ arccos(

√
2

2
) ≡ π

4
[2π] (car

Im(w) > 0). Donc 1 + i =
√

2
(
cos(π

4
) + sin(π

4
)
)
. On en déduit que :

cos(θ) + sin(θ) =
√

2 cos(θ) cos
(π

4

)
+
√

2 sin(θ) sin
(π

4

)
=
√

2 cos
(
θ − π

4

)
.

De même :

cos(θ)− sin(θ) =
√

2 cos(θ) cos
(
−π

4

)
+
√

2 sin(θ) sin
(
−π

4

)
=
√

2 cos
(
θ +

π

4

)
.

Finalement, on a cos(θ) + sin(θ) =
√

2 cos
(
θ − π

4

)
et cos(θ)− sin(θ) =

√
2 cos

(
θ + π

4

)
.

(c) Résoudre les inéquations cos
(
x− π

4

)
> 0 et cos

(
x+ π

4

)
> 0 d’inconnue x ∈ [0, π[.

I On a d’après le cercle trigonométrique pour tout x ∈ R :

cos
(
x− π

4

)
> 0⇐⇒ x− π

4
∈
⋃
k∈Z

[
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

]
⇐⇒ x ∈

⋃
k∈Z

[
−π

4
+ 2kπ,

3π

4
+ 2kπ

]
.

Or ici x ∈ [0, π[ donc :

cos
(
x− π

4

)
> 0⇐⇒ x ∈

[
0,

3π

4

]
.

On peut également poser X = x − π
4
et résoudre cos(X) > 0 d’inconnue

X ∈ [−π
4
, 3π

4
[. Cela évite d’avoir à écrire l’ensemble des solutions sur R.

De même, on a pour tout x ∈ R :

cos
(
x+

π

4

)
> 0⇐⇒ x ∈

⋃
k∈Z

[
−3π

4
+ 2kπ,

π

4
+ 2kπ

]
.

Ce qui donne pour x ∈ [0, π[ :

cos
(
x+

π

4

)
> 0⇐⇒ x ∈

[
0,
π

4

]
.
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(d) Déduire des questions précédentes la forme exponentielle du dénominateur de z.
(Indication : on pourra distinguer plusieurs cas selon les valeurs de θ ∈ [0, π[.)
I On a d’après les résultats des questions 3(a) et 3(b) :√

1 + sin(2θ) + i
√

1− sin(2θ) =
√

(cos(θ) + sin(θ))2 + i
√

(cos(θ)− sin(θ))2

=
∣∣ cos(θ) + sin(θ)

∣∣+ i
∣∣ cos(θ)− sin(θ)

∣∣
=
√

2
(∣∣∣cos

(
θ − π

4

)∣∣∣+ i
∣∣∣cos

(
θ +

π

4

)∣∣∣) .
D’après les résultats de la question 3(c), on distingue 3 cas.
1er cas : θ ∈ [0, π

4
]. Alors cos(θ − π

4
) > 0 et cos(θ + π

4
) > 0, donc :√

1 + sin(2θ) + i
√

1− sin(2θ) =
√

2
(

cos
(
θ − π

4

)
+ i cos

(
θ +

π

4

))
=
√

2
(

cos
(
θ − π

4

)
− i sin

(
θ +

π

4
− π

2

))
=
√

2
(

cos
(
θ − π

4

)
+ i sin

(
θ − π

4

))
=
√

2ei(θ−
π
4

)

=
√

2ei(
π
4
−θ).

Calculer le module et déterminer un argument est une perte de temps ici.
La forme obtenue est presque une forme exponentielle. Il faut donc penser à
utiliser les propriétés de trigonométrie pour revenir à une forme exponentielle
du type eiϕ = cos(ϕ) + i sin(ϕ).

2e cas : θ ∈ [π
4
, 3π

4
]. Alors cos(θ − π

4
) > 0 et cos(θ + π

4
) 6 0, donc :√

1 + sin(2θ) + i
√

1− sin(2θ) =
√

2
(

cos
(
θ − π

4

)
− i cos

(
θ +

π

4

))
=
√

2
(

cos
(
θ − π

4

)
+ i sin

(
θ +

π

4
− π

2

))
=
√

2ei(θ−
π
4

).

3e cas : θ ∈ [3π
4
, π[. Alors cos(θ − π

4
) 6 0 et cos(θ + π

4
) 6 0, donc :√

1 + sin(2θ) + i
√

1− sin(2θ) =
√

2
(
− cos

(
θ − π

4

)
− i cos

(
θ +

π

4

))
= −
√

2
(

cos
(
θ − π

4

)
+ i cos

(
θ +

π

4

))
= −
√

2ei(
π
4
−θ)

=
√

2ei(π+π
4
−θ)

=
√

2ei(
5π
4
−θ).

Conclusion : finalement, on a obtenu la forme exponentielle du dénominateur de z :

√
1 + sin(2θ) + i

√
1− sin(2θ) =


√

2ei(
π
4
−θ) si θ ∈ [0, π

4
]√

2ei(θ−
π
4

) si θ ∈ [π
4
, 3π

4
]√

2ei(
5π
4
−θ) si θ ∈ [3π

4
, π[

.
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4. Conclure.
I En associant les résultats des questions 2 et 3(d), on obtient la forme exponentielle de z :

z =
1 + cos(θ) + i sin(θ)√

1 + sin(2θ) + i
√

1− sin(2θ)
=



2 cos
(
θ
2

)
eiθ/2

√
2ei(

π
4
−θ) =

√
2 cos

(
θ
2

)
ei(

3θ
2
−π

4
) si θ ∈ [0, π

4
]

2 cos
(
θ
2

)
eiθ/2

√
2ei(θ−

π
4

)
=
√

2 cos
(
θ
2

)
ei(

π
4
− θ

2
) si θ ∈ [π

4
, 3π

4
]

2 cos
(
θ
2

)
eiθ/2

√
2ei(

5π
4
−θ)

=
√

2 cos
(
θ
2

)
ei(

3θ
2
− 5π

4
) si θ ∈ [3π

4
, π[

.

Problème 2
Une classe de BCPST décide d’adopter trois poissons d’aquarium nommés Anne, Valérie et Sébastien.
Les étudiants, qui sont débordés de travail, ont malheureusement mis en place des règles très compliquées
et peu judicieuses pour les nourrir quotidiennement. En notant respectivement an, vn et sn le nombre de
rations de nourriture distribuées à chaque poisson le n-ième jour, les règles d’alimentation établies par les
étudiants sont les suivantes :

∀n > 1,

{
an+1 = 2an − 3vn + 4
vn+1 = an − vn

et sn+2 =

⌊
(sn+1)2

sn

⌋
− 1.

1. On s’intéresse tout d’abord au nombre de rations quotidiennes des poissons rouges Anne et Valérie.
On suppose que les étudiants leur ont donné deux rations chacun le premier jour.
(a) Calculer a2 et v2.

I D’après l’énoncé a1 = v1 = 2. Donc a2 = 2a1 − 3v1 + 4 = 2 et v2 = a1 − v1 = 0 .
(b) Soit n > 1. Exprimer an+2 en fonction de an+1 et an, puis vn+2 en fonction de vn+1 et vn.

I Puisque an+1 = 2an − 3vn + 4, on a vn = 1
3

(2an + 4− an+1) pour tout n > 1. En remplaçant
n par n + 1, on a aussi vn+1 = 1

3
(2an+1 + 4− an+2). En reportant ces deux relations dans

vn+1 = an − vn, on obtient :

1

3
(2an+1 + 4− an+2) = an −

1

3
(2an + 4− an+1)

donc 2an+1 + 4− an+2 = 3an − 2an − 4 + an+1

= an+1 + an − 4

donc an+2 = an+1 − an + 8 .

De même, on a an = vn+1 + vn (car vn+1 = an − vn) et an+1 = vn+2 + vn+1, ce qui donne en
reportant dans an+1 = 2an − 3vn + 4 :

vn+2 + vn+1 = 2 (vn+1 + vn)− 3vn + 4

= 2vn+1 − vn + 4

donc vn+2 = vn+1 − vn + 4 .

Un exemple classique de question qui semble facile mais pour laquelle on peut
perdre beaucoup de temps si on ne trouve pas par quel bout prendre les calculs.
Il ne faut surtout pas rester les bras croisés à attendre de trouver la solution
de tête. Ecrivez, griffonnez des calculs au brouillon, manipulez les expressions
dans tous les sens, c’est comme cela que la solution apparaitra.

BCPST1A lycée Hoche 2015-2016 25 sur 141 Sébastien Godillon



(c) En déduire qu’il existe deux réels α et ν tels que (an − α)n>1 et (vn − ν)n>1 sont des suites
récurrentes linéaires d’ordre deux.
I Soit n > 1. On a d’après les résultats de la question précédente :

an+2 − α = an+1 − an + 8− α = (an+1 − α)− (an − α) + (8− α).

Ainsi (an − α)n>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre deux si et seulement si α = 8 .
De même :

vn+2 − ν = vn+1 − vn + 4− ν = (vn+1 − ν)− (vn − ν) + (4− ν).

Ainsi (vn − α)n>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre deux si et seulement si ν = 4 .

Comme pour les suites arithmético-géométriques, la méthode générale (qui
n’est pas à connaitre) est de chercher α comme étant un «point fixe» de la
relation de récurrence, c’est-à-dire tel que α = α− α + 8. De même pour ν.

(d) Conclure en donnant les expressions de an et vn en fonction de n pour tout entier n > 1.
I On a vu à la question précédente que (an − 8)n>1 et (vn − 4)n>1 sont des suites récurrentes
linéaires d’ordre deux ayant la même équation caractéristique :

q2 = q − 1.

Cette équation a pour discriminant ∆ = (−1)2 − 4× 1× 1 = −3, donc elle admet deux racines
complexes conjuguées : −(−1)+i

√
3

2×1
= 1

2
+ i
√

3
2

= eiπ/3 et 1
2
− i
√

3
2

= e−iπ/3. On en déduit qu’il existe
quatre constantes réelles A, B, A′ et B′ telles que :

∀n > 1,

{
an − 8 = 1n

(
A cos

(
nπ

3

)
+B sin

(
nπ

3

))
= A cos

(
nπ

3

)
+B sin

(
nπ

3

)
vn − 4 = A′ cos

(
nπ

3

)
+B′ sin

(
nπ

3

) .

Pour n = 1 et n = 2, on obtient les systèmes d’équations linéaires suivants :{
a1 − 8 = A cos

(
π
3

)
+B sin

(
π
3

)
a2 − 8 = A cos

(
2π
3

)
+B sin

(
2π
3

) ⇐⇒ {
2− 8 = A1

2
+B

√
3

2

2− 8 = −A1
2

+B
√

3
2

L1

L2

⇐⇒
{
−6 = A1

2
+B

√
3

2

0 = −A
L1

L2 ← L2 − L1

⇐⇒
{
B = −6 2√

3
= −4

√
3

A = 0

et
{
v1 − 4 = A′ cos

(
π
3

)
+B′ sin

(
π
3

)
v2 − 4 = A′ cos

(
2π
3

)
+B′ sin

(
2π
3

) ⇐⇒ {
2− 4 = A′ 1

2
+B′

√
3

2

0− 4 = −A′ 1
2

+B′
√

3
2

L′1
L′2

⇐⇒
{
−2 = A′ 1

2
+B′

√
3

2

−2 = −A′
L′1
L′2 ← L′2 − L′1

⇐⇒
{
B′ = (−2− 21

2
) 2√

3
= −2

√
3

A′ = 2
.

Finalement, on obtient :

∀n > 1,


an = 8− 4

√
3 sin

(
n
π

3

)

vn = 4 + 2 cos
(
n
π

3

)
− 2
√

3 sin
(
n
π

3

) .
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2. On s’intéresse désormais au nombre de rations quotidiennes du combattant Sébastien. On suppose
que les étudiants lui ont donné deux rations le premier jour et cinq rations le deuxième.
(a) Calculer s3 et s4.

I D’après l’énoncé s1 = 2 et s2 = 5. On en déduit que

s3 =

⌊
(s2)2

s1

⌋
− 1 =

⌊
25

2

⌋
− 1 = b12, 5c − 1 = 12− 1 = 11

et s4 =

⌊
(s3)2

s2

⌋
− 1 =

⌊
121

5

⌋
− 1 = b24, 2c − 1 = 24− 1 = 23.

Finalement, s3 = 11 et s4 = 23 .
(b) On conjecture que (sn)n>1 est une suite arithmético-géométrique, c’est-à-dire qu’il existe deux

réels a et b tels que sn+1 = asn + b pour tout entier n > 1. A l’aide des valeurs de s1, s2 et s3,
calculer les valeurs que doivent nécessairement prendre a et b. Discuter la pertinence de cette
conjecture à l’aide de la valeur de s4.
I En supposant qu’il existe (a, b) ∈ R2 tel que sn+1 = asn+ b pour tout entier n > 1, on obtient
le système d’équations linéaires suivant pour n = 1 et n = 2 :{

s2 = as1 + b
s3 = as2 + b

⇐⇒
{

5 = 2a+ b
11 = 5a+ b

L1

L2

⇐⇒
{

5 = 2a+ b
6 = 3a

L1

L2 ← L2 − L1

⇐⇒
{
b = 5− 2a = 1
a = 2

.

Ainsi, si cette conjecture est vraie alors (a, b) = (2, 1) . De plus, on obtient avec ces valeurs de
a et b :

as3 + b = 2s3 + 1 = 23 = s4.

Donc, la conjecture semble pertinente car elle n’est pas contredite dans le cas où n = 3.

(c) On considère la suite (un)n>1 définie par u1 = 2 et un+1 = 2un + 1 pour tout entier n > 1.
i. Pour tout entier n > 1, déterminer un en fonction de n.

I On reconnaît une suite arithmético-géométrique. On fixe α ∈ R tel que α = 2α + 1,
c’est-à-dire α = −1. On a alors pour tout entier n > 1 :

un+1 − α = (2un + 1)− (2α + 1) = 2(un − α).

Par conséquent, (un−α)n>1 = (un + 1)n>1 est une suite géométrique de raison 2. On a donc
pour tout entier n > 1 :

un + 1 = 2n−1(u1 + 1) = 2n−1(2 + 1) = 3× 2n−1.

Ainsi, un = 3× 2n−1 − 1 pour tout entier n > 1.
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ii. Démontrer que

∀n > 1,
(un+1)2

un
− un+2 = 1 +

1

3× 2n−1 − 1
.

I Soit n > 1. D’après le résultat de la question précédente, on a :

(un+1)2

un
− un+2 =

(3× 2n − 1)2

3× 2n−1 − 1
−
(
3× 2n+1 − 1

)
=

9× 22n − 3× 2n+1 + 1− (3× 2n+1 − 1) (3× 2n−1 − 1)

3× 2n−1 − 1

=
9× 22n − 3× 2n+1 + 1− 9× 22n + 3× 2n+1 + 3× 2n−1 − 1

3× 2n−1 − 1

=
3× 2n−1

3× 2n−1 − 1

=
3× 2n−1 − 1 + 1

3× 2n−1 − 1

= 1 +
1

3× 2n−1 − 1
.

iii. En déduire que (un)n>1 vérifie la même relation de récurrence que (sn)n>1.
I Soit n > 1. D’après le résultat de la question précédente, on a :

un+2 + 1 < un+2 + 1 +
1

3× 2n−1 − 1
=

(un+1)2

un
6 un+2 + 1 +

1

3× 21−1 − 1
= un+2 + 1 +

1

2

donc
⌊

(un+1)2

un

⌋
= un+2 + 1 (car (un)n>1 est une suite d’entiers).

On en déduit que un+2 =
⌊

(un+1)2

un

⌋
− 1 pour tout entier n > 1, donc (un)n>1 vérifie bien la

même relation de récurrence que (sn)n>1.
(d) Conclure en donnant l’expression de sn en fonction de n pour tout entier n > 1.

I Montrons par récurrence double que sn = un pour tout entier n > 1.
Initialisation : s1 = u1 = 2 d’après l’énoncé et u2 = 2u1 + 1 = 5 = s2.
Hérédité : on suppose que sn = un et sn+1 = un+1 pour un certain entier n > 1 fixé. On a alors
d’après le résultat de la question précédente :

sn+2 =

⌊
(sn+1)2

sn

⌋
− 1 =

⌊
(un+1)2

un

⌋
− 1 = un+2.

Concusion : d’après le principe de récurrence double, on en déduit que sn = un pour tout entier
n > 1. En particulier, on obtient d’après le résultat de la question 2(c) :

∀n > 1, sn = 3× 2n−1 − 1 .

Exercice 3
Soit n ∈ N. Résoudre l’équation

∑n
k=0 cos(kθ) = 0 d’inconnue θ ∈ R.

I Soit θ ∈ R. On a :
n∑
k=0

cos(kθ) =
n∑
k=0

Re
(
eikθ
)

= Re

(
n∑
k=0

(
eiθ
)k)

.
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Si θ ≡ 0 [2π] alors eiθ = 1 et donc
∑n

k=0 cos(kθ) = n + 1 6= 0. On peut donc supposer que θ 6≡ 0 [2π],
c’est-à-dire que eiθ 6= 1. On a alors d’après la formule de la somme des termes d’une suite géométrique :

n∑
k=0

cos(kθ) = Re

(
1− ei(n+1)θ

1− eiθ

)
= Re

(
2i sin((n+ 1)θ/2)ei(n+1)θ/2

2i sin(θ/2)eiθ/2

)
= Re

(
sin((n+ 1)θ/2)

sin(θ/2)
einθ/2

)
=

sin((n+ 1)θ/2) cos(nθ/2)

sin(θ/2)
.

Ainsi θ est solution de
∑n

k=0 cos(kθ) = 0 si et seulement si sin((n+ 1)θ/2) cos(nθ/2) = 0, c’est-à-dire si et
seulement si sin((n+ 1)θ/2) = 0 ou cos(nθ/2) = 0. Or on a :

sin((n+ 1)θ/2) = 0⇐⇒ (n+ 1)θ/2 ≡ 0 [π]⇐⇒ θ ≡ 0

[
2π

n+ 1

]

et cos(nθ/2) = 0⇐⇒ nθ/2 ≡ π

2
[π]⇐⇒ θ ≡ π

n

[
2π

n

]
.

On en déduit l’ensemble des solutions de l’équation
∑n

k=0 cos(kθ) = 0 :({
2k

n+ 1
π, k ∈ Z

}
∪
{

1 + 2k

n
π, k ∈ Z

})
\ {2kπ, k ∈ Z} .

N’oubliez pas de retirer les cas où θ ≡ 0 [2π] de l’ensemble des solutions
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DS no 3 de mathématiques et d’informatique
durée : 3 heures

Problème 1 (Méthodes de calcul et raisonnement)
Une séquence de Skolem (du nom du mathématicien norvégien Thoralf Skolem spécialiste de logique
mathématique et de théorie des ensembles) d’ordre n ∈ N? est un 2n-uplet S = (s1, s2, s3, . . . , s2n) tel que
pour tout k ∈ J1, nK :

— l’entier k apparaît exactement deux fois dans les composantes de S ;
— les deux apparitions de l’entier k sont distantes de k composantes dans S.

Par exemple, (4, 5, 1, 1, 4, 3, 5, 2, 3, 2) est une séquence de Skolem d’ordre 5 car les deux 1 sont distants de
une composante, les deux 2 sont distants de deux composantes, etc.
Le but de ce problème est d’étudier quelques propriétés des séquences de Skolem et surtout d’obtenir une
condition nécessaire sur l’entier n ∈ N? pour l’existence de séquences de Skolem d’ordre n. Pour chaque
séquence de Skolem S = (s1, s2, s3, . . . , s2n) et pour chaque entier k ∈ J1, nK, on notera (pk, qk) ∈ J1, 2nK2

l’unique couple tel que spk = sqk = k et qk − pk = k.
1. (a) Déterminer toutes les séquences de Skolem d’ordre 1.
(b) Existe-t-il des séquences de Skolem d’ordre 2 ? Justifier votre réponse.
(c) Existe-t-il des séquences de Skolem d’ordre 3 ? Justifier votre réponse.
(d) Déterminer un exemple de séquence de Skolem d’ordre 4.

2. Déterminer les couples (p1, q1), (p2, q2), (p3, q3), (p4, q4) et (p5, q5) pour la séquence de Skolem
(4, 5, 1, 1, 4, 3, 5, 2, 3, 2) de l’énoncé.

3. Désormais, on fixe une séquence de Skolem S = (s1, s2, s3, . . . , s2n) d’ordre n ∈ N?. On considère
les applications suivantes :

ϕ : J1, 2nK → J1, nK
` 7→ s`

,
P : J1, nK → J1, 2nK

k 7→ pk
et Q : J1, nK → J1, 2nK

k 7→ qk
.

(a) Démontrer que l’application ϕ est surjective.
(b) L’application ϕ est-elle injective ? Si non, déterminer les antécédents de chaque entier k ∈ J1, nK.
(c) Démontrer que l’application P est injective.
(d) L’application P est-elle surjective ? Si non, déterminer le sous-ensemble des éléments de J1, 2nK

qui n’admettent pas d’antécédents.
(e) Étudier brièvement l’injectivité et la surjectivité de l’application Q.
(f) Calculer ϕ ◦ P .
(g) En raisonnant par l’absurde, prouver que P ◦ ϕ 6= IdJ1,2nK.
(h) Retrouver le résultat de la question précédente en donnant un contre-exemple à l’aide de la

séquence de Skolem (4, 5, 1, 1, 4, 3, 5, 2, 3, 2) de l’énoncé.
4. (a) Justifier que

∑n
k=1 pk +

∑n
k=1 qk = n(2n+ 1).

(b) En déduire que
∑n

k=1 pk = n2 − n(n−1)
4

.
(c) Conclure que «n ou n− 1 est un multiple de 4» est une condition nécessaire à l’existence d’au

moins une séquence de Skolem d’ordre n.
(d) Discuter de la suffisance de la condition de la question précédente à l’aide des exemples de

séquences de Skolem obtenus à la question 1 et l’exemple (4, 5, 1, 1, 4, 3, 5, 2, 3, 2) de l’énoncé.
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Exercice
Le marsupilami parle une langue rigolote mais assez pauvre puisque les seuls mots de son vocabulaire
sont «houba», «hop», «ba», «habou», «bahou», «hou», «baba» et «grrrhouba». De plus, chaque phrase
commence toujours par le mot «houba» et ne comporte pas plus de 6 mots. On pourra répondre aux
questions suivantes sans simplifier les résultats.

1. Combien de phrases le marsupilami peut-il formuler dans sa langue ?
2. Combien de phrases formées de 5 mots différents le marsupilami peut-il formuler dans sa langue ?
3. Combien de phrases le marsupilami peut-il formuler dans sa langue en utilisant exactement une fois

chacun des mots suivants : «houba», «hop», «baba», «houba», «houba», «hop» ?

Problème 2 (modélisation mathématique et informatique)
Un des modèles mathématiques utilisés pour étudier l’évolution d’une population biologique est la suite
logistique (xn)n>1 définie par x1 ∈ [0, 1] et la relation de récurrence :

∀n > 1, xn+1 = fr(xn) (1)

où fr est la fonction
fr : R −→ R

x 7−→ rx(1− x)

et r ∈]0, 4] est un paramètre fixé. La valeur xn correspond au rapport de la population de l’espèce étudiée à
la n-ième génération sur la population maximale. Dans la suite, on supposera que la taille de la population
maximale est de 1000 individus. L’objectif de ce problème est d’étudier quelques propriétés de cette suite.

A) Propriétés de la fonction fr

1. Étudier les variations de la fonction fr.
2. Montrer que la fonction fr est majorée par r

4
.

3. Étudier les variations de la fonction x 7−→ fr(x)− x.
B) Étude de la suite (xn)n>1

1. Écrire une fonction suiteLogistique(r,x1,n) qui prend en argument deux réels (flottants) et
un entier et qui retourne la valeur de xn.

2. Écrire une fonction estDecroissante(r,x1,n) qui retourne True si la suite (xn)n>1 est décrois-
sante jusqu’au rang n, c’est-à-dire si x1 > x2 > · · · > xn, et qui renvoie False sinon.

3. Montrer que xn ∈ [0, 1] pour tout n > 1. (Indication : on rappelle que r ∈]0, 4]).
4. On suppose que r = 1 pour cette question et on considère la fonction suivante :

def fonctionMystere(x1) :
n=1
xn=x1
while xn==0 or xn==1 :

n=n+1
xn=suiteLogistique(1,x1,n)

return n

(a) Quel est le comportement de cette fonction si x1 ∈ {0, 1} ?
(b) En déduire la nature de la suite (xn)n>1 si x1 ∈ {0, 1}.
(c) Quel est le comportement de cette fonction si x1 ∈]0, 1[ ?

5. On suppose que r = 1 et x1 ∈]0, 1[ pour cette question. Montrer que la suite (xn)n>1 est
strictement décroissante.

6. On suppose que 0 < r < 1 pour cette question.
(a) Montrer que xn 6 rn−1 pour tout n > 1.
(b) On suppose que r = 1

2
et x1 = 1

4
.
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i. Sur un schéma, donner l’allure générale de la courbe représentative de fr. On fera égale-
ment apparaître la droite d’équation y = x.

ii. Sur le schéma précédent, placer x1 et x2.
(c) Conjecturer le comportement de xn lorsque n est grand. À l’aide de résultats vus au ly-

cée, justifier cette conjecture. En déduire une interprétation de l’évolution de la population
étudiée.

7. On suppose que 1 < r < 2 pour cette question.
(a) i. Montrer que r−1

r
< r

4
< 1

2
< 1

r
.

ii. On suppose que x1 = r−1
r
. Quelle est la nature de la suite (xn)n>1 ?

iii. On suppose que x1 ∈]0, r−1
r

[. Montrer que la suite (xn)n>1 est strictement croissante et
majorée par r−1

r
.

iv. On suppose que x1 ∈] r−1
r
, 1

2
[. Montrer que la suite (xn)n>1 est strictement décroissante et

minorée par r−1
r
.

v. Montrer que si x1 ∈]1
2
, 1] alors x2 = r−1

r
ou x2 ∈]0, r−1

r
[ ou x2 ∈] r−1

r
, 1

2
[.

(b) On suppose que r = 3
2
.

i. Sur un schéma, donner l’allure générale de la courbe représentative de fr. On fera égale-
ment apparaître la droite d’équation y = x et le point de coordonnées ( r−1

r
, r−1

r
).

ii. On suppose que x1 = 1
2
. Sur le schéma précédent, placer x1 et x2.

iii. On suppose que x1 = 1
4
. Toujours sur le même schéma, placer les points x1 et x2.

(c) Conjecturer le comportement de xn lorsque n est grand. À l’aide de résultats vus au ly-
cée, justifier cette conjecture. En déduire une interprétation de l’évolution de la population
étudiée.
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Corrigé du DS no 3 de mathématiques
et d’informatique

Problème 1 (Méthodes de calcul et raisonnement)
Une séquence de Skolem (du nom du mathématicien norvégien Thoralf Skolem spécialiste de logique ma-
thématique et de théorie des ensembles) d’ordre n ∈ N? est un 2n-uplet S = (s1, s2, s3, . . . , s2n) tel que pour
tout k ∈ J1, nK :

— l’entier k apparaît exactement deux fois dans les composantes de S ;
— les deux apparitions de l’entier k sont distantes de k composantes dans S.

Par exemple, (4, 5, 1, 1, 4, 3, 5, 2, 3, 2) est une séquence de Skolem d’ordre 5 car les deux 1 sont distants de
une composante, les deux 2 sont distants de deux composantes, etc.
Le but de ce problème est d’étudier quelques propriétés des séquences de Skolem et surtout d’obtenir une
condition nécessaire sur l’entier n ∈ N? pour l’existence de séquences de Skolem d’ordre n. Pour chaque
séquence de Skolem S = (s1, s2, s3, . . . , s2n) et pour chaque entier k ∈ J1, nK, on notera (pk, qk) ∈ J1, 2nK2

l’unique couple tel que spk = sqk = k et qk − pk = k.
1. (a) Déterminer toutes les séquences de Skolem d’ordre 1.

I Une séquences de Skolem d’ordre 1 est un couple S = (s1, s2) tel que l’entier 1 apparaît exac-
tement deux fois dans les composantes de S, donc tel que s1 = s2 = 1. De plus S = (1, 1) est bien
une séquence de Skolem d’ordre 1 puisque les deux apparitions de l’entier 1 sont distantes de 1
composante dans S. Il n’existe donc qu’une seule séquence de Skolem d’ordre 1 qui est (1, 1) .

Pensez à justivier vos réponses, même celles des questions simples comme ici.
De plus, répondez précisément à la question posée : ici, il n’est pas suffisant
de dire que (1, 1) est une suite de Skolem d’ordre 1, il est aussi nécessaire de
justifier qu’il n’en existe pas d’autres.

(b) Existe-t-il des séquences de Skolem d’ordre 2 ? Justifier votre réponse.
I Une séquences de Skolem d’ordre 2 est un quadruplet S = (s1, s2, s3, s4) tel que les entiers 1 et
2 apparaissent chacun exactement deux fois dans les composantes de S. Il y a donc

(
4
2

)(
4−2

2

)
= 6

séquences de Skolem d’ordre 2 possibles (nombre d’anagramme de mots de 4 lettres ayant deux
lettres différentes répétées chacune deux fois) qui sont :
— (1, 2, 1, 2), (1, 2, 2, 1) et (2, 1, 2, 1) qui ne sont pas des séquences de Skolem car les deux

apparitions de l’entier 1 ne sont pas distantes de 1 composante ;
— (1, 1, 2, 2), (2, 1, 1, 2) et (2, 2, 1, 1) qui ne sont pas des séquences de Skolem car les deux

apparitions de l’entier 2 ne sont pas distantes de 2 composantes.
Finalement, il n’existe pas de séquences de Skolem d’ordre 2 .

(c) Existe-t-il des séquences de Skolem d’ordre 3 ? Justifier votre réponse.
I

Attention, il faut justifier précisément qu’il n’existe pas de séquences de Sko-
lem d’ordre 3. Ce n’est pas évident, sinon il n’existerait pas non plus de
séquences de Skolem d’ordre 4 ce qui est contredit à la question suivante.

En raisonnant comme à la question précédente, il existe
(

6
2

)(
6−2

2

)(
6−2−2

2

)
= 15 × 6 × 1 = 90

sextuplets S = (s1, s2, s3, s4, s5, s6) tels que les entiers 1, 2 et 3 apparaissent chacun exactement
deux fois dans les composantes de S, ce qui donne 90 séquences de Skolem d’ordre 3 possibles.
Parmi ces possibilités, il y a :
—
(

4
2

)(
4−2

2

)
= 6 séquences telles s1 = s3 = 1, c’est-à-dire du type (1, s2, 1, s4, s5, s6) ;

—
(

4
2

)(
4−2

2

)
= 6 séquences telles s1 = s4 = 1, c’est-à-dire du type (1, s2, s3, 1, s5, s6) ;
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—
(

4
2

)(
4−2

2

)
= 6 séquences telles s1 = s5 = 1, c’est-à-dire du type (1, s2, s3, s4, 1, s6) ;

—
(

4
2

)(
4−2

2

)
= 6 séquences telles s1 = s6 = 1, c’est-à-dire du type (1, s2, s3, s4, s5, 1) ;

—
(

4
2

)(
4−2

2

)
= 6 séquences telles s2 = s4 = 1, c’est-à-dire du type (s1, 1, s3, 1, s5, s6) ;

—
(

4
2

)(
4−2

2

)
= 6 séquences telles s2 = s5 = 1, c’est-à-dire du type (s1, 1, s3, s4, 1, s6) ;

—
(

4
2

)(
4−2

2

)
= 6 séquences telles s2 = s6 = 1, c’est-à-dire du type (s1, 1, s3, s4, s5, 1) ;

—
(

4
2

)(
4−2

2

)
= 6 séquences telles s3 = s5 = 1, c’est-à-dire du type (s1, s2, 1, s4, 1, s6) ;

—
(

4
2

)(
4−2

2

)
= 6 séquences telles s3 = s6 = 1, c’est-à-dire du type (s1, s2, 1, s4, s5, 1) ;

—
(

4
2

)(
4−2

2

)
= 6 séquences telles s4 = s6 = 1, c’est-à-dire du type (s1, s2, s3, 1, s5, 1) ;

ce qui donne 10 × 6 = 60 possibilités qui ne sont pas des séquences de Skolem car les deux
apparitions de l’entier 1 ne sont pas distantes de 1 composante.

On peut bien sûr raccourcir la rédaction en dénombrant le nombre de façons
de placer les deux apparitions de l’entier 1 dans le sextuplet afin qu’elles
soient distantes d’au moins 2 composantes, ce qui donne 4 façons si la pre-
mière apparition de l’entier 1 est s1, puis 3 façons pour s2, 2 façons pour s3

et 1 façon pour s4, c’est-à-dire 4 + 3 + 2 + 1 = 10.
Il reste 90− 60 = 30 possibilités qui sont partitionnées en 60/6 = 5 cas disjoints.
1er cas : 6 séquences telles que s1 = s2 = 1, c’est-à-dire du type (1, 1, s3, s4, s5, s6). Alors la
seule possibilité telle que les deux apparitions de l’entier 3 soient distantes de 3 composantes est
(1, 1, 3, 2, 2, 3) mais ce n’est pas une séquence de Skolem car les deux apparitions de l’entier 2
ne sont pas distantes de 2 composantes. Ainsi, aucune possibilité de ce cas n’est une séquence
de Skolem.
2e cas : 6 séquences telles que s2 = s3 = 1, c’est-à-dire du type (s1, 1, 1, s4, s5, s6). En raisonnant
comme dans le 1er cas, la seule possibilité telle que les deux apparitions de l’entier 3 soient
distantes de 3 composantes est (3, 1, 1, 3, 2, 2) mais ce n’est pas une séquence de Skolem.
3e cas : 6 séquences telles que s3 = s4 = 1, c’est-à-dire du type (s1, s2, 1, 1, s5, s6). De même, la
seule possibilité telle que les deux apparitions de l’entier 3 soient distantes de 3 composantes est
(2, 3, 1, 1, 3, 2) mais ce n’est pas une séquence de Skolem.
4e cas : 6 séquences telles que s4 = s5 = 1, c’est-à-dire du type (s1, s2, s3, 1, 1, s6). De même, la
seule possibilité telle que les deux apparitions de l’entier 3 soient distantes de 3 composantes est
(2, 2, 3, 1, 1, 3) mais ce n’est pas une séquence de Skolem.
5e cas : 6 séquences telles que s5 = s6 = 1, c’est-à-dire du type (s1, s2, s3, s4, 1, 1). De même, la
seule possibilité telle que les deux apparitions de l’entier 3 soient distantes de 3 composantes est
(3, 2, 2, 3, 1, 1) mais ce n’est pas une séquence de Skolem.
Ainsi, dans chacun des cas, aucune des possibilités n’est une séquence de Skolem. Finalement
il n’existe pas de séquences de Skolem d’ordre 3 .

La difficulté de ce type de questions est d’être extrêmement bien organisé pour
ne pas oublier des possibilités. Cet exemple de rédaction propose d’utiliser les
méthodes de dénombrement afin de compter toutes les possibilités pour ne
pas en oublier. On peut également rédiger la réponse avec une disjonction de
cas ou avec un algorithme de placement de chaque entier (on commence par
placer les 3, puis les 1, puis on se rend compte qu’il n’est pas possible de
placer les 2). Le plus important est de convaincre le correcteur que vous avez
bien traité toutes les possibilités sans en oublier.

(d) Déterminer un exemple de séquence de Skolem d’ordre 4.
I Par exemple, (1, 1, 3, 4, 2, 3, 2, 4) est une séquence de Skolem d’ordre 4.

Il n’existe que six séquences de Skolem d’ordre 4 qui sont :

(1, 1, 3, 4, 2, 3, 2, 4), (1, 1, 4, 2, 3, 2, 4, 3), (2, 3, 2, 4, 3, 1, 1, 4),
(4, 2, 3, 2, 4, 3, 1, 1), (3, 4, 2, 3, 2, 4, 1, 1), (4, 1, 1, 3, 4, 2, 3, 2).

Pour déterminer cette liste, on peut par exemple écrire un petit algorithme
en Python.
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2. Déterminer les couples (p1, q1), (p2, q2), (p3, q3), (p4, q4) et (p5, q5) pour la séquence de Skolem
(4, 5, 1, 1, 4, 3, 5, 2, 3, 2) de l’énoncé.
I On note S = (s1, s2, . . . , s10) = (4, 5, 1, 1, 4, 3, 5, 2, 3, 2) la séquence de Skolem de l’énoncé. Alors :

s3 = s4 = 1, s8 = s10 = 2, s6 = s9 = 3, s1 = s5 = 4 et s2 = s7 = 5.

On en déduit que

(p1, q1) = (3, 4), (p2, q2) = (8, 10), (p3, q3) = (6, 9), (p4, q4) = (1, 5) et (p5, q5) = (2, 7) .

3. Désormais, on fixe une séquence de Skolem S = (s1, s2, s3, . . . , s2n) d’ordre n ∈ N?. On considère
les applications suivantes :

ϕ : J1, 2nK → J1, nK
` 7→ s`

,
P : J1, nK → J1, 2nK

k 7→ pk
et Q : J1, nK → J1, 2nK

k 7→ qk
.

(a) Démontrer que l’application ϕ est surjective.
I Soit k ∈ J1, nK. On cherche au moins un antécédent de k par ϕ, c’est-à-dire un entier ` ∈ J1, 2nK
tel que ϕ(`) = k. Or ϕ(`) = s` et spk = sqk = k d’après l’énoncé. Il suffit donc de poser ` = pk
car alors ϕ(`) = s` = spk = k. Ainsi on a :

∀k ∈ J1, nK, ∃` ∈ J1, 2nK, ϕ(`) = k

ce qui prouve que ϕ est surjective .

(b) L’application ϕ est-elle injective ? Si non, déterminer les antécédents de chaque entier k ∈ J1, nK.
I D’après l’énoncé, chaque entier k ∈ J1, nK apparaît exactement deux fois dans les composantes
de S et ces deux apparitions sont spk = sqk = k avec pk 6= qk car qk − pk = k 6= 0. Puisque
ϕ : ` 7→ s`, on en déduit que chaque entier k ∈ J1, nK admet exactement deux antécédents qui
sont pk et qk et donc que ϕ n’est pas injective .

N’oubliez pas de préciser que pk 6= qk puisque le point important à justifier
est que les deux antécédents pk et qk sont bien différents. On peut également
raisonner par l’absurde : si ϕ est injective alors ϕ : J1, 2nK→ J1, nK est bijec-
tive d’après le résultat de la question précédente et donc 2n = card(J1, 2nK) =
card(J1, nK) = n ce qui est absurde car n 6= 0. Mais ce raisonnement ne donne
pas les antécédents de chaque entier k ∈ J1, nK.

(c) Démontrer que l’application P est injective.
I Soit (k1, k2) ∈ J1, nK2 tel que P (k1) = P (k2), c’est-à-dire tel que pk1 = pk2 . Donc spk1 = spk2
et par conséquent k1 = spk1 = spk2 = k2 (par définition de pk1 et pk2). Ainsi, on a :

∀(k1, k2) ∈ J1, nK2, P (k1) = P (k2) =⇒ k1 = k2

ce qui prouve que P est injective .

(d) L’application P est-elle surjective ? Si non, déterminer le sous-ensemble des éléments de J1, 2nK
qui n’admettent pas d’antécédents.
I D’après l’énoncé, chaque entier ` ∈ J1, 2nK est soit de la forme ` = pk soit de la forme ` = qk
où k = s`. Dans le premier cas, k est un antécédent de ` = pk = P (k). Dans le deuxième cas,
` n’admet pas d’antécédents car sinon qk = ` = pk′ pour un certain k′ ∈ J1, nK donc k = spk =
sqk′ = k′ (par définition de pk et qk′) ce qui conduit à l’absurdité 0 = qk−pk′ = qk−pk = k 6= 0. On
en déduit que chaque élément de l’ensemble {` ∈ J1, 2nK | ` = qs`} = {qk, k ∈ J1, nK} n’admet

pas d’antécédents et donc que P n’est pas surjective .
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On peut également raisonner par l’absurde : si P est surjective alors P :
J1, nK → J1, 2nK est bijective d’après le résultat de la question précédente et
donc n = card(J1, nK) = card(J1, 2nK) = 2n ce qui est absurde car n 6= 0.
Mais ce raisonnement ne donne pas le sous-ensemble des éléments de J1, 2nK
qui n’admettent pas d’antécédents.

(e) Étudier brièvement l’injectivité et la surjectivité de l’application Q.
I En raisonnant comme dans les deux questions précédentes pour l’application P , on en déduit
que Q est injective , que chaque élément de l’ensemble {` ∈ J1, 2nK | ` = ps`} = {pk, k ∈ J1, nK}
n’admet pas d’antécédents et donc que Q n’est pas surjective .

(f) Calculer ϕ ◦ P .
I Puisque ϕ : J1, 2nK→ J1, nK et P : J1, nK→ J1, 2nK, on obtient que ϕ ◦P : J1, nK→ J1, nK. De
plus, on a pour tout k ∈ J1, nK :

(ϕ ◦ P )(k) = ϕ(P (k))

= ϕ(pk) (par définition de P )
= spk (par définition de ϕ)
= k (d’après l’énoncé).

Par conséquent, ϕ ◦ P = IdJ1,nK .

(g) En raisonnant par l’absurde, prouver que P ◦ ϕ 6= IdJ1,2nK.
I On suppose que P ◦ ϕ = IdJ1,2nK. Puisque ϕ ◦ P = IdJ1,nK d’après le résultat de la question
précédente, on obtient que ϕ et P sont applications inverses l’une de l’autre et donc que ϕ
et P sont bijectives. Ceci est absurde car on a démontré à la question 3(b) que ϕ n’est pas
injective donc pas bijective (ou à la question 3(d) que P n’est pas surjective donc pas bijective).
Puisque l’hypothèse aboutit à une absurdité, on en déduit qu’elle est fausse, c’est-à-dire que
P ◦ ϕ 6= IdJ1,2nK .

(h) Retrouver le résultat de la question précédente en donnant un contre-exemple à l’aide de la
séquence de Skolem (4, 5, 1, 1, 4, 3, 5, 2, 3, 2) de l’énoncé.
I En utilisant les résultats obtenus à la question 2, on a par exemple :

(P ◦ ϕ)(4) = P (ϕ(4)) = P (s4) = P (1) = p1 = 3 6= 4.

Par conséquent, P ◦ ϕ 6= IdJ1,2nK .

On peut également utiliser (P ◦ ϕ)(10) = 8, (P ◦ ϕ)(9) = 6, (P ◦ ϕ)(5) = 1
ou (P ◦ ϕ)(7) = 2.

4. (a) Justifier que
∑n

k=1 pk +
∑n

k=1 qk = n(2n+ 1).
I Puisque chaque entier ` ∈ J1, 2nK est soit de la forme ` = pk soit de la forme ` = qk où
k = s` ∈ J1, nK, on en déduit que :

n∑
k=1

pk +
n∑
k=1

qk =
2n∑
`=1

` =
2n(2n+ 1)

2
= n(2n+ 1)

d’après la formule de la somme des premiers entiers.
(b) En déduire que

∑n
k=1 pk = n2 − n(n−1)

4
.

I D’après l’énoncé, on a qk − pk = k pour tout k ∈ J1, nK, donc qk = k + pk. On en déduit
d’après le résultat de la question précédente que :

n(2n+ 1) =
n∑
k=1

pk +
n∑
k=1

qk =
n∑
k=1

pk +
n∑
k=1

(k + pk) = 2
n∑
k=1

pk +
n(n+ 1)

2
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et par conséquent :

n∑
k=1

pk =
n(2n+ 1)− n(n+1)

2

2
=

4n2 + 2n− n2 − n
4

= n2 +
n− n2

4
= n2 − n(n− 1)

4
.

(c) Conclure que «n ou n− 1 est un multiple de 4» est une condition nécessaire à l’existence d’au
moins une séquence de Skolem d’ordre n.
I On suppose qu’il existe une séquence de Skolem S = (s1, s2, s3, . . . , s2n) d’ordre n. D’après le
résultat de la question précédente, on obtient que :

n(n− 1)

4
= n2 −

n∑
k=1

pk.

Or pk ∈ J1, 2nK pour tout k ∈ J1, nK donc
∑n

k=1 pk est un entier comme somme d’entiers. Par
conséquent, n(n−1)

4
est un entier comme différence d’entiers, d’où n(n−1) est un multiple de 4. On

en déduit deux cas disjoints : soit n ou n−1 est un multiple de 4 soit n et n−1 sont des multiples
de 2. Or le deuxième cas est absurde car n et n− 1 sont deux entiers consécutifs donc de parité
différente. Par conséquent, s’il existe une séquence de Skolem d’ordre n alors n ou n− 1 est un
multiple de 4. Autrement dit «n ou n− 1 est un multiple de 4» est une condition nécessaire à
l’existence d’au moins une séquence de Skolem d’ordre n .

Attention à ne pas oublier le cas où n et n−1 sont des multiples de 2. Même
si ce cas est absurde, il faut montrer que votre raisonnement est exhaustif.
De plus, rédigez votre réponse pour bien mettre en avant la nécessité de la
condition afin de répondre précisément à la question.

(d) Discuter de la suffisance de la condition de la question précédente à l’aide des exemples de
séquences de Skolem obtenus à la question 1 et l’exemple (4, 5, 1, 1, 4, 3, 5, 2, 3, 2) de l’énoncé.
I Dire que la condition de la question précédente est suffisante à l’existence d’au moins une
séquence de Skolem d’odre n revient à dire que l’implication suivante est vraie :

«n ou n− 1 est un multiple de 4» =⇒ «il existe une séquence de Skolem d’ordre n»

Par conséquent, dire que la condition de la question précédente n’est pas suffisante à l’existence
d’au moins une séquence de Skolem d’ordre n revient à dire que l’implication précédente est
fausse, c’est-à-dire à trouver un entier n ∈ N? tel que :

«n ou n− 1 est un multiple de 4» et «il n’existe pas de séquence de Skolem d’ordre n»

Or on a :
— 1 − 1 = 0 est un multiple de 4 et il existe une seule séquence de Skolem d’ordre 1 (résultat

de la question 1(a)) ;
— 2 et 2− 1 = 1 ne sont pas multiples de 4 ;
— 3 et 3− 1 = 2 ne sont pas multiples de 4 ;
— 4 est un multiple de 4 et il existe au moins une séquence de Skolem d’ordre 4 (résultat de la

question 1(d)) ;
— 5−1 = 4 est un multiple de 4 et il existe au moins une séquence de Skolem d’ordre 5 (d’après

l’énoncé).
Puisqu’on n’a pas obtenu de contre-exemples pour les premières valeurs de n (de 1 à 5), on peut
conjecturer que «n ou n− 1 est un multiple de 4» est une condition suffisante à l’existence d’au
moins une séquence de Skolem d’ordre n . Et si on démontre cette conjecture, on prouvera que :

∀n ∈ N?, «il existe une séquence de Skolem d’ordre n»⇐⇒ «n ou n− 1 est un multiple de 4»

ce qu’on a déjà montré pour tout n ∈ J1, 5K.
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Soyez très précis pour rédiger la réponse à ce type de question de logique
mathématique. Pour cela, utilisez le vocabulaire du cours de logique afin de
montrer au correcteur que vous avez compris l’objectif de l’énoncé. De plus,
soyez rigoureux en écrivant seulement les arguments nécessaires à votre rai-
sonnement. Par exemple ici, citer les résultats des questions 1(b) et 1(c) fait
perdre des points car ils ne justifient en rien la suffisance de la condition (ils
justifient la nécessité qu’on a déjà prouvé à la question précédente).

Pour les curieux, l’équivalence ci-dessus est effectivement vraie pour tout en-
tier n ∈ N? mais la démonstration de ce théorème dépasse largement le cadre
du programme de BCPST (mais nous venons quand même de faire la moitié
du travail en prouvant que la condition est nécessaire).

Exercice
Le marsupilami parle une langue rigolote mais assez pauvre puisque les seuls mots de son vocabulaire sont
«houba», «hop», «ba», «habou», «bahou», «hou», «baba» et «grrrhouba». De plus, chaque phrase commence
toujours par le mot «houba» et ne comporte pas plus de 6 mots. On pourra répondre aux questions suivantes
sans simplifier les résultats.

1. Combien de phrases le marsupilami peut-il formuler dans sa langue ?
I Soit E l’ensemble des phrases que le marsupilami peut formuler dans sa langue. D’après l’énoncé,
on a :

E =
6⋃

n=1

En

où En est l’ensemble des phrases formées de n ∈ J1, 6K mots que le marsupilami peut formuler.
Puisqu’une phrase formée de n ∈ J1, 6K mots ne peut être à la fois formée de n′ ∈ J1, 6K mots avec
n 6= n′, les ensembles E1, E2, . . ., E6 sont deux à deux disjoints et forment donc une partition de
E. On en déduit que :

card(E) = card

(
6⋃

n=1

En

)
=

6∑
n=1

card(En).

Or dénombrer En si n ∈ J1, 6K est fixé, revient à dénombrer les n-listes avec répétition d’éléments
de l’ensemble des mots du vocabulaire du marsupilami sauf que la première composante des listes
sera toujours «houba» d’après l’énoncé. Autrement dit :

card(En) =card

{«houba»} × V × V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
n− 1 fois

 où V =


«houba», «hop», «ba»,
«habou», «bahou», «hou»,
«baba», «grrrhouba»


=card ({«houba»})× card (V )n−1

=1× 8n−1 = 8n−1.

Finalement, le nombre de phrases que le marsupilami peut formuler dans sa langue est :

card(E) =
6∑

n=1

8n−1 =
5∑

k=0

8k =
1− 86

1− 8
=

86 − 1

7

en posant le changement d’indice k = n − 1 et en reconnaissant la somme des termes d’une suite
géométrique.

Attention au piège : les phrases à dénombrer ne sont pas toutes composées de
6 mots ; il peut y avoir moins de 6 mots, il faut donc penser à utiliser une
partition. N’hésitez pas à sauter sur la moindre occasion pour citer votre cours
afin de montrer que vous le connaissez (définition d’une partition, cardinal d’une
partition, définition des listes avec répétition, cardinal d’un produit cartésien,
changement d’indice dans les calculs de sommes, somme des termes d’une suite
géométrique, etc.)
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2. Combien de phrases formées de 5 mots différents le marsupilami peut-il formuler dans sa langue ?
I Dénombrer les phrases formées de 5 mots différents que le marsupilami peut formuler revient à
dénombrer les 5-listes sans répétition d’éléments de l’ensemble des mots du vocabulaire du marsu-
pilami sauf que la première composante des listes sera toujours «houba» d’après l’énoncé. On en
déduit que le nombre de phrases de 5 mots différents que le marsupilami peut formuler est :

1︸︷︷︸
choix de «houba»

× (8− 1)︸ ︷︷ ︸
choix d’un mot

parmi les
8−1=7

mots restants

× (8− 2)︸ ︷︷ ︸
choix d’un mot

parmi les
8−2=6

mots restants

× (8− 3)︸ ︷︷ ︸
choix d’un mot

parmi les
8−3=5

mots restants

× (8− 4)︸ ︷︷ ︸
choix d’un mot

parmi les
8−4=4

mots restants

= 7× 6× 5× 4 =
7!

3!
.

3. Combien de phrases le marsupilami peut-il formuler dans sa langue en utilisant exactement une fois
chacun des mots suivants : «houba», «hop», «baba», «houba», «houba», «hop» ?
I Dénombrer les phrases formées des six mots de l’énoncé utilisés chacun exactement une fois
revient à dénombrer les anagrammes d’un mot de six lettres ayant trois lettres différentes (ce qui
correspond trois mots différents «houba», «hop» et «baba») dont une lettre est répétée trois fois (ce
qui correspond au mot «houba»), une lettre est répétée deux fois (ce qui correspond au mot «hop»)
et une lettre apparaît une seule fois (ce qui correspond au mot «baba») sauf que la première lettre
sera toujours celle qui correspond au mot «houba». Ainsi, cela revient à dénombrer les anagrammes
d’un mot de cinq lettres ayant trois lettres différentes dont deux lettres sont répétées deux fois
(puisqu’un des trois «houba» est toujours utilisé pour être placé au début de la phrase) et une
lettre apparait une seule fois. On en déduit que le nombre de phrases formées des six mots de
l’énoncé utilisés chacun exactement une fois que le marsupilami peut formuler est :(

1

1

)
︸︷︷︸

choix de la place
du premier «houba»

×
(

6− 1

2

)
︸ ︷︷ ︸

choix de la place
des deux autres «houba»

parmi les 6− 1 = 5
places restantes

×
(

6− 3

2

)
︸ ︷︷ ︸

choix de la place
des deux «hop»

parmi les 6− 3 = 3
places restantes

×
(

6− 5

1

)
︸ ︷︷ ︸

choix de la place
de «baba»

parmi les 6− 5 = 1
places restantes

=

(
5

2

)(
3

2

)
=

5!

2!2!
.

Problème 2 (modélisation mathématique et informatique)
Énoncé et corrigé de V. Vong

A) Propriétés de la fonction fr

1. La fonction fr est polynomiale donc dérivable sur R. On a :

∀x ∈ R, f ′r(x) = −2rx+ r.

Il en résulte que pour x ∈ R, f ′r(x) ≥ 0 ⇔ x ≥ 1
2
, car r > 0. On a donc le tableau de variation

suivant :

x

f ′r(x)

fr(x)

−∞ 1
2

+∞

+ 0 −

−∞−∞

r
4
r
4

−∞−∞

0

0

1

0

2. D’après le tableau de variation, on constate que le maximum est atteint en 1
2
et il est égal à r

4
.

En particulier, fr est majorée par r
4
.
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3. La fonction g : x 7−→ fr(x)− x est polynomiale donc dérivable sur R. Et on a :

∀x ∈ R, g′(x) = −2rx+ r − 1.

Il en résulte que pour x ∈ R, g′(x) ≥ 0⇔ x ≤ r−1
2r

, car r > 0. On a donc le tableau de variation
suivant :

x

g′(x)

g(x)

−∞ r−1
2r

+∞

+ 0 −

−∞−∞

(r−1)2

4r
(r−1)2

4r

−∞−∞

α1

0

α2

0

avec α1 = r−1
r
, α2 = 0 si 0 < r < 1, et α1 = 0, α2 = r−1

r
si r ≥ 1.

B) Étude de la suite (xn)n>1

1. def suiteLogistique(r,x1,n) :
xn=x1
for i in range(1,n) :

xn=r*xn*(1-xn)
return xn

2. def estDecroissante(r,x1,n) :
xn=x1
for i in range(1,n) :

yn=r*xn(1-xn)
if yn>xn :

return False
return True

3. Montrons par récurrence que pour tout n ∈ N, xn ∈ [0, 1].
Pour n = 1, x1 ∈ [0, 1] par hypothèse.
Supposons que pour un certain n, xn ∈ [0, 1]. D’après le tableau de variation de fr, on a f([0, 1]) ⊂
[0, r

4
]. Comme 0 < r ≤ 4, on en déduit que f([0, 1]) ⊂ [0, 1]. Or, xn ∈ [0, 1]. Donc f(xn) ∈ [0, 1].

Autrement dit, xn+1 ∈ [0, 1].
D’après le principe de récurrence, on en déduit que pour tout n ≥ 1, xn est un élément de [0, 1].

4. (a) Pour x1 ∈ {0, 1}, on constate que l’on ne sort jamais de la boucle while car dans ce cas, la
valeur de xn étant égale à 0 pour n ≥ 2.

(b) On en déduit que la suite est stationnaire.
(c) Pour x1 ∈]0, 1[, on constate que l’on ne rentre jamais dans la boucle while. En particulier,

la valeur de retour est dans ce cas 1.
5. On suppose que x1 ∈]0, 1[. Montrons par récurrence que pour tout n ≥ 1, xn ∈]0, 1[. Pour n = 1

ceci est vrai par hypothèse. On suppose que xn ∈]0, 1[ pour un certain entier n. Or, d’après le
tableau de variation de f1, on a f(]0, 1[) ⊂]0, 1

4
[. Donc f1(xn) > 0, ce qui signifie que xn+1 > 0.

D’après le principe de récurrence, il en résulte que pour tout n ≥ 1, xn ∈]0, 1[. Soit x1 ∈]0, 1[. On
vient de montrer que (xn)n≥1 est une suite strictement positive. Soit n ∈ N. On a : xn− xn+1 =
xn − xn(1 − xn) = x2

n. Or, xn > 0, donc x2
n > 0. D’où : xn − xn+1 > 0. Autrement dit, (xn)n≥1

est une suite strictement croissante.
6. (a) Pour tout entier n ≥ 1, on pose : Pn : 0 ≤ xn ≤ rn−1. Montrons la proposition par récurrence

sur n.
Pour n = 1, 0 ≤ x1 ≤ 1 par hypothèse.
On suppose que pour un certain n,

0 ≤ xn ≤ rn−1. (Pn)
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Or, 0 ≤ xn ≤ 1. Donc : 1 ≥ (1− xn) ≥ 0. De plus, r > 0. D’où :

0 ≤ rxn(1− xn) ≤ rn−1r(1− xn),

et
rn−1r(1− xn) ≤ rn.

Donc : 0 ≤ rxn(1− xn) ≤ rn autrement dit, Pn+1 est vraie.
D’après le principe de récurrence, on en déduit que pour tout n ≥ 1, xn ≤ rn−1.

(b) On représente f 1
2
en rouge.

−0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

0

x1

+

x2

+

(c) Pour tout n ≥ 1, on a 0 ≤ xn ≤ rn−1, avec r < 1. Or, la limite en +∞ de (rn−1) est 0
car 0 < r < 1. Par le théorème d’encadrement (ou théorème des gendarmes) on en déduit
que la limite en +∞ de (xn)n≥1 est 0. Autrement dit, la population en question est vouée à
disparaître.

7. On suppose 1 < r < 2.
(a) i. Comme 1, r, 2 sont strictement positifs, par passage à l’inverse, on obtient : 1 > 1

r
> 1

2
,

car la fonction inverse est strictement décroissante sur R+?.
On a r < 2, donc r

4
< 1

2
.

Reste à montrer que : r−1
r
< r

4
. Raisonnons par équivalence.

r−1
r
< r

4
⇔ r − 1 < r2

4

⇔ 0 < r2

4
− r + 1

⇔ 0 < r2 − 4r + 4
⇔ 0 < (r − 2)2

ce qui est vrai, car r < 2. Par transitivité des inégalités, on en déduit que :

r − 1

r
<
r

4
<

1

2
<

1

r
.

ii. On constate que fr( r−1
r

) = (r − 1)(1 − r−1
r

) = r−1
r
. Donc r−1

r
est point fixe de fr. Donc

pour x1 = r−1
r
, la suite est constante.

iii. D’après son tableau de variation, fr est strictement croissante sur ]0, r−1
r

[ car r−1
r
< r

4
. on a

donc fr(]0, r−1
r

[) ⊂]0, r−1
r

[. Donc la suite (xn)n≥1 est valeurs dans ]0, r−1
r

[. La suite (xn)n≥1

est donc strictement majorée par r−1
r
. Montrons que la suite est strictement croissante.

Soit n ≥ 1. On a :

xn+1 − xn > 0 ⇔ rxn(1− xn)− xn > 0
⇔ rxn(1− xn) > xn
⇔ r(1− xn) > 1 car xn > 0
⇔ (1− xn) > 1

r
car r > 0

⇔ r−1
r
> xn ce qui est vrai.

Donc (xn)n≥1 est bien strictement croissante.
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iv. La fonction fr étant strictement croissante sur ] r−1
r
, 1

2
[, on en déduit que :

fr(]
r − 1

r
,
1

2
[) ⊂]fr(

r − 1

r
), fr(

1

2
)[=]

r − 1

r
,
r

4
[.

Comme r
4
< 1

2
, il en résulte que fr(] r−1

r
, 1

2
[) ⊂] r−1

r
, 1

2
[. L’intervalle ] r−1

r
, 1

2
[ est donc stable

par fr, on en déduit que (xn)n≥1 est à valeurs dans ] r−1
r
, 1

2
[. Donc (xn)n≥1 est strictement

minorée par r−1
r
. Montrons que (xn)n≥1 est strictement décroissante. Soit n ≥ 1. On a :

xn − xn+1 > 0 ⇔ xn − rxn(1− xn) > 0
⇔ xn > rxn(1− xn)
⇔ 1 > r(1− xn) car xn > 0
⇔ 1

r
> (1− xn) car r > 0

⇔ xn >
r−1
r

ce qui est vrai

Donc la suite (xn)n≥1 est strictement décroissante et minorée par r−1
r
.

v. Supposons que x1 ∈]1
2
, 1]. Si x1 = 1, la suite est stationnaire, cas déjà traité.

Supposons que x1 ∈]1
2
, 1[.

— Cas 1 : x1 = 1
r
. Dans ce cas, fr(x1) = r−1

r
qui correspond au cas où x2 = r−1

r
.

— Cas 2 : x1 ∈ [1
2
, 1
r
[. Or, on a : fr([1

2
, 1
r
[) ⊂] r−1

r
, r

4
] et donc r−1

r
< x2 ≤ r

4
< 1

2
.

Donc x2 ∈] r−1
r
, 1

2
[.

— Cas 3 : x1 ∈]1
r
, 1[. On a :fr(]1

r
, 1[) ⊂]0, r−1

r
[. Donc x2 ∈]0, r−1

r
[. Cas également traité.

Dans tous les cas, en considérant x2, on constate que l’étude de la suite se ramène aux
cas vus précédemment.

(b) Représentons graphiquement les éléments demandés :
i. Première bissectrice : courbe noire. graphe de f 3

2
: courbe rouge.

ii. En bleu : x1 = 1
2
.

iii. En rouge : x1 = 1
4
.

−0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

0

P+

x1x2x1
x2

(c) On constate que dans tous les cas, la suite est monotone à partir du rang 2 et bornée. On
en déduit qu’elle est convergente. La fonction fr étant continue, les limites possibles sont les
points fixes de fr qui sont égaux à 0 et à r−1

r
.

— Pour x1 ∈]0, r−1
r

[, on a vu que la suite est alors strictement croissante et majorée. Elle ne
peut donc pas converger vers 0. Elle tend alors vers la seule autre limite possible : r−1

r
.

— Pour x1 = r−1
r
, on a vu que la suite est constante et a comme limite r−1

r
.

— Pour x1 ∈] r−1
r
, 1

2
[, la suite est minorée par r−1

r
et ne peut donc converger vers 0. Comme

elle est convergente, elle tend vers la seule autre limite possible, r−1
r
.

— si x1 ∈ [1
2
, 1[, on a vu alors que x2 ∈]0, 1

2
[. Or, les suites (xn)n≥2 et (xn)n≥1 sont de même

nature et ont même limite. Donc la limite est aussi r−1
r
.

Le nombre d’individus se stabilise autour de la valeur 1000 r−1
r
.
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DS no 4 de mathématiques
durée : 3 heures

Exercice 1
Résoudre le système suivant d’inconnues (x, y, z) ∈ R3 en fonction des valeurs du paramètre m ∈ R :

(3−m)x− 2y − 6z = 2
3x− (2 +m)y − 9z = 3
−x+ y + (4−m)z = −1

. (Sm)

Problème 1
On dit qu’une fonction f est de classe C1 si f est définie et dérivable sur R et f ′ est continue sur R. Le
but de ce problème est de déterminer toutes les fonctions f de classe C1 telles que

∀x ∈ R, f (f(x)) = λx+ µ (?)

où λ et µ sont deux nombres réels fixés avec λ ∈]0, 1[.
1. (a) Justifier brièvement que si f est une fonction polynomiale de degré 1, c’est-à-dire de la forme

f : x 7→ ax+ b où (a, b) ∈ R2, alors f est de classe C1.
(b) Déterminer toutes les fonctions f polynomiales de degré 1 qui vérifient (?).

2. Pour cette question, on fixe une fonction f de classe C1 qui vérifie (?) et on pose ϕ : x 7→ λx+ µ.
(a) Montrer que f ◦ ϕ = ϕ ◦ f puis que f ′ ◦ ϕ = f ′.
(b) Pour cette question, on fixe x ∈ R.

i. Prouver que pour tout entier n > 0 :

f ′(x) = f ′ (ϕn(x)) où ϕn = ϕ ◦ ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
n fois

(avec ϕ0 = IdR).

ii. Montrer que (ϕn(x))n>0 est une suite arithmético-géométrique.
iii. Exprimer ϕn(x) en fonction de n, x, λ et µ.
iv. En déduire que la suite (ϕn(x))n>0 converge vers une limite α ∈ R qui ne dépend pas de x.

(c) Démontrer que f ′ est constante à l’aide du résultat admis suivant : si g : R→ R est une fonction
continue et (un)n>0 est une suite qui converge vers ` ∈ R alors (g(un))n>0 converge vers g(`).

(d) En déduire que f est une fonction polynomiale de degré 1.
3. Conclure.
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Exercice 2
On considère la fonction suivante :

f : x 7→ arcsin
(√

2 cos(x)
)
.

1. Déterminer l’ensemble de définition Df de la fonction f .
2. Dans cette question, on s’intéresse à la fonction arcsin.

(a) Rappeler précisément la définition de la fonction arcsin.
(b) Déterminer l’ensemble de dérivabilité Darcsin′ de la fonction arcsin.
(c) Calculer la dérivée de la fonction arcsin sur Darcsin′ .

3. Déterminer l’ensemble de dérivabilité Df ′ de la fonction f .
4. Calculer la dérivée de la fonction f sur Df ′ .
5. Étudier les variations de la fonction f .

Problème 2
Soit E un ensemble dont le cardinal est noté n = card(E). Le but de ce problème est de dénombrer les
couples (A,B) ∈ P(E)2 de parties de E tels que B ⊂ A.

1. Dénombrer les couples (A,B) de parties de E.
2. Pour tout couple (A,B) de parties de E, on définit l’application Φ(A,B) : E → {0, 1, 2, 3} par :

∀x ∈ E, Φ(A,B)(x) =


0 si x ∈ E \ (A ∪B)
1 si x ∈ A ∩B
2 si x ∈ A \B
3 si x ∈ B \ A

.

Retrouver le résultat de la question précédente à l’aide de l’application Φ : (A,B) 7→ Φ(A,B).
3. (a) Pour cette question, on fixe A une partie de E et on note k = card(A). Dénombrer les parties

B de E telles que B ⊂ A.
(b) Pour cette question, on fixe k ∈ J0, nK. Dénombrer les couples (A,B) de parties de E tels que

card(A) = k et B ⊂ A.
(c) En déduire le nombre de couples (A,B) de parties de E tels que B ⊂ A.

4. En s’inspirant de la question 2, retrouver le résultat de la question précédente.

Exercice 3
On considère le système linéaire suivant d’inconnues (x1, x2) ∈ R2 :{

ax1 + bx2 = y1

cx1 + dx2 = y2
(S)

où (a, b, c, d) ∈ R4 et (y1, y2) ∈ R2 sont des paramètres réels fixés.
1. Montrer que (S) admet une unique solution si et seulement si ad− bc 6= 0.
2. Résoudre (S) dans le cas où ad− bc 6= 0.
3. Application : utiliser les résultats précédents pour répondre aux questions suivantes.

(a) Résoudre le système suivant d’inconnues (x, y) ∈ R2 :{
8x+ 6y = −1
5x+ 9y = 2

. (S1)

(b) Même question pour le système suivant en fonction des valeurs du paramètre m ∈ R :{
(2m+ 1)x + (5m+ 1)y = 3
(m+ 1)x + (3m+ 1)y = 2

. (S2)
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Corrigé du DS no 4 de mathématiques

Exercice 1
Résoudre le système suivant d’inconnues (x, y, z) ∈ R3 en fonction des valeurs du paramètre m ∈ R :

(3−m)x− 2y − 6z = 2
3x− (2 +m)y − 9z = 3
−x+ y + (4−m)z = −1

. (Sm)

I Soit m ∈ R. On obtient à l’aide des opérations élémentaires sur les lignes :

(Sm)⇐⇒


(3−m)x −2y −6z = 2

3x −(2 +m)y −9z = 3
−x +y +(4−m)z = −1

⇐⇒


x −y −(4−m)z = 1

3x −(2 +m)y −9z = 3
(3−m)x −2y −6z = 2

L1 ↔ L3 puis L1 ← −L1

L3 ↔ L1

⇐⇒


1 x −y −(4−m)z = 1[

− (2 +m) + 3
]
y +

[
− 9 + 3(4−m)

]
z = 3− 3[

− 2 + (3−m)
]
y +

[
− 6 + (3−m)(4−m)

]
z = 2− (3−m)

L2 ← L2 − 3L1

L3 ← L3 − (3−m)L1

⇐⇒

 1 x −y −(4−m)z = 1
(1−m)y +(3− 3m)z = 0
(1−m)y +(m2 − 7m+ 6)z = −1 +m

⇐⇒


1 x −y −(4−m)z = 1

(1−m) y +(3− 3m)z = 0[
(m2 − 7m+ 6)− (3− 3m)

]
z = −1 +m L3 ← L3 − L2

⇐⇒


1 x −y −(4−m)z = 1

(1−m) y +(3− 3m)z = 0

(m2 − 4m+ 3) z = −1 +m

.

Le système linéaire (Sm) est donc équivalent à un système échelonné dont deux pivots dépendent du
paramètre m. Or :

1−m = 0⇐⇒ m = 1 et m2 − 4m+ 3 = 0⇐⇒ (m = 1 ou m = 3)

car on reconnait une équation de degré 2 avec :

∆ = (−4)2 − 4× 1× 3 = 4 > 0 et

{
−(−4)+

√
∆

2×1
= 3

−(−4)−
√

∆
2×1

= 1
.

On raisonne donc par disjonction.
1er cas : m 6= 1 et m 6= 3.

Le système linéaire (Sm) est alors équivalent à un système échelonné dont les trois pivots sont non nuls.
C’est donc un système linéaire de trois équations à trois inconnues de rang 3, c’est-à-dire un système de
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Cramer, et il admet une unique solution. De plus :

(Sm)⇐⇒


z =

−1 +m

(m2 − 4m+ 3
=

m− 1

(m− 1)(m− 3)
=

1

m− 3

y =
−(3− 3m)z

1−m
= −3z =

−3

m− 3

x = 1 + (4−m)z + y =
(m− 3) + (4−m)− 3

m− 3
=
−2

m− 3

.

2e cas : m = 1.
En injectant cette valeur de m dans le système échelonné obtenu, on obtient :

(Sm)⇐⇒


x −y −3z = 1

0 = 0
0 = 0

.

Le système linéaire (Sm) est alors équivalent à un système échelonné à deux équations auxiliaires compa-
tibles et deux inconnues auxiliaires. Il admet donc une infinité de solutions. De plus :

(Sm)⇐⇒ x = 1 + y + 3z où (y, z) ∈ R2.

3e cas : m = 3.
En injectant cette valeur de m dans le système échelonné obtenu, on obtient :

(Sm)⇐⇒


x −y −z = 1
−2y −6z = 0

0 = −2
.

Le système linéaire (Sm) est alors équivalent à un système échelonné à une équation auxiliaire non com-
patible. Il n’admet donc pas de solutions.
Conclusion : l’ensemble des solutions du système linéaire (Sm) est donc :

{(
−2

m− 3
,
−3

m− 3
,

1

m− 3

)}
si m ∈ R \ {1, 3}

{
(1 + y + 3z, y, z) | (y, z) ∈ R2

}
si m = 1

∅ si m = 3

.

Problème 1
On dit qu’une fonction f est de classe C1 si f est définie et dérivable sur R et f ′ est continue sur R. Le
but de ce problème est de déterminer toutes les fonctions f de classe C1 telles que

∀x ∈ R, f (f(x)) = λx+ µ (?)

où λ et µ sont deux nombres réels fixés avec λ ∈]0, 1[.
1. (a) Justifier brièvement que si f est une fonction polynomiale de degré 1, c’est-à-dire de la forme

f : x 7→ ax+ b où (a, b) ∈ R2, alors f est de classe C1.
I Soit f : x 7→ ax+ b où (a, b) ∈ R2 une fonction polynomiale de degré 1. Puisque les fonctions
IdR : x 7→ x et c : x 7→ 1 sont définies et dérivables sur R, et que leurs dérivées respectives
Id′R : x 7→ 1 et c′ : x 7→ 0 sont continues sur R, on en déduit par linéarité que f = aIdR + bc est
définie et dérivable sur R et que sa dérivée f ′ = aId′R + bc′ est continue sur R, c’est-à-dire que
f est de classe C1 .
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(b) Déterminer toutes les fonctions f polynomiales de degré 1 qui vérifient (?).
I Soit f : x 7→ ax + b où (a, b) ∈ R2 une fonction polynomiale de degré 1 qui vérifie (?). Alors
on a pour tout x ∈ R :

λx+ µ = f(f(x)) = f(ax+ b) = a(ax+ b) + b = a2x+ (ab+ b).

Par identification des coefficients de fonctions polynomiales, ceci est équivalent à{
λ = a2

µ = ab+ b
⇐⇒

{
a2 = λ

b(a+ 1) = µ
⇐⇒

 a =
√
λ

b =
µ

1 +
√
λ

ou

 a = −
√
λ

b =
µ

1−
√
λ


car λ > 0 (puisque λ ∈]0, 1[), 1 +

√
λ 6= 0 (puisque

√
λ > 0) et 1−

√
λ 6= 0 (puisque λ 6= 1). On

obtient donc seulement deux fonctions polynomiales de degré 1 qui vérifient (?), qui sont :

x 7→
√
λx+

µ

1 +
√
λ

et x 7→ −
√
λx+

µ

1−
√
λ
.

2. Pour cette question, on fixe une fonction f de classe C1 qui vérifie (?) et on pose ϕ : x 7→ λx+ µ.
(a) Montrer que f ◦ ϕ = ϕ ◦ f puis que f ′ ◦ ϕ = f ′.

I On a pour tout x ∈ R :

(f ◦ ϕ) (x) = f(ϕ(x)) = f(λx+ µ) = f(f(f(x))) car f vérifie (?)
= λf(x) + µ car f vérifie (?)
= ϕ(f(x)) = (ϕ ◦ f)(x).

D’où f ◦ ϕ = ϕ ◦ f .

Ou tout simplement, on peut remarquer que la condition (?) peut aussi
s’écrire f ◦ f = ϕ donc f ◦ ϕ = f ◦ (f ◦ f) = (f ◦ f) ◦ f = ϕ ◦ f par
associativité de la composition.

Puisque f est dérivable sur R par hypothèse (f est supposée de classe C1) et ϕ est dérivable
sur R comme fonction polynomiale, on a en dérivant l’égalité précédente pour tout x ∈ R (en
utilisant la formule de dérivée d’une composée) :

ϕ′(x)f ′(ϕ(x)) = f ′(x)ϕ′(f(x))
donc λf ′(ϕ(x)) = f ′(x)λ (car ϕ′(x) = ϕ′(f(x)) = λ)
donc f ′(ϕ(x)) = f ′(x) (car λ 6= 0 puisque λ ∈]0, 1[).

D’où f ′ ◦ ϕ = f ′ .

De même, on peut tout simplement écrire ϕ′ × (f ′ ◦ ϕ) = f ′ × (ϕ′ ◦ f) puis
on simplifie en remarquant que ϕ′ = ϕ′ ◦ f = λ 6= 0.

(b) Pour cette question, on fixe x ∈ R.
i. Prouver que pour tout entier n > 0 :

f ′(x) = f ′ (ϕn(x)) où ϕn = ϕ ◦ ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
n fois

(avec ϕ0 = IdR).

I Montrons le résultat par récurrence.
Initialisation. On a :

f ′(ϕ0(x)) = f ′(IdR(x)) = f ′(x)

donc le résultat est vrai pour n = 0.
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Hérédité. On suppose le résultat vrai pour un certain entier n > 0 fixé. On a :

f ′(ϕn+1(x)) = f ′

(ϕ ◦ ϕ ◦ · · · ◦ ϕ)︸ ︷︷ ︸
n+ 1 fois

(x)

 = f ′

ϕ(ϕ(. . . (ϕ(x)) . . . ))︸ ︷︷ ︸
n+ 1 fois


= f ′

ϕ
ϕ(. . . (ϕ(x)) . . . )︸ ︷︷ ︸

n fois

 = (f ′ ◦ ϕ)

(ϕ ◦ · · · ◦ ϕ)︸ ︷︷ ︸
n fois

(x)


= f ′(ϕn(x)) (car f ′ ◦ ϕ = f ′ d’après le résultat de la question précédente)
= f ′(x) (d’après l’hypothèse de récurrence).

Ainsi, le résultat est vrai au rang n+ 1 s’il est vrai au rang n.

On peut aussi tout simplement écrire ϕn+1(x) = (ϕ ◦ ϕn)(x) = ϕ(ϕn(x)).
Conclusion. D’après le principe de récurrence, on peut donc conclure que :

∀n > 0, f ′(x) = f ′ (ϕn(x)) .

ii. Montrer que (ϕn(x))n>0 est une suite arithmético-géométrique.
I On a pour tout entier n > 0 :

ϕn+1(x) = (ϕ ◦ ϕ ◦ · · · ◦ ϕ)︸ ︷︷ ︸
n+ 1 fois

(x) = ϕ(ϕ(. . . (ϕ(x)) . . . ))︸ ︷︷ ︸
n+ 1 fois

= ϕ

ϕ(. . . (ϕ(x)) . . . )︸ ︷︷ ︸
n fois

 = ϕ

(ϕ ◦ · · · ◦ ϕ)︸ ︷︷ ︸
n fois

(x)


= ϕ (ϕn(x)) = λϕn(x) + µ.

On peut aussi tout simplement écrire ϕn+1(x) = (ϕ ◦ ϕn)(x) = ϕ(ϕn(x)).

Ainsi, la suite (ϕn(x))n>0 est définie par :

ϕ0(x) = x et ∀n > 0, ϕn+1(x) = λϕn(x) + µ .

On reconnait que (ϕn(x))n>0 est une suite arithmético-géométrique .

iii. Exprimer ϕn(x) en fonction de n, x, λ et µ.
I On cherche α ∈ R tel que α = λα+µ. Puisque 1−λ 6= 0 (car λ ∈]0, 1[), il suffit de poser :

α =
µ

1− λ
.

On a alors pour tout entier n > 0 :

ϕn+1(x) = λϕn(x) + µ

−
[

α = λα + µ
]

ϕn+1(x)− α = λ
(
ϕn(x)− α

)
.

On reconnait une suite géométrique de raison λ, donc

∀n > 0, ϕn(x)− α = λn
(
ϕ0(x)− α

)
= λn(x− α).

En reportant la valeur de α, on obtient finalement :

∀n > 0, ϕn(x) = λn
(
x− µ

1− λ

)
+

µ

1− λ
.
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iv. En déduire que la suite (ϕn(x))n>0 converge vers une limite α ∈ R qui ne dépend pas de x.
I On obtient d’après le résultat de la question précédente :

lim
n→+∞

ϕn(x) = lim
n→+∞

(
λn
(
x− µ

1− λ

)
+

µ

1− λ

)
=

(
lim

n→+∞
λn
)
×
(
x− µ

1− λ

)
+

µ

1− λ
(par linéarité)

= 0×
(
x− µ

1− λ

)
+

µ

1− λ
(car λ ∈]0, 1[)

=
µ

1− λ
.

Par conséquent, la suite (ϕn(x))n>0 converge vers α =
µ

1− λ
qui ne dépend pas de x .

(c) Démontrer que f ′ est constante à l’aide du résultat admis suivant : si g : R→ R est une fonction
continue et (un)n>0 est une suite qui converge vers ` ∈ R alors (g(un))n>0 converge vers g(`).
I Soit x ∈ R. On pose g = f ′ et (un)n>0 = (ϕn(x))n>0. Puisque f est de classe C1 par hypothèse,
la fonction g = f ′ : R → R est continue. De plus, la suite (un)n>0 = (ϕn(x))n>0 converge vers
` = α = µ

1−λ d’après le résultat de la question précédente. En utilisant le résultat admis de
l’énoncé, on en déduit que (g(un))n>0 = (f ′(ϕn(x)))n>0 converge vers g(`) = f ′(α) = f ′( µ

1−λ).
Or on a d’après le résultat de la question 2(b)i. :

∀n > 0, f ′(x) = f ′(ϕn(x))

ce qui donne en passant à la limite quand n→ +∞ :

f ′(x) = lim
n→+∞

f ′(x) = lim
n→+∞

f ′(ϕn(x)) = f ′(α) = f ′
(

µ

1− λ

)
.

Ceci est vrai pour tout x ∈ R. Or α = µ
1−λ ne dépend pas de x d’après le résultat de la question

précédente, donc f ′(α) = f ′( µ
1−λ) ne dépend pas de x. On en déduit donc que f ′ est constante .

(d) En déduire que f est une fonction polynomiale de degré 1.
I D’après le résultat de la question précédente, f ′(x) = a pour tout x ∈ R où a = f ′(α) =
f ′
(

µ
1−λ

)
∈ R est une constante. Puisque f est une primitive de f ′, on en déduit que :

∀x ∈ R, f(x) =

∫
f ′(x)dx =

∫
adx = ax+ b où b ∈ R est une constante.

Par conséquent, f est une fonction polynomiale de degré 1 .
3. Conclure.

I D’après le résultat de la question précédente, l’ensemble des fonctions f de classe C1 qui vérifient
(?) est inclus dans l’ensemble des fonctions f polynomiales de degré 1 qui vérifient (?). De plus, on
a l’inclusion contraire (et donc l’égalité par double inclusion) puisque toute fonction f polynomiale
de degré 1 est de classe C1 d’après le résultat de la question 1(a). Or l’ensemble des fonctions f
polynomiales de degré 1 qui vérifient (?) est égal à{

x 7→
√
λx+

µ

1 +
√
λ
, x 7→ −

√
λx+

µ

1−
√
λ

}
d’après le résultat de la question 1(b). Par conséquent, il n’existe que deux fonctions f de classe C1

qui vérifient (?), ce sont les deux fonctions ci-dessus.
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Profitez de ce type de question bilan pour montrer que vous avez compris l’énoncé
en rédigeant soigneusement et précisément vos raisonnements.

Exercice 2
On considère la fonction suivante :

f : x 7→ arcsin
(√

2 cos(x)
)
.

1. Déterminer l’ensemble de définition Df de la fonction f .
I On peut écrire f comme une composée de trois fonctions :

f = f3 ◦ f2 ◦ f1 : x 7→ f(x) = f3(f2(f1(x))) avec


f1 : x 7→ 2 cos(x)
f2 : x 7→

√
x

f3 : x 7→ arcsin(x)
.

Alors f(x) est défini si et seulement si x ∈ Df1 , f1(x) ∈ Df2 et f2(f1(x)) ∈ Df3 . Or :

x ∈ Df1 ⇐⇒ x ∈ R
et f1(x) ∈ Df2 ⇐⇒ 2 cos(x) ∈ R+ ⇐⇒ cos(x) > 0

⇐⇒ x ∈
⋃
k∈Z

[
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

]
et f2(f1(x)) ∈ Df3 ⇐⇒

√
2 cos(x) ∈ [−1, 1]⇐⇒ 2 cos(x) ∈ [0, 1]⇐⇒ 0 6 cos(x) 6

1

2

⇐⇒
⋃
k∈Z

([
−π

2
+ 2kπ,−π

3
+ 2kπ

]
∪
[π

3
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

])
.

Aidez-vous d’un schéma du cercle trigonométrique pour résoudre ces inéquations
trigonométriques.

L’intersection de ces trois ensembles donne l’ensemble de définition de f :

Df =
⋃
k∈Z

([
−π

2
+ 2kπ,−π

3
+ 2kπ

]
∪
[π

3
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

])
.

2. Dans cette question, on s’intéresse à la fonction arcsin.
(a) Rappeler précisément la définition de la fonction arcsin.

I La fonction arcsin est définie comme la bijection réciproque de la restriction

sin |[−1,1]
[−π/2,π/2] :

[
−π

2
,
π

2

]
→ [−1, 1], x 7→ sin(x)

qui est continue et strictement croissante sur l’intervalle [−π
2
, π

2
] donc, d’après le théorème de la

bijection, bijective de [−π
2
, π

2
] dans sin([−π

2
, π

2
]) = [−1, 1]. Par conséquent, la fonction arcsin est

définie par :
arcsin : [−1, 1] →

[
−π

2
, π

2

]
y 7→ l’unique x ∈ [−π

2
, π

2
] tel que sin(x) = y

.

(b) Déterminer l’ensemble de dérivabilité Darcsin′ de la fonction arcsin.
I Puisque la fonction arcsin est définie comme la bijection réciproque de la fonction sin |[−1,1]

[−π/2,π/2],
la fonction arcsin est dérivable en y ∈ Darcsin = [−1, 1] si et seulement si la fonction sin est
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dérivable en arcsin(y) et sin′(arcsin(y)) 6= 0. Or la fonction sin est dérivable sur R (donc en
arcsin(y) pour tout y ∈ [−1, 1]) avec sin′ = cos et on a pour tout y ∈ [−1, 1] :

sin′(arcsin(y)) = cos(arcsin(y))

=
√

cos2(arcsin(y)) (car cos(arcsin(y)) > 0 puisque arcsin(y) ∈ [−π
2
, π

2
])

=
√

1− sin2(arcsin(y)) (d’après le théorème de Pythagore)

=
√

1− y2 (car sin ◦ arcsin = Id[−1,1]).

En particulier, on obtient :

sin′(arcsin(y)) = 0⇐⇒
√

1− y2 = 0⇐⇒ y2 = 1⇐⇒ (y = −1 ou y = 1).

On en déduit que la fonction arcsin est dérivable en tout y ∈ [−1, 1] sauf en y = −1 et en y = 1.
D’où le domaine de dérivabilité de la fonction arcsin :

Darcsin′ =]− 1, 1[ .

(c) Calculer la dérivée de la fonction arcsin sur Darcsin′.
I En utilisant la formule de dérivée d’une bijection réciproque et le calcul de la question précé-
dente, on obtient :

∀y ∈ Darcsin′ =]− 1, 1[, arcsin′(y) =
1

sin′(arcsin(y))
=

1√
1− y2

.

3. Déterminer l’ensemble de dérivabilité Df ′ de la fonction f .
I En écrivant f comme une composée de trois fonctions comme à la question 1, on en déduit que
la fonction f est dérivable en x ∈ Df si et seulement si la fonction f1 est dérivable en x, la fonction
f2 est dérivable en f1(x) et la fonction f3 = arcsin est dérivable en f2(f1(x)). Or :

x ∈ Df ′1 ⇐⇒ x ∈ R
et f1(x) ∈ Df ′2 ⇐⇒ 2 cos(x) ∈ R?

+ ⇐⇒ cos(x) > 0

⇐⇒ x ∈
⋃
k∈Z

]
−π

2
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

[
et f2(f1(x)) ∈ Df ′3 = Darcsin′ ⇐⇒

√
2 cos(x) ∈]− 1, 1[⇐⇒ 2 cos(x) ∈ [0, 1[⇐⇒ 0 6 cos(x) <

1

2

⇐⇒
⋃
k∈Z

([
−π

2
+ 2kπ,−π

3
+ 2kπ

[
∪
]π

3
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

])
.

Attention aux inégalités strictes ou larges, soyez clairs et précis.

L’intersection de ces trois ensembles donne l’ensemble de dérivabilité de f :

Df ′ =
⋃
k∈Z

(]
−π

2
+ 2kπ,−π

3
+ 2kπ

[
∪
]π

3
+ 2kπ,

π

2
+ 2kπ

[)
.

4. Calculer la dérivée de la fonction f sur Df ′.
I En utilisant la dérivée d’une composée, on a pour tout x ∈ Df ′ :

f ′(x) = (f3 ◦ f2 ◦ f1)′(x) = ((f3 ◦ f2) ◦ f1)′(x) = f ′1(x)(f3 ◦ f2)′(f1(x)) = f ′1(x)f ′2(f1(x))f ′3(f2(f1(x))).

Or :
f1 : x 7→ 2 cos(x)
f2 : x 7→

√
x

f3 : x 7→ arcsin(x)
et donc


f ′1 : x 7→ −2 sin(x)
f ′2 : x 7→ 1

2
√
x

f ′3 : x 7→ arcsin′(x) = 1√
1−x2 (d’après la question 2(c))

.
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On en déduit que :

∀x ∈ Df ′ , f ′(x) = −2 sin(x)× 1

2
√

2 cos(x)
× 1√

1−
(√

2 cos(x)
)2

= − sin(x)√
2 cos(x)

× 1√
1− 2 cos(x)

= − sin(x)√
2 cos(x) (1− 2 cos(x))

.

5. Étudier les variations de la fonction f .
I D’après le résultat de la question 1, l’ensemble de définition Df de f est symétrique (c’est-à-dire
−x ∈ Df pour tout x ∈ Df ) et invariant par translation de 2π (c’est-à-dire x+ 2π ∈ Df pour tout
x ∈ Df ), de plus on a pour tout x ∈ Df :

f(−x) = arcsin
(√

2 cos(−x)
)

= arcsin
(√

2 cos(x)
)

= f(x) (car cos est paire)

et f(x+2π) = arcsin
(√

2 cos(x+ 2π)
)

= arcsin
(√

2 cos(x)
)

= f(x) (car cos est 2π-périodique).

Par conséquent, la fonction f est paire et 2π-périodique. Il suffit donc d’étudier ses variations sur
l’ensemble Df ∩ [0, π] = [π

3
, π

2
]. Or on a d’après le résultat de la question précédente :

∀x ∈
[π

3
,
π

2

]
, f ′(x) = − sin(x)√

2 cos(x) (1− 2 cos(x))
6 0.

Donc f est décroissante sur [π
3
, π

2
] d’après le principe de Lagrange, avec : f

(
π
3

)
= arcsin

(√
2 cos

(
π
3

))
= arcsin

(√
2× 1

2

)
= arcsin(1) = π

2

f
(
π
2

)
= arcsin

(√
2 cos

(
π
2

))
= arcsin

(√
2× 0

)
= arcsin(0) = 0

.

On en déduit le tableau des variations de f en utilisant sa parité et sa périodicité :

x

f(x)

. . . −π
2

−π
3

π
3

π
2

3π
2

5π
3

7π
3

5π
2

. . .

0 00

π
2

π
2
π
2

0 00

π
2

π
2
π
2

0 00

Problème 2
Soit E un ensemble dont le cardinal est noté n = card(E). Le but de ce problème est de dénombrer les
couples (A,B) ∈ P(E)2 de parties de E tels que B ⊂ A.

1. Dénombrer les couples (A,B) de parties de E.
I L’ensemble des couples (A,B) de parties de E est le produit cartésien P(E)2. Le nombre de tels
couples est donc :

card
(
P(E)2

)
= card (P(E))2 =

(
2card(E)

)2
= (2n)2 = 4n .
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2. Pour tout couple (A,B) de parties de E, on définit l’application Φ(A,B) : E → {0, 1, 2, 3} par :

∀x ∈ E, Φ(A,B)(x) =


0 si x ∈ E \ (A ∪B)
1 si x ∈ A ∩B
2 si x ∈ A \B
3 si x ∈ B \ A

.

Retrouver le résultat de la question précédente à l’aide de l’application Φ : (A,B) 7→ Φ(A,B).
I Pour tout (A,B) ∈ P(E)2, Φ(A,B) = Φ(A,B) est par définition une application de E dans
{0, 1, 2, 3}. Donc Φ est une application de P(E)2 dans {0, 1, 2, 3}E. Montrons que cette application
est bijective.
Injectivité. Soient (A1, B1) ∈ P(E)2 et (A2, B2) ∈ P(E)2 deux couples de parties de E tels que
Φ(A1, B1) = Φ(A2, B2), c’est-à-dire Φ(A1,B1) = Φ(A2,B2). Montrons que (A1, B1) = (A2, B2), c’est-à-
dire que A1 = A2 et B1 = B2. On raisonne par double inclusion. Soit x ∈ A1. On a deux cas :
— soit x ∈ B1 et alors x ∈ A1 ∩B1 donc Φ(A2,B2)(x) = Φ(A1,B1)(x) = 1 donc x ∈ A2 ∩B2 ⊂ A2 ;
— soit x /∈ B1 et alors x ∈ A1 \B1 donc Φ(A2,B2)(x) = Φ(A1,B1)(x) = 2 donc x ∈ A2 \B2 ⊂ A2.
Dans les deux cas x ∈ A2 pour tout x ∈ A1 donc A1 ⊂ A2. De même, on montre que A2 ⊂ A1 donc
A1 = A2. En raisonnant de même, on montre que B1 = B2. Finalement, on a démontré que

∀ ((A1, B1), (A2, B2)) ∈ P(E)2 × P(E)2, Φ(A1, B1) = Φ(A2, B2)⇒ (A1, B1) = (A2, B2)

ce qui prouve que Φ : P(E)2 → {0, 1, 2, 3}E est injective.
Surjectivité. Soit ϕ ∈ {0, 1, 2, 3}E c’est-à-dire une application ϕ : E → {0, 1, 2, 3}. On cherche un
couple (A,B) ∈ P(E)2 de parties de E tel que Φ(A,B) = ϕ. On pose :

A = {x ∈ E | ϕ(x) = 1 ou ϕ(x) = 2} et B = {x ∈ E | ϕ(x) = 1 ou ϕ(x) = 3}.

Alors on a par définition de A, B et Φ(A,B) :

∀x ∈ E, ϕ(x) =


0 si x ∈ E \ (A ∪B)
1 si x ∈ A ∩B
2 si x ∈ A \B
3 si x ∈ B \ A

= Φ(A,B)(x).

Ainsi, on a ϕ = Φ(A,B) = Φ(A,B). Finalement, on a démontré que

∀ϕ ∈ {0, 1, 2, 3}E, ∃(A,B) ∈ P(E)2, Φ(A,B) = ϕ

ce qui prouve que Φ : P(E)2 → {0, 1, 2, 3}E est surjective.
Conclusion. Par conséquent Φ : P(E)2 → {0, 1, 2, 3}E est bijective et donc :

card
(
P(E)2

)
= card

(
{0, 1, 2, 3}E

)
= card ({0, 1, 2, 3})card(E) = 4n .

Le plus difficile ici est de comprendre l’énoncé et en particulier la définition de
l’application Φ qui ressemble beaucoup à celle des fonctions indicatrices. En-
suite, la rédaction est très similaire à celle de la démonstration de la formule
du cardinal d’un ensemble de parties à l’aide des fonctions indicatrices.

3. (a) Pour cette question, on fixe A une partie de E et on note k = card(A). Dénombrer les parties
B de E telles que B ⊂ A.
I Une partie B de E telle que B ⊂ A est une partie de A. Il y en a donc :

card (P(A)) = 2card(A) = 2k .
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(b) Pour cette question, on fixe k ∈ J0, nK. Dénombrer les couples (A,B) de parties de E tels que
card(A) = k et B ⊂ A.
I D’après le résultat précédent, pour une partie A de E fixée avec card(A) = k, il y a exactement
2k couples (A,B) de parties de E tels que B ⊂ A. De plus, une partie A de E telle que
card(A) = k est une k-combinaison de E, il y en a donc

(
card(E)

k

)
=
(
n
k

)
. Finalement, on obtient

le nombre de couples (A,B) de parties de E tels que card(A) = k et B ⊂ A par :(
n

k

)
︸︷︷︸

nb de choix de A

× 2k︸︷︷︸
nb de choix de B

pour A fixé

=

(
n

k

)
2k .

(c) En déduire le nombre de couples (A,B) de parties de E tels que B ⊂ A.
I Les ensembles de couples (A,B) de parties de E tels que card(A) = k et B ⊂ A où k ∈ J0, nK
forment une partition de l’ensemble des couples (A,B) de parties de E tels que B ⊂ A. D’après
le résultat précédent, on en déduit que le nombre de couples (A,B) de parties de E tels que
B ⊂ A est égal à :

n∑
k=0

(
n

k

)
2k =

n∑
k=0

(
n

k

)
2k1n−k = (2 + 1)n = 3n

d’après la formule du binôme de Newton.
4. En s’inspirant de la question 2, retrouver le résultat de la question précédente.

I Pour tout couple (A,B) de parties de E tel que B ⊂ A, on définit l’application suivante :

Ψ(A,B) : E → {0, 1, 2}

x 7→ Ψ(A,B)(x) =


0 si x ∈ E \ (A ∪B)
1 si x ∈ A ∩B
2 si x ∈ A \B

.

Cette application est bien définie car B \A = ∅ puisque B ⊂ A. En raisonnant comme à la question
2, on peut démontrer que l’application Ψ : (A,B) 7→ Ψ(A,B) est bijective de l’ensemble des couples
(A,B) de parties de E tels que B ⊂ A dans l’ensemble des applications {0, 1, 2}E. On en déduit
que le nombre de couples (A,B) de parties de E tels que B ⊂ A est égal à :

card
(
{0, 1, 2}E

)
= card ({0, 1, 2})card(E) = 3n .

Exercice 3
On considère le système linéaire suivant d’inconnues (x1, x2) ∈ R2 :{

ax1 + bx2 = y1

cx1 + dx2 = y2
(S)

où (a, b, c, d) ∈ R4 et (y1, y2) ∈ R2 sont des paramètres réels fixés.
1. Montrer que (S) admet une unique solution si et seulement si ad− bc 6= 0.

I Pour échelonner le système linéaire (S), on utilise une opération élémentaire sur les lignes du
type L2 ← L2 + λL1 où λ ∈ R est tel que c + λa = 0. Ceci est possible si et seulement si a 6= 0 et
alors λ = −c/a. On raisonne donc par disjonction.
1er cas : a 6= 0. Alors :

(S)⇐⇒

{
ax1 +bx2 = y1(

d− c

a
b
)
x2 = y2 −

c

a
y1 L2 ← L2 −

c

a
L1

⇐⇒

{
ax1 +bx2 = y1

ad− bc
a

x2 = y2 −
c

a
y1

.
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Le système linéaire (S) est équivalent à un système échelonné de deux équations à deux inconnues
qui admet donc une unique solution si et seulement si son rang est égal à 2 (système de Cramer),
c’est-à-dire si et seulement si les deux pivots a et (ad− bc)/a sont non nuls. Or a 6= 0 par hypothèse
donc le système linéaire (S) admet une unique solution si et seulement si ad− bc 6= 0 dans ce cas.
2e cas : a = 0. Alors :

(S)⇐⇒
{

bx2 = y1

cx1 +dx2 = y2
⇐⇒

{
cx1 +dx2 = y2

bx2 = y1

L1 ↔ L2

L2 ↔ L1
.

Le système linéaire (S) est équivalent à un système échelonné de deux équations à deux inconnues
qui admet donc une unique solution si et seulement si son rang est égal à 2 (système de Cramer),
c’est-à-dire si et seulement si les deux pivots c et b sont non nuls. Or :

(b 6= 0 et c 6= 0)⇐⇒ bc 6= 0⇐⇒ ad− bc 6= 0 (car a = 0 donc ad− bc = −bc).

Donc le système linéaire (S) admet une unique solution si et seulement si ad− bc 6= 0 dans ce cas.
Conclusion : dans tous les cas, (S) admet une unique solution si et seulement si ad− bc 6= 0 .

Ce résultat sera (très) bientôt à connaître par cœur.

2. Résoudre (S) dans le cas où ad− bc 6= 0.
I On reprend le raisonnement par disjonction de la question précédente dans le cas où ad− bc 6= 0,
donc les systèmes sont de Cramer et admettent une unique solution.
1er cas : a 6= 0. Alors :

(S)⇐⇒

{
ax1 +bx2 = y1

ad− bc
a

x2 = y2 −
c

a
y1

⇐⇒


x2 =

a

ad− bc

(
y2 −

c

a
y1

)
=
−cy1 + ay2

ad− bc
x1 =

y1 − bx2

a
=
y1(ad− bc)− b(−cy1 + ay2)

a(ad− bc)
=
ady1 − bcy1 + bcy1 − aby2

a(ad− bc)
=
dy1 − by2

ad− bc
.

D’où l’unique solution dans ce cas :

(x1, x2) =

(
dy1 − by2

ad− bc
,
−cy1 + ay2

ad− bc

)
.

2e cas : a = 0. Alors :

(S)⇐⇒
{
cx1 +dx2 = y2

bx2 = y1
⇐⇒

x2 =
y1

b
(car b 6= 0 puisque ad− bc = −bc 6= 0)

x1 =
y2 − dx2

c
=
y2b− dy1

bc
=
dy1 − by2

−bc
(car c 6= 0)

.

D’où l’unique solution dans ce cas :

(x1, x2) =

(
dy1 − by2

−bc
,
y1

b

)
=

(
dy1 − by2

0− bc
,
−cy1 + 0

0− bc

)
=

(
dy1 − by2

ad− bc
,
−cy1 + ay2

ad− bc

)
(car a = 0).

Conclusion : dans tous les cas, l’unique solution du système linéaire (S) si ad− bc 6= 0 est :

(x1, x2) =

(
dy1 − by2

ad− bc
,
−cy1 + ay2

ad− bc

)
.

Ce résultat aussi sera (très) bientôt à connaître par cœur.

3. Application : utiliser les résultats précédents pour répondre aux questions suivantes.
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(a) Résoudre le système suivant d’inconnues (x, y) ∈ R2 :{
8x+ 6y = −1
5x+ 9y = 2

. (S1)

I On pose (a, b, c, d) = (8, 6, 5, 9), (y1, y2) = (−1, 2) et (x1, x2) = (x, y) afin de retrouver le
système linéaire (S). On a :

ad− bc = 8× 9− 6× 5 = 42 6= 0.

D’après les résultats précédents, le système linéaire (S1) admet donc une unique solution qui
est :

(x, y) =

(
dy1 − by2

ad− bc
,
−cy1 + ay2

ad− bc

)
=

(
9× (−1)− 6× 2

42
,
−5× (−1) + 8× 2

42

)
=

(
−21

42
,
21

42

)
=

(
−1

2
,
1

2

)
.

(b) Même question pour le système suivant en fonction des valeurs du paramètre m ∈ R :{
(2m+ 1)x + (5m+ 1)y = 3
(m+ 1)x + (3m+ 1)y = 2

. (S2)

I De même, on pose (a, b, c, d) = (2m+ 1, 5m+ 1,m+ 1, 3m+ 1), (y1, y2) = (3, 2) et (x1, x2) =
(x, y). On a :

ad−bc = (2m+1)(3m+1)−(5m+1)(m+1) = (6m2+5m+1)−(5m2+6m+1) = m2−m = m(m−1)

donc :
ad− bc = 0⇐⇒ m(m− 1) = 0⇐⇒ (m = 0 ou m = 1).

On raisonne donc par disjonction de cas.
1er cas : m 6= 0 et m 6= 1.
Alors ad− bc 6= 0 donc le système linéaire (S2) admet une unique solution qui est :

(x, y) =

(
dy1 − by2

ad− bc
,
−cy1 + ay2

ad− bc

)
=

(
(3m+ 1)3− (5m+ 1)2

m(m− 1)
,
−(m+ 1)3 + (2m+ 1)2

m(m− 1)

)
=

(
−m+ 1

m(m− 1)
,

m− 1

m(m− 1)

)
=

(
− 1

m
,

1

m

)
La résolution des systèmes linéaires de 2 équations à 2 inconnues est beaucoup
plus rapide avec cette méthode, même dans le cas d’un paramètre. C’est pour
cela que ces formules seront (très) bientôt à connaître par cœur.

2e cas : m = 0.
En injectant cette valeur de m dans (S2), on obtient :

(S2)⇐⇒
{
x +y = 3
x +y = 2

⇐⇒
{
x +y = 3

0 = −1 L2 ← L2 − L1
.
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Le système linéaire (S2) est équivalent à un système échelonné à une équation auxiliaire non
compatible, donc il n’admet pas de solutions.
3e cas : m = 1.
En injectant cette valeur de m dans (S2), on obtient :

(S2)⇐⇒
{

3x +6y = 3
2x +4y = 2

⇐⇒
{
x +2y = 1

0 = 0
L1 ← 1

3
L1

L2 ← L2 − 2
3
L1
.

Le système linéaire (S2) est équivalent à un système échelonné à une équation auxiliaire com-
patible et une inconnue auxiliaire, donc il admet une infinité de solutions qui sont :

(x, y) = (1− 2y, y) où y ∈ R.

Conclusion : l’ensemble des solutions du système linéaire (S2) est donc :

{(
− 1

m
,

1

m

)}
si m ∈ R \ {0, 1}

∅ si m = 0{
(1− 2y, y) | y ∈ R

}
si m = 1

.
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DS no 5 de mathématiques
durée : 3 heures

Exercice 1
Soient A(1, 3), B(2, 1) et C(4, 5) trois points du plan muni d’un repère orthonormé. Déterminer les coor-
données de l’orthocentre de ABC.

Problème 1
On considère la série harmonique, c’est-à-dire la suite (Hn)n>1 définie par :

∀n > 1, Hn =
n∑
k=1

1

k
.

Le but de ce problème est de trouver un équivalent simple de la suite (Hn)n>1.
1. (a) Montrer que (Hn)n>1 est croissante.
(b) Prouver que H2n −Hn > 1

2
pour tout entier n > 1.

(c) En déduire que (Hn)n>1 diverge vers +∞.
2. Montrer que :

(a) ∀x ∈ [0,+∞[, ln(1 + x) 6 x,

(b) ∀x ∈ [0,+∞[, ln(1 + x) > x− x2

2
.

3. (a) À l’aide des résultats précédents, montrer que :

∀n > 1, Hn −
1

2

n∑
k=1

1

k2
6

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
6 Hn.

(b) En déduire que :

∀n > 1, ln(n+ 1) 6 Hn 6 ln(n+ 1) +
1

2

n∑
k=1

1

k2
,

puis retrouver le résultat de la question 1.

4. Pour tout entier n > 1, on pose Sn =
∑n

k=1

1

k2
.

(a) Montrer que (Sn)n>1 est croissante.

(b) Prouver que
1

k2
6

1

k − 1
− 1

k
pour tout entier k > 2.

(c) En déduire que (Sn)n>1 converge.
5. À l’aide des résultats précédents, démontrer que Hn ∼

n→+∞
ln(n+ 1).

6. Calculer la limite de
ln(n+ 1)

ln(n)
quand n→ +∞.

7. En déduire un équivalent simple de la série harmonique.

BCPST1A lycée Hoche 2015-2016 58 sur 141 Sébastien Godillon



Exercice 2
Déterminer les solutions du système d’équations différentielles d’inconnues (x, y) suivant :

∀t ∈ R,
{
x′(t) + 3x(t) + 8y(t) = 2t+ 1
y′(t)− x(t)− y(t) = t

. (E)

Problème 2
L’objectif de ce problème est d’étudier nature de la suite récurrente linéaire d’ordre 3 définie par :

u0 = u1 = 0, u2 = 1 et ∀n > 0, un+3 = λun+2 + un+1 − λun

où λ ∈ R est un paramètre fixé. Pour cela, on introduit les matrices suivantes :

∀n > 0, Xn =

un+2

un+1

un

 ∈M3,1(R) et P =

 1 1 λ2

1 −1 λ
1 1 1

 ∈M3(R).

1. Montrer qu’il existe une matrice A ∈M3(R) dont on déterminera les coefficients telle que :

∀n > 0, Xn+1 = AXn.

2. En déduire que Xn = AnX0 pour tout entier n > 0.
3. Déterminer pour quelles valeurs de λ ∈ R la matrice P est inversible.
4. On suppose que |λ| 6= 1 pour cette question et on pose D = P−1AP .

(a) Pour tout entier n > 0, exprimer An en fonction de n, D, P et P−1.
(b) On propose de calculer P−1 de deux manières différentes.

i. Déterminer P−1 à l’aide de la méthode du pivot de Gauss.
ii. Calculer (P + (λ− 1)I3)(P 2 − λP − 2(λ+ 1)I3), où I3 désigne la matrice identité d’ordre 3,

puis en déduire P−1.
(c) À l’aide du résultat de la question précédente, montrer que D = P−1AP est une matrice diago-

nale dont on déterminera les coefficients.
(d) Déduire des résultats précédents que :

∀n > 0, un =
2λn + (−1)n(λ− 1)− (λ+ 1)

2(λ2 − 1)
.

(e) Montrer que u2k =
∑k−1

i=0 λ
2i et u2k+1 = λu2k pour tout entier k > 0.

5. Justifier par récurrence que le résultat de la question précédente reste vrai si |λ| = 1.
6. Déterminer les limites de u2k et u2k+1 quand k → +∞ en distinguant plusieurs cas selon les valeurs

du paramètre λ ∈ R.
7. En déduire la nature de la suite (un)n>0 en distinguant plusieurs cas.
8. On suppose que λ > 1 pour cette question. Déterminer un équivalent simple de (un)n>0.

9. On suppose que λ = 1 pour cette question. Déterminer les limites de
u2k

2k
et

u2k+1

2k + 1
quand k → +∞

puis en déduire un équivalent simple de (un)n>0.

Exercice 3
On considère la matrice suivante :

M =

−1 2 4
1 0 −2
−1 1 3

 ∈M3(R).

1. Déterminer Mn pour tout entier n > 0.
2. En déduire une expression simplifiée de (aI3 + bM)n pour tout entier n > 0 et tout (a, b) ∈ R2, où

I3 désigne la matrice identité d’ordre 3 (on exprimera le résultat en fonction de n, a, b, I3 et M).
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Corrigé du DS no 5 de mathématiques

Exercice 1
Soient A(1, 3), B(2, 1) et C(4, 5) trois points du plan muni d’un repère orthonormé. Déterminer les coor-
données de l’orthocentre de ABC.

I Soit H(xH , yH) l’orthocentre de ABC, c’est-à-dire le point d’intersection des trois hauteurs de ABC.

La hauteur DA issue de A est la droite passant par A(1, 3) et de vecteur normal
−−→
BC =

(
4− 2
5− 1

)
=

(
2
4

)
,

elle a donc pour équation cartésienne :

DA : 2x+ 4y + c = 0

où la constante c ∈ R vérifie 2 × 1 + 4 × 3 + c = 0 donc c = −14. De même, la droite DB issue de B est

la droite passant par B(2, 1) et de vecteur normal
−→
AC =

(
4− 1
5− 3

)
=

(
3
2

)
, elle a donc pour équation

cartésienne :
DB : 3x+ 2y + c′ = 0

où la constante c′ ∈ R vérifie 3× 2 + 2× 1 + c′ = 0 donc c′ = −8.
Puisque H est à l’intersection des hauteurs DA et DB, les coordonnées (xH , yH) de H sont l’unique

solution du système linéaire formé par les équations cartésiennes de DA et DB, c’est-à-dire :{
2xH + 4y − 14 = 0
3xH + 2yH − 8 = 0

⇐⇒
(

2 4
3 2

)(
xH
yH

)
=

(
14
8

)
⇐⇒

(
xH
yH

)
=

(
2 4
3 2

)−1(
14
8

)
=

1

2× 2− 3× 4

(
2 −4
−3 2

)(
14
8

)
= −1

8

(
28− 32
−42 + 16

)
= −1

8

(
−4
−26

)
.

Finalement, on obtient que les coordonnées de l’orthocentre de ABC sont H

(
1

2
,
13

4

)
.

Pour vérifier le résultat, on peut rapidement calculer une équation cartésienne de la
hauteur DC issue de C de la même manière que les deux autres hauteurs, on obtient
DC : x−2y+6 = 0 puis on vérifie que les coordonnées de H satisfont cette équation :

1

2
− 2× 13

4
+ 6 =

1− 13 + 12

2
= 0.

Problème 1
On considère la série harmonique, c’est-à-dire la suite (Hn)n>1 définie par :

∀n > 1, Hn =
n∑
k=1

1

k
.

Le but de ce problème est de trouver un équivalent simple de la suite (Hn)n>1.
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1. (a) Montrer que (Hn)n>1 est croissante.
I On a :

∀n > 1, Hn+1 −Hn =
n+1∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

k
=

1

n+ 1
> 0.

Donc la suite (Hn)n>1 est croissante .

(b) Prouver que H2n −Hn > 1
2
pour tout entier n > 1.

I Soit un entier n > 1. On a :

H2n −Hn =
2n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

k
=

2n∑
k=n+1

1

k
.

Or la fonction x 7→ 1
x
est décroissante sur ]0,+∞[, donc :

∀k ∈ Jn+ 1, 2nK,
1

2n
6

1

k
6

1

n+ 1

ce qui donne en sommant les inégalités de gauche pour k ∈ Jn+ 1, 2nK :

H2n −Hn =
2n∑

k=n+1

1

k
>

2n∑
k=n+1

1

2n
=

1

2n

2n∑
k=n+1

1 =
1

2n
(2n− (n+ 1) + 1) =

n

2n
=

1

2
.

Finalement, H2n −Hn > 1
2
pour tout entier n > 1 .

(c) En déduire que (Hn)n>1 diverge vers +∞.
I Par l’absurde, on suppose que (Hn)n>1 est majorée. Puisque (Hn)n>1 est croissante d’après
le résultat de la question 1.(a), on en déduit d’après le théorème de la limite monotone que
(Hn)n>1 converge vers une limite ` ∈ R. Par composition de limites, on obtient que :

lim
n→+∞

H2n = lim
N→+∞

HN = ` (en posant N = 2n car lim
n→+∞

2n = +∞).

Par conséquent, on a en passant à la limite dans le résultat de la question 1.(b) :

1

2
6 lim

n→+∞
(H2n −Hn) = lim

n→+∞
H2n − lim

n→+∞
Hn = `− ` = 0 (par linéarité de la limite)

ce qui est absurde car 1
2
> 0. Par conséquent, (Hn)n>1 n’est pas majorée. Finalement, puisque

(Hn)n>1 est croissante d’après le résultat de la question 1.(a), on en déduit d’après le théorème
de la limite monotone que la suite (Hn)n>1 diverge vers +∞ .

2. Montrer que :
(a) ∀x ∈ [0,+∞[, ln(1 + x) 6 x,

I La fonction f : x 7→ x− ln(1 + x) est définie sur{
x ∈ R | x+ 1 ∈ Dln =]0,+∞[

}
=]− 1,+∞[

comme somme et composée de fonctions usuelles. De plus, f est dérivable sur cet intervalle
pour les mêmes raisons (car Dln′ = Dln =]0,+∞[). On a d’après la formule de dérivation d’une
composée :

∀x ∈]− 1,+∞[, f ′(x) = 1− 1

1 + x
=

x

1 + x

d’où le tableau des variations de f :
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x

f ′(x)

f(x)

−1 0 +∞

− 0 +

+∞

00

+∞+∞

car
— limx→−1+ f(x) = limx→−1+(x−ln(1+x)) = −1−limX→0+ ln(X) = +∞ (en posantX = x+1),
— f(0) = 0− ln(1) = 0,
— et limx→+∞ f(x) = limx→+∞(x− ln(1 + x)) = limX→+∞X

(
X−1
X
− ln(X)

X

)
= +∞ (en posant

X = x + 1 puisque limX→+∞
X−1
X

= limX→+∞(1 − 1
X

) = 1 et limX→+∞
ln(X)
X

= 0 d’après le
théorème des croissances comparées).

En particulier, on obtient que f(x) > 0 pour tout x > 0 et par conséquent :

∀x ∈ [0,+∞[, ln(1 + x) 6 x .

On peut bien sûr restreindre l’étude de la fonction f à l’ensemble [0,+∞[ qui
est suffisant pour répondre à la question.

(b) ∀x ∈ [0,+∞[, ln(1 + x) > x− x2

2
.

I Comme à la question précédente, on étudie la fonction g : x 7→ x − x2

2
− ln(1 + x) qui est

définie et dérivable sur ]− 1,+∞[ comme somme et composée de fonctions usuelles. On a :

∀x ∈]− 1,+∞[, g′(x) = 1− x− 1

1 + x
=
−x2

1 + x

d’où le tableau des variations de g :

x

f ′(x)

f(x)

−1 +∞

−

+∞

−∞−∞

0

0

car
— limx→−1+ g(x) = limx→−1+(x− x2

2
− ln(1 + x)) = −1− 1

2
− limX→0+ ln(X) = +∞,

— g(0) = 0− 0
2
− ln(1) = 0,

— et limx→+∞ g(x) = limx→+∞(x− x2

2
− ln(1 + x)) = limX→+∞X

(
X−1− (X−1)2

2

X
− ln(X)

X

)
= −∞

(puisque limX→+∞
X−1− (X−1)2

2

X
= limX→+∞(−X

2
+ 2 − 3

2X
) = −∞ et limX→+∞

ln(X)
X

= 0
d’après le théorème des croissances comparées).

En particulier, on obtient que g(x) 6 0 pour tout x > 0 et par conséquent :

∀x ∈ [0,+∞[, ln(1 + x) > x− x2

2
.

3. (a) À l’aide des résultats précédents, montrer que :

∀n > 1, Hn −
1

2

n∑
k=1

1

k2
6

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
6 Hn.
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I Soit n > 1. En posant x = 1
k
> 0 où k ∈ J1, nK dans les deux inégalités obtenues aux questions

précédentes, on obtient :

1

k
> ln

(
1 +

1

k

)
>

1

k
−
(

1
k

)2

2
=

1

k
− 1

2k2

ce qui donne en sommant ces inégalités pour k ∈ J1, nK :

Hn =
n∑
k=1

1

k
>

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
>

n∑
k=1

(
1

k
− 1

2k2

)
=

n∑
k=1

1

k
− 1

2

n∑
k=1

1

k2
= Hn −

1

2

n∑
k=1

1

k2

(par linéarité de la somme). Finalement, on a bien :

∀n > 1, Hn −
1

2

n∑
k=1

1

k2
6

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
6 Hn .

(b) En déduire que :

∀n > 1, ln(n+ 1) 6 Hn 6 ln(n+ 1) +
1

2

n∑
k=1

1

k2
,

puis retrouver le résultat de la question 1.
I Soit n > 1. On a d’après le résultat précédent :

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
6 Hn 6

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
+

1

2

n∑
k=1

1

k2
.

Or on a :
n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
=

n∑
k=1

ln

(
k + 1

k

)
=

n∑
k=1

(
ln(k + 1)− ln(k)

)
=

n∑
k=1

ln(k + 1)−
n∑
k=1

ln(k) (par linéarité de la somme)

=
n+1∑
k=2

ln(k)−
n∑
k=1

ln(k) (avec le décalage d’indice ` = k + 1)

= ln(n+ 1)− ln(1) (en reconnaissant une somme téléscopique)
= ln(n+ 1)

d’où en reportant dans les inégalités précédentes :

∀n > 1, ln(n+ 1) 6 Hn 6 ln(n+ 1) +
1

2

n∑
k=1

1

k2
.

En particulier Hn > ln(n+ 1) pour tout n > 1 avec limn→+∞ ln(n+ 1) = limN=+∞ ln(N) = +∞
(par composition de limites). On en déduit d’après le théorème de limite par comparaison que
la suite (Hn)n>1 diverge vers +∞ .

4. Pour tout entier n > 1, on pose Sn =
∑n

k=1

1

k2
.

(a) Montrer que (Sn)n>1 est croissante.
I On a :

∀n > 1, Sn+1 − Sn =
n+1∑
k=1

1

k2
−

n∑
k=1

1

k2
=

1

(n+ 1)2
> 0.

Donc la suite (Sn)n>1 est croissante .
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(b) Prouver que
1

k2
6

1

k − 1
− 1

k
pour tout entier k > 2.

I Soit un entier k > 2. On a :

1

k − 1
− 1

k
− 1

k2
=
k2 − k(k − 1)− (k − 1)

k2(k − 1)
=

1

k2(k − 1)
> 0 (car k > k − 1 > 1 > 0)

donc
1

k2
6

1

k − 1
− 1

k
pour tout entier k > 2 .

(c) En déduire que (Sn)n>1 converge.
I Soit n > 2. En sommant l’inégalité obtenue à la question précédente pour k ∈ J2, nK, on
obtient :

n∑
k=2

1

k2
6

n∑
k=2

(
1

k − 1
− 1

k

)
=

n∑
k=2

1

k − 1
−

n∑
k=2

1

k
=

n−1∑
k=1

1

k
−

n∑
k=2

1

k
=

1

1
− 1

n
= 1− 1

n
.

Par conséquent, on a :

∀n > 2, Sn =
n∑
k=1

1

k2
= 1 +

n∑
k=2

1

k2
6 1 + 1− 1

n
6 2 (car

1

n
> 0).

Ainsi la suite (Sn)n>1 est majorée. Puisque (Sn)n>1 est croissante d’après le résultat de la question
4.(a), on en déduit d’après le théorème de la limite monotone que (Sn)n>1 converge .

5. À l’aide des résultats précédents, démontrer que Hn ∼
n→+∞

ln(n+ 1).

I Soit n > 1. Puisque ln(n+1) > ln(2) > 0 (car la fonction ln est croissante), on obtient en divisant
le résultat de la question 3.(b) par ln(n+ 1) :

1 6
Hn

ln(n+ 1)
6 1 +

1
2

∑n
k=1

1
k2

ln(n+ 1)
= 1 +

Sn
2 ln(n+ 1)

.

Or limn→+∞

(
1 + Sn

2 ln(n+1)

)
= 1 + 0 = 1 car (Sn)n>1 converge vers une limite ` ∈ R (d’après le

résultat de la question précédente) et limn→+∞ ln(n+ 1) = +∞. On en déduit d’après le théorème
de limite par encadrement que :

lim
n→+∞

Hn

ln(n+ 1)
= 1

autrement dit Hn ∼
n→+∞

ln(n+ 1) .

6. Calculer la limite de
ln(n+ 1)

ln(n)
quand n→ +∞.

I On a :

∀n > 1,
ln(n+ 1)

ln(n)
=

ln
(
n
(
1 + 1

n

))
ln(n)

=
ln(n) + ln

(
1 + 1

n

)
ln(n)

= 1 +
ln
(
1 + 1

n

)
ln(n)

.

Or limn→+∞
ln(1+ 1

n)
ln(n)

= 0 car limn→+∞ ln
(
1 + 1

n

)
= 0 et limn→+∞ ln(n) = +∞. Par conséquent :

lim
n→+∞

ln(n+ 1)

ln(n)
= 1 .
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7. En déduire un équivalent simple de la série harmonique.
I On a ln(n + 1) ∼

n→+∞
ln(n) d’après le résultat de la question précédente et Hn ∼

n→+∞
ln(n + 1)

d’après le résultat de la question 5. On en déduit par transitivité de l’équivalence que :

Hn ∼
n→+∞

ln(n) .

Exercice 2
Déterminer les solutions du système d’équations différentielles d’inconnues (x, y) suivant :

∀t ∈ R,
{
x′(t) + 3x(t) + 8y(t) = 2t+ 1
y′(t)− x(t)− y(t) = t

. (E)

I Soit (x, y) une solution de (E). On a d’après la deuxième équation différentielle de (E) :

∀t ∈ R, x(t) = y′(t)− y(t)− t

ce qui donne en dérivant par rapport à t :

∀t ∈ R, x′(t) = y′′(t)− y′(t)− 1.

En reportant les deux expressions précédentes dans la première équation de (E), on obtient :

∀t ∈ R,
(
y′′(t)− y′(t)− 1

)
+ 3
(
y′(t)− y(t)− t

)
+ 8y(t) = 2t+ 1.

Par conséquent, y est solution de l’équation différentielle suivante :

∀t ∈ R, y′′(t) + 2y′(t) + 5y(t) = 5t+ 2.

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 à coefficients constants. Son équation caractéris-
tique r2 + 2r + 5 = 0 a pour discriminant ∆ = (2)2 − 4× 1× 5 = −16 < 0 donc l’équation caractéristique

admet deux solutions complexes conjuguées qui sont α + iβ =
−2+i
√
|∆|

2×1
= −1 + 2i et α − iβ = −1 − 2i.

On en déduit la forme des solutions de l’équation homogène :

yH : t 7→ eαt
(
A cos(βt) +B sin(βt)

)
= e−t

(
A cos(2t) +B sin(2t)

)
avec (A,B) ∈ R2.

On cherche une solution particulière de la forme yP : t 7→ at+ b avec (a, b) ∈ R2. On a alors en reportant
cette expression dans l’équation différentielle vérifiée par y :

∀t ∈ R, 5t+ 2 = y′′P (t) + 2y′P (t) + 5yP (t) = 0 + 2a+ 5(at+ b) = 5at+ (2a+ 5b)

ce qui donne en identifiant les coefficients :{
5a = 5

2a+ 5b = 2
donc

{
a = 1
b = 0

.

Finalement, on obtient d’après le principe de superposition que y est de la forme :

y : t 7→ yH(t) + yP (t) = e−t
(
A cos(2t) +B sin(2t)

)
+ t avec (A,B) ∈ R2.

En reportant cette expression dans la deuxième équation différentielle de (E), on en déduit que x est de
la forme :

∀t ∈ R, x(t) =y′(t)− y(t)− t

=
(
−e−t

(
A cos(2t) +B sin(2t)

)
+ e−t

(
− 2A sin(2t) + 2B cos(2t)

)
+ 1
)

−
(
e−t
(
A cos(2t) +B sin(2t)

)
+ t
)
− t

= e−t
(

(−2A+ 2B) cos(2t) + (−2B − 2A) sin(2t)
)
− 2t+ 1.
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ATTENTION : il ne faut pas oublier de justifier la réciproque. Pour l’instant, on a
seulement prouver que si (x, y) est solution de (E) alors x et y sont de cette forme.

Réciproquement, on suppose que x et y sont de la forme :x : t 7→ 2e−t
(

(B − A) cos(2t)− (A+B) sin(2t)
)
− 2t+ 1

y : t 7→ e−t
(
A cos(2t) +B sin(2t)

)
+ t

avec (A,B) ∈ R2.

Alors on a en utilisant les calculs précédents :

∀t ∈ R, y′(t)− y(t)− t = x(t) et y′′(t) + 2y′(t) + 5y(t) = 5t+ 2.

En particulier, on retrouve la deuxième équation différentielle de (E) :

∀t ∈ R, y′(t)− x(t)− y(t) = t.

D’autre part, on a également :

∀t ∈ R, x(t) = y′(t)− y(t)− t donc ∀t ∈ R, x′(t) = y′′(t)− y′(t)− 1

par conséquent :

∀t ∈ R, x′(t) + 3x(t) + 8y(t) =
(
y′′(t)− y′(t)− 1

)
+ 3
(
y′(t)− y(t)− t

)
+ 8y(t)

= y′′(t) + 2y′(t) + 5y(t)

= 5t+ 2

et on retrouve la première équation différentielle de (E). Ainsi le couple (x, y) est bien une solution de (E).

Pour justifier la réciproque, on peut aussi tout simplement remplacer les expressions
de x et y dans (E) et vérifier que les équations sont bien satisfaites. La rédaction
présentée ici est plus rapide car elle réutilise les calculs précédents.

Finalement, l’ensemble des solutions du système d’équations différentielles (E) est l’ensemble des couples
(x, y) de la formex : t 7→ 2e−t

(
(B − A) cos(2t)− (A+B) sin(2t)

)
− 2t+ 1

y : t 7→ e−t
(
A cos(2t) +B sin(2t)

)
+ t

avec (A,B) ∈ R2 .

Problème 2
L’objectif de ce problème est d’étudier nature de la suite récurrente linéaire d’ordre 3 définie par :

u0 = u1 = 0, u2 = 1 et ∀n > 0, un+3 = λun+2 + un+1 − λun

où λ ∈ R est un paramètre fixé. Pour cela, on introduit les matrices suivantes :

∀n > 0, Xn =

un+2

un+1

un

 ∈M3,1(R) et P =

 1 1 λ2

1 −1 λ
1 1 1

 ∈M3(R).

1. Montrer qu’il existe une matrice A ∈M3(R) dont on déterminera les coefficients telle que :

∀n > 0, Xn+1 = AXn.
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I On a pour tout n > 0 :

Xn+1 =

un+3

un+2

un+1

 =

λun+2 + un+1 − λun
un+2

un+1

 =

λ 1 −λ
1 0 0
0 1 0

un+2

un+1

un

 =

λ 1 −λ
1 0 0
0 1 0

Xn.

Il suffit donc de poser A =

λ 1 −λ
1 0 0
0 1 0

 .

2. En déduire que Xn = AnX0 pour tout entier n > 0.
I Montrons le résultat par récurrence.
Initialisation : le résultat est vrai pour n = 0 car A0X0 = I3X0 = X0.
Hérédité : on suppose que Xn = AnX0 pour un certain entier n > 0. Alors on a d’après le résultat
de la question précédente :

Xn+1 = AXn = AAnX0 = An+1X0 (par associativité du produit matriciel)

donc le résultat est également vrai au rang n+ 1.
Conclusion : d’après le principe de récurrence, on a Xn = AnX0 pour tout entier n > 0 .

3. Déterminer pour quelles valeurs de λ ∈ R la matrice P est inversible.
I Puisque P ∈M3(R), la matrice P est inversible si et seulement si son rang est égal à 3. Or on a
d’après la méthode du pivot de Gauss :

P =

 1 1 λ2

1 −1 λ
1 1 1

 −→
 1 1 λ2

0 −2 λ− λ2

0 0 1− λ2

 L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

donc le rang de P est égal à 2 si et seulement si 1− λ2 = 0 et égal à 3 sinon. Or on a :

1− λ2 = 0⇐⇒ λ2 = 1⇐⇒ λ ∈ {−1,+1}.

Finalement P est inversible si et seulement si λ ∈ R \ {−1,+1} .

4. On suppose que |λ| 6= 1 pour cette question et on pose D = P−1AP .
(a) Pour tout entier n > 0, exprimer An en fonction de n, D, P et P−1.

I Montrons par récurrence que An = PDnP−1 pour tout entier n > 0.
Initialisation : le résultat est vrai pour n = 0 car A0 = I3 et PD0P−1 = P I3P

−1 = PP−1 = I3.
Hérédité : on suppose que An = PDnP−1 pour un certain entier n > 0. Alors on a :

PDn+1P−1 = PDnDP−1 = PDnP−1APP−1 = AnAI3 = An+1

donc le résultat est également vrai au rang n+ 1.
Conclusion : d’après le principe de récurrence, on a An = PDnP−1 pour tout entier n > 0 .

(b) On propose de calculer P−1 de deux manières différentes.
i. Déterminer P−1 à l’aide de la méthode du pivot de Gauss.
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I Puisque |λ| 6= 1 on a 1− λ2 6= 0 et donc :

P =

 1 1 λ2

1 −1 λ
1 1 1

  1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I3 1 1 λ2

0 −2 λ− λ2

0 0 1− λ2

 L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

 1 0 0
−1 1 0
−1 0 1

 1 1 λ2

0 1 −λ
2
(1− λ)

0 0 1

 L2 ← −1
2
L2

L3 ← 1
1−λ2L3

 1 0 0
1
2
−1

2
0

−1
1−λ2 0 1

1−λ2


 1 1 0

0 1 0
0 0 1

 L1 ← L1 − λ2L3

L2 ← L2 + λ
2
(1− λ)L3

 1 + λ2

1−λ2 0 −λ2
1−λ2

1
2
− λ(1−λ)

2(1−λ2)
−1

2
λ(1−λ)
2(1−λ2)

−1
1−λ2 0 1

1−λ2


I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 L1 ← L1 − L2


1

1−λ2 −
1−λ

2(1−λ2)
1
2

−λ2
1−λ2 −

λ(1−λ)
2(1−λ2)

1−λ
2(1−λ2)

−1
2

λ(1−λ)
2(1−λ2)

−1
1−λ2 0 1

1−λ2

 = P−1.

Finalement, on obtient :

P−1 =


1+λ

2(1−λ2)
1
2
−λ(1+λ)
2(1−λ2)

1−λ
2(1−λ2)

−1
2

λ(1−λ)
2(1−λ2)

−1
1−λ2 0 1

1−λ2

 =
1

2(λ2 − 1)

−(λ+ 1) λ2 − 1 λ(λ+ 1)
λ− 1 −λ2 + 1 λ(λ− 1)

2 0 −2

 .

ii. Calculer (P + (λ− 1)I3)(P 2 − λP − 2(λ+ 1)I3), où I3 désigne la matrice identité d’ordre 3,
puis en déduire P−1.
I On a :

P + (λ− 1)I3 =

 1 1 λ2

1 −1 λ
1 1 1

+ (λ− 1)

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

λ 1 λ2

1 λ− 2 λ
1 1 λ


et :

P 2 − λP − 2(λ+ 1)I3 =

 2 + λ2 λ2 2λ2 + λ
λ 2 + λ λ2

3 1 λ2 + λ+ 1

− λ
 1 1 λ2

1 −1 λ
1 1 1

− 2(λ+ 1)

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


=

λ2 − 3λ λ2 − λ 2λ2 + λ− λ3

0 0 0
3− λ 1− λ λ2 − 2λ− 1


donc :

(P + (λ− 1)I3)(P 2 − λP − 2(λ+ 1)I3)

=

λ 1 λ2

1 λ− 2 λ
1 1 λ

λ2 − 3λ λ2 − λ 2λ2 + λ− λ3

0 0 0
3− λ 1− λ λ2 − 2λ− 1


=

λ3 − 3λ2 + 3λ2 − λ3 λ3 − λ2 + λ2 − λ3 2λ3 + λ2 − λ4 + λ4 − 2λ3 − λ2

λ2 − 3λ+ 3λ− λ2 λ2 − λ+ λ− λ2 2λ2 + λ− λ3 + λ3 − 2λ2 − λ
λ2 − 3λ+ 3λ− λ2 λ2 − λ+ λ− λ2 2λ2 + λ− λ3 + λ3 − 2λ2 − λ


=

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 03.
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Puis on a en développant :

03 = (P + (λ− 1)I3)(P 2 − λP − 2(λ+ 1)I3)

= P 3 − λP 2 − 2(λ+ 1)P + (λ− 1)P 2 − λ(λ− 1)P − 2(λ− 1)(λ+ 1)I3

= P 3 + (−λ+ λ− 1)P 2 + (−2λ− 2− λ2 + λ)P − 2(λ2 − 1)I3

= P 3 − P 2 − (λ2 + λ+ 2)P − 2(λ2 − 1)I3.

Puisque |λ| 6= 1 on a 2(λ2 − 1) 6= 0 et donc :

I3 =
1

2(λ2 − 1)

(
P 3 − P 2 − (λ2 + λ+ 2)P

)
=

1

2(λ2 − 1)

(
P 2 − P − (λ2 + λ+ 2)I3

)
P.

On en déduit que :

P−1 =
1

2(λ2 − 1)

(
P 2 − P − (λ2 + λ+ 2)I3

)
=

1

2(λ2 − 1)

 2 + λ2 λ2 2λ2 + λ
λ 2 + λ λ2

3 1 λ2 + λ+ 1

−
 1 1 λ2

1 −1 λ
1 1 1

− (λ2 + λ+ 2)

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


=

1

2(λ2 − 1)

−1− λ λ2 − 1 λ2 + λ
λ− 1 1− λ2 λ2 − λ

2 0 −2

 .

Finalement, on obtient :

P−1 =
1

2(λ2 − 1)

−(λ+ 1) λ2 − 1 λ(λ+ 1)
λ− 1 −λ2 + 1 λ(λ− 1)

2 0 −2

 .

(c) À l’aide du résultat de la question précédente, montrer que D = P−1AP est une matrice diagonale
dont on déterminera les coefficients.
I On a :

D =P−1AP =
1

2(λ2 − 1)

−(λ+ 1) λ2 − 1 λ(λ+ 1)
λ− 1 −λ2 + 1 λ(λ− 1)

2 0 −2

λ 1 −λ
1 0 0
0 1 0

 1 1 λ2

1 −1 λ
1 1 1


=

1

2(λ2 − 1)

−(λ+ 1) λ2 − 1 λ(λ+ 1)
λ− 1 −λ2 + 1 λ(λ− 1)

2 0 −2

 1 −1 λ3

1 1 λ2

1 −1 λ


=

1

2(λ2 − 1)
×−λ− 1 + λ2 − 1 + λ2 + λ λ+ 1 + λ2 − 1− λ2 − λ −λ4 − λ3 + λ4 − λ2 + λ3 + λ2

λ− 1− λ2 + 1 + λ2 − λ −λ+ 1− λ2 + 1− λ2 + λ λ4 − λ3 − λ4 + λ2 + λ3 − λ2

2− 2 −2 + 2 2λ3 − 2λ


=

1

2(λ2 − 1)

 2λ2 − 2 0 0
0 2− 2λ2 0
0 0 2λ(λ2 − 1)


=

1

2(λ2 − 1)

 2(λ2 − 1) 0 0
0 −2(λ2 − 1) 0
0 0 2λ(λ2 − 1)

 .

Finalement, on obtient bien une matrice diagonale :

D =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 λ

 .
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(d) Déduire des résultats précédents que :

∀n > 0, un =
2λn + (−1)n(λ− 1)− (λ+ 1)

2(λ2 − 1)
.

I Soit n > 0. On a :un+2

un+1

un

 =Xn

=AnX0 (d’après le résultat de la question 2)

=PDnP−1

 1
0
0

 (d’après le résultat de la question 4.(a)
et les termes initiaux de (un)n>0)

=

 1 1 λ2

1 −1 λ
1 1 1

 1 0 0
0 −1 0
0 0 λ

n

1

2(λ2 − 1)

−(λ+ 1) λ2 − 1 λ(λ+ 1)
λ− 1 −λ2 + 1 λ(λ− 1)

2 0 −2

 1
0
0


(d’après les résultats des questions 4.(b) et 4.(c))

=
1

2(λ2 − 1)

 1 1 λ2

1 −1 λ
1 1 1

 1 0 0
0 (−1)n 0
0 0 λn

−(λ+ 1)
λ− 1

2

 .

un+2

un+1

un

 =
1

2(λ2 − 1)

 1 1 λ2

1 −1 λ
1 1 1

 1 0 0
0 (−1)n 0
0 0 λn

−(λ+ 1)
λ− 1

2


=

1

2(λ2 − 1)

 1 1 λ2

1 −1 λ
1 1 1

 −(λ+ 1)
(−1)n(λ− 1)

2λn

 .

On obtient donc l’expression de un sur la dernière ligne du produit matriciel :

un =
1

2(λ2 − 1)

(
− (λ+ 1) + (−1)n(λ− 1) + 2λn

)
=

2λn + (−1)n(λ− 1)− (λ+ 1)

2(λ2 − 1)
.

(e) Montrer que u2k =
∑k−1

i=0 λ
2i et u2k+1 = λu2k pour tout entier k > 0.

I Soit k > 0. On a d’après le résultat de la question précédente :

u2k =
2λ2k + (−1)2k(λ− 1)− (λ+ 1)

2(λ2 − 1)
=

2λ2k + (λ− 1)− (λ+ 1)

2(λ2 − 1)
=
λ2k − 1

λ2 − 1

et

u2k+1 =
2λ2k+1 + (−1)2k+1(λ− 1)− (λ+ 1)

2(λ2 − 1)
=

2λ2k+1 − (λ− 1)− (λ+ 1)

2(λ2 − 1)
= λ

λ2k − 1

λ2 − 1
.

On reconnaît la formule de la somme des termes d’une suite géométrique de raison λ2, d’où

∀k > 0, u2k =
k−1∑
i=0

λ2i et u2k+1 = λ
k−1∑
i=0

λ2i = λu2k .

Toutes les questions 4 n’étaient pas difficiles mais très calculatoires. Soignez
votre présentation et organisez votre copie pour gagner du temps et éviter les
erreurs de calculs.
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5. Justifier par récurrence que le résultat de la question précédente reste vrai si |λ| = 1.
I On suppose que |λ| = 1. Montrons par récurrence double que u2k =

∑k−1
i=0 λ

2i et u2k+1 = λu2k

pour tout entier k > 0.
Initialisation : le résultat est vrai pour k = 0 et pour k = 1 car :

u2×0 = u0 = 0 =
−1∑
i=0

λ2i, u2×0+1 = u1 = 0 = λ× 0 = λu2×0,

u2×1 = u2 = 1 =
0∑
i=0

λ2i et u2×1+1 = u3 = λu2 + u1 − λu0 = λ = λ× 1 = λu2×1.

Hérédité : on suppose que le résultat est vrai aux rangs k et k+ 1 pour un certain entier k > 0. On
a alors :

u2(k+2) = u2k+4 = u(2k+1)+3 = λu(2k+1)+2 + u(2k+1)+1 − λu(2k+1)

= λu2(k+1)+1 + u2(k+1) − λu2k+1

= λ2u2(k+1) +
k+1−1∑
i=0

λ2i − λ2u2k

= λ2

k∑
i=0

λ2i +
k∑
i=0

λ2i − λ2

k−1∑
i=0

λ2i

=
k+1∑
i=1

λ2i +
k∑
i=0

λ2i −
k∑
i=1

λ2i =
k+1∑
i=0

λ2i =
k+2−1∑
i=0

λ2i

et :

u2(k+2)+1 = u2k+5 = u(2k+2)+3 = λu(2k+2)+2 + u(2k+2)+1 − λu(2k+2)

= λu2(k+2) + u2(k+1)+1 − λu2(k+1)

= λ
k+2−1∑
i=0

λ2i + λu2(k+1) − λ
k+1−1∑
i=0

λ2i

= λ

k+1∑
i=0

λ2i + λ

k∑
i=0

λ2i − λ
k∑
i=0

λ2i = λ

k+1∑
i=0

λ2i = λu2(k+2)

donc le résultat est également vrai au rang k + 2.
Conclusion : d’après le principe de récurrence double, on en déduit que même si |λ| = 1 alors

u2k =
∑k−1

i=0 λ
2i et u2k+1 = λu2k pour tout entier k > 0 .

Question difficile : pensez à la récurrence double ici car une récurrence simple
n’est pas suffisante pour conclure (à cause de la relation de récurrence d’ordre
3 de la suite (un)n>0). En fait, cette preuve redémontre aussi le résultat dans le
cas |λ| 6= 1 (car elle n’utilise pas l’hypothèse |λ| = 1) à condition de connaître
la formule (comme souvent avec les preuves par récurrence).

6. Déterminer les limites de u2k et u2k+1 quand k → +∞ en distinguant plusieurs cas selon les valeurs
du paramètre λ ∈ R.
I D’après les résultats des questions précédentes, on a :

∀k > 0, u2k =
k−1∑
i=0

λ2i =

{
λ2k−1
λ2−1

si λ2 6= 1

k si λ2 = 1
et u2k+1 = λu2k.
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On en déduit que :

lim
k→+∞

u2k =


+∞ si λ2 > 1
−1
λ2−1

si 0 6 λ2 < 1

+∞ si λ2 = 1

par conséquent :

lim
k→+∞

u2k =


+∞ si λ ∈]−∞,−1]

1
1−λ2 si λ ∈]− 1, 1[

+∞ si λ ∈ [1,+∞[
et lim

k→+∞
u2k+1 =


−∞ si λ ∈]−∞,−1]
λ

1−λ2 si λ ∈]− 1, 1[

+∞ si λ ∈ [1,+∞[
.

7. En déduire la nature de la suite (un)n>0 en distinguant plusieurs cas.
I D’après le théorème des suites extraites et le résultat de la question précédente, on en déduit que
(un)n>0 est divergente de 2e espèce si λ ∈]−∞,−1] et (un)n>0 diverge vers +∞ si λ ∈ [1,+∞[ .
Dans le cas où λ ∈]− 1, 1[, (un)n>0 est convergente si et seulement si :

1

1− λ2
=

λ

1− λ2
⇐⇒ 1 = λ (car λ2 6= 1)

ce qui est absurde donc (un)n>0 est divergente de 2e espèce si λ ∈]− 1, 1[ .

8. On suppose que λ > 1 pour cette question. Déterminer un équivalent simple de (un)n>0.
I On a d’après le résultat de la question 4.(d) :

∀n > 0, un =
2λn + (−1)n(λ− 1)− (λ+ 1)

2(λ2 − 1)
=

λn

λ2 − 1

(
1 +

λ− 1

2

(
−1

λ

)n
− λ+ 1

2

(
1

λ

)n)
.

Or limn→+∞
(−1
λ

)n
= limn→+∞

(
1
λ

)n
= 0 car λ > 1, donc limn→+∞

un
λn/(λ2−1)

= 1. Par conséquent :

un ∼
n→+∞

λn

λ2 − 1
.

9. On suppose que λ = 1 pour cette question. Déterminer les limites de
u2k

2k
et

u2k+1

2k + 1
quand k → +∞

puis en déduire un équivalent simple de (un)n>0.
I On a d’après le résultat de la question 5 :

∀k > 0, u2k =
k−1∑
i=0

λ2i = k et u2k+1 = λu2k = k.

Donc :

lim
k→+∞

u2k

2k
= lim

k→+∞

k

2k
=

1

2
et lim

k→+∞

u2k+1

2k + 1
= lim

k→+∞

k

2k + 1
= lim

k→+∞

1

2 + 1
k

=
1

2
.

D’après le théorème des suites extraites, on en déduit que limn→+∞
un
n

= 1
2
et par conséquent :

un ∼
n→+∞

n

2
.

Exercice 3
On considère la matrice suivante :

M =

−1 2 4
1 0 −2
−1 1 3

 ∈M3(R).
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1. Déterminer Mn pour tout entier n > 0.
I On a :

M0 = I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


M1 = M

M2 = M ×M =

−1 2 4
1 0 −2
−1 1 3

−1 2 4
1 0 −2
−1 1 3

 =

−1 2 4
1 0 −2
−1 1 3

 = M

M3 = M2 ×M = M ×M = M

M4 = M3 ×M = M ×M = M

etc.

Montrons par récurrence que Mn = M pour tout entier n > 1.
Initialisation : le résultat est vrai pour n = 1.
Hérédité : on suppose que Mn = M pour un certain entier n > 1, alors :

Mn+1 = Mn ×M = M ×M (d’après l’hypothèse de récurrence)
= M2 = M (d’après le calcul ci-dessus)

donc le résultat est également vrai au rang n+ 1.
Conclusion : d’après le principe de récurrence, le résultat est vrai pour tout entier n > 1. Finalement :

M0 = I3 et ∀n > 1, Mn = M .

2. En déduire une expression simplifiée de (aI3 + bM)n pour tout entier n > 0 et tout (a, b) ∈ R2, où
I3 désigne la matrice identité d’ordre 3 (on exprimera le résultat en fonction de n, a, b, I3 et M).

I Soient n ∈ N et (a, b) ∈ R2. Puisque aI3 et bM commutent (car I3×M = M = M × I3), on a d’après
la formule du binôme de Newton :

(aI3 + bM)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
(bM)k(aI3)n−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
bkan−kMk

puis on utilise le résultat de la question précédente :

(aI3 + bM)n =

(
n

0

)
b0an−0M0 +

n∑
k=1

(
n

k

)
bkan−kMk = anI3 +

(
n∑
k=1

(
n

k

)
bkan−k

)
M

enfin on fait apparaître la formule du binôme de Newton :

(aI3 + bM)n = anI3 +

(
n∑
k=0

(
n

k

)
bkan−k −

(
n

0

)
b0an−0

)
M = anI3 + ((a+ b)n − an)M.

On obtient finalement :
(aI3 + bM)n = an(I3 −M) + (a+ b)nM .

N’oubliez pas de préciser que les matrices commutent avant d’appliquer la formule du
binôme de Newton.
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DS no 6 de mathématiques
durée : 3 heures

Exercice 1
Cet exercice propose d’étudier les solutions de l’équation tan(x) = x d’inconnue x ∈ R.

1. Pour cette question, on fixe n ∈ N. Montrer que l’équation tan(x) = x admet une unique solution
dans l’intervalle In =]− π

2
+ nπ, π

2
+ nπ[ qu’on notera xn.

2. Que peut-on en déduire pour l’ensemble des solutions de l’équation tan(x) = x d’inconnue x ∈ R ?
3. Montrer que la suite (xn)n>0 diverge vers +∞.
4. Prouver que xn ∼

n→+∞
nπ.

5. Montrer que xn = π
2
− arctan( 1

xn
) + nπ pour tout n > 1.

6. En déduire que (xn − π
2
− nπ) ∼

n→+∞
− 1
nπ
.

7. Interpréter géométriquement le résultat précédent en déterminant la limite de la position de xn
dans l’intervalle In quand n→ +∞.

Problème 1
On fixe n ∈ N?. Le but de ce problème est de prouver qu’il existe un unique polynôme P ∈ Rn[X] tel que
P (k) = 1

k+1
pour tout entier k ∈ J0, nK, puis de calculer P (n+ 1).

1. Montrer qu’il existe un unique P ∈ R1[X] tel que P (0) = 1 et P (1) = 1
2
, puis calculer P (2).

2. Résoudre le problème pour n = 2.
3. Montrer qu’il existe au plus un polynôme P ∈ Rn[X] tel que P (k) = 1

k+1
pour tout k ∈ J0, nK.

4. (Analyse.) Pour cette question, on suppose qu’il existe P ∈ Rn[X] tel que P (k) = 1
k+1

pour tout
k ∈ J0, nK et on pose Q = (X + 1)P − 1.
(a) Déterminer le degré du polynôme Q.
(b) Montrer que chaque entier k ∈ J0, nK est une racine de Q.
(c) En déduire que Q = λ

∏n
k=0(X − k) où λ ∈ R est une constante.

(d) Montrer que −1 est une racine du polynôme Q+ 1 et en déduire que λ = (−1)n

(n+1)!
.

5. (Synthèse.) Pour cette question, on pose Q = (−1)n

(n+1)!

∏n
k=0(X − k).

(a) Montrer qu’il existe P ∈ Rn[X] tel que Q+ 1 = (X + 1)P .
(b) Conclure.

6. En déduire une expression simplifiée de P (n+ 1) en fonction de n.
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Exercice 2
Cet exercice propose de déterminer les primitives de la fonction réelle suivante :

f : x 7→ 25

x4 − 2x3 + 5x2 − 8x+ 4
.

1. Factoriser le polynôme P = X4 − 2X3 + 5X2 − 8X + 4 dans R[X].
2. En déduire l’ensemble Df de définition de f .
3. Le but de cette question est de montrer qu’il existe des réels a, b, c, d tels que :

∀x ∈ Df , f(x) =
a

(x− 1)2
+

b

x− 1
+

cx

x2 + 4
+

d

x2 + 4
.

(a) Prouver que (a, b, c, d) est solution d’un système linéaire dont on déterminera les coefficients.
(b) Résoudre le système linéaire obtenu à la question précédente.

4. Conclure.

Problème 2
Pour tout réel t > 0, on note Pt le polynôme X5 + tX − 1 ∈ R5[X]. Le but de ce problème est d’étudier
les racines de Pt en fonction de t > 0.

1. On fixe t > 0 pour cette question. Prouver que Pt admet une unique racine notée f(t).
2. Montrer que f(t) ∈]0, 1[ pour tout t > 0.
3. Montrer que f est strictement décroissante sur ]0,+∞[.
4. En déduire que f admet des limites finies en 0+ et en +∞.
5. (a) Déterminer limt→0+ f(t).
(b) En déduire que f(t)− 1 ∼

t→0+
− t

5
.

6. (a) Déterminer limt→+∞ f(t).
(b) En déduire que f(t) ∼

t→+∞
1
t
.

7. Justifier que f est la bijection réciproque de g :]0, 1[→]0,+∞[, x 7→ 1− x5

x
.

8. (a) Déterminer des équivalents simples de g en 0+ et en 1−.
(b) Retrouver les résultats des questions 5.(b) et 6.(b) à l’aide des équivalents précédents.

9. Justifier que f est dérivable sur ]0,+∞[ et exprimer f ′(t) en fonction de f(t) pour tout t > 0.
10. En déduire des équivalents simples de f ′ en 0+ et en +∞.

Exercice 3
On fixe deux réels a et b strictement positifs. On rappelle que bxc désigne la partie entière de x ∈ R.

1. Déterminer limx→0+

⌊a
x

⌋ x
b
.

2. Déterminer limx→0+
a

x

⌊x
b

⌋
.
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Corrigé du DS no 6 de mathématiques

Exercice 1
Cet exercice propose d’étudier les solutions de l’équation tan(x) = x d’inconnue x ∈ R.

1. Pour cette question, on fixe n ∈ N. Montrer que l’équation tan(x) = x admet une unique solution
dans l’intervalle In =]− π

2
+ nπ, π

2
+ nπ[ qu’on notera xn.

I La fonction f : x 7→ tan(x)−x est définie, continue et dérivable sur In comme somme de fonctions
usuelles. On a :

∀x ∈ In, f ′(x) = 1 + tan2(x)− 1 = tan2(x)

Or tan(x) = 0 si et seulement si x = kπ avec k ∈ Z, donc :

∀x ∈ In,
{
f ′(x) > 0 si x ∈]− π

2
+ nπ, nπ[∪]nπ, π

2
+ nπ[

f ′(x) = 0 si x = nπ
.

On en déduit que f est strictement croissante sur In.

Soyez précis pour justifier que f est strictement croissante sur In. La justifica-
tion f ′ > 0 sur In n’est pas suffisante (elle prouve seulement la croissance), il
est nécessaire de préciser que f ′ est strictement positive sauf en un nombre fini
de points de l’intervalle In (ici un seul : x = nπ).

De plus on a :

lim
x→(−π

2
+nπ)+

tan(x) = lim
X→0+

tan
(
X − π

2
+ nπ

)
(en posant X = x−

(
−π

2
+ nπ

)
)

= lim
X→0+

tan
(
X − π

2

)
(car tan est π-périodique)

= lim
X→0+

−1

tan(X)
(car tan = sin

cos
et
{

sin(X − π
2
) = − cos(X)

cos(X − π
2
) = sin(X)

)

= −∞ (car tan(X) ∼
X→0

X)

donc :
lim

x→(−π
2

+nπ)+
f(x) =

(
lim

x→(−π
2

+nπ)+
tan(x)

)
−
(
−π

2
+ nπ

)
= −∞.

En raisonnant de même, on obtient :

lim
x→(π

2
+nπ)−

f(x) = +∞.

On en déduit le tableau des variations de f sur In :

x

f ′(x)

f(x)

−π
2

+ nπ nπ π
2

+ nπ

+ 0 +

−∞−∞

+∞+∞

Donc f : In → R est bijective d’après le théorème de la bijection. En particulier 0 ∈ R admet un
unique antécédent xn ∈ In. Puisque f(x) = 0 si et seulement si tan(x) = x, xn est l’unique solution

de l’équation tan(x) = x sur In .
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2. Que peut-on en déduire pour l’ensemble des solutions de l’équation tan(x) = x d’inconnue x ∈ R ?
I On peut partitionner R de la façon suivante :

R = · · · ∪
]
−3π

2
,−π

2

[
∪
{
−π

2

}
∪
]
−π

2
,
π

2

[
∪
{π

2

}
∪
]
π

2
,
3π

2

[
∪
{

3π

2

}
∪
]

3π

2
,
5π

2

[
∪ . . .

=
⋃
n∈Z

(]
−π

2
+ nπ,

π

2
+ nπ

[
∪
{π

2
+ nπ

})
=
⋃
n∈Z

(
In ∪

{π
2

+ nπ
})

.

Or la fonction tan n’est pas définie sur {π
2

+ nπ | n ∈ Z} donc l’équation tan(x) = x n’a pas de
solutions dans cet ensemble. De plus, l’équation tan(x) = x admet une unique solution dans In
pour tout n ∈ N d’après le résultat de la question précédente. Il reste les solutions de l’équation
tan(x) = x dans In pour chaque entier n 6 −1. Or on a pour tout x ∈ In où n 6 −1 :

tan(x) = x⇔ tan(−x) = −x (car tan est impaire)
⇔ −x = x−n (car −x ∈]− (π

2
+ nπ),−(−π

2
+ nπ)[= I−n et −n ∈ N)

⇔ x = −x−n.

Finalement, on en déduit que l’ensemble des solutions de l’équation tan(x) = x d’inconnue x ∈ R
est :

{xn | n ∈ N} ∪ {−xn | n ∈ N?} .

3. Montrer que la suite (xn)n>0 diverge vers +∞.
I Puisque xn ∈ In pour tout n > 0, on a :

∀n > 0, −π
2

+ nπ 6 xn 6
π

2
+ nπ.

Or limn→+∞−π
2

+ nπ = +∞. On en déduit d’après le théorème de limite par comparaison que :

lim
n→+∞

xn = +∞ .

4. Prouver que xn ∼
n→+∞

nπ.

I En divisant l’inégalité obtenue à la question précédente par nπ > 0 quand n > 1, on obtient :

∀n > 1, − 1

2n
+ 1 6

xn
nπ

6
1

2n
+ 1.

Or limn→+∞− 1
2n

= limn→+∞
1

2n
= 0. On en déduit d’après le théorème de limite par encadrement

que limn→+∞
xn
nπ

= 1, par conséquent :

xn ∼
n→+∞

nπ .

5. Montrer que xn = π
2
− arctan( 1

xn
) + nπ pour tout n > 1.

I Soit n > 1. On a :

tan

(
π

2
− arctan

(
1

xn

)
+ nπ

)
= tan

(
π

2
− arctan

(
1

xn

))
(car tan est π-périodique)

=
1

tan
(

arctan
(

1
xn

)) (d’après les relations de trigonométrie)

=
1
1
xn

= xn (car tan ◦ arctan = IdR)

= tan(xn) (car xn est solution de l’équation tan(x) = x).
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Attention : tan(x) = tan(y) n’implique pas x = y mais seulement x ≡ y [π].

On en déduit que :
π

2
− arctan

(
1

xn

)
+ nπ ≡ xn [π]

c’est-à-dire :
xn −

(
π

2
− arctan

(
1

xn

)
+ nπ

)
= kπ avec k ∈ Z.

Or xn ∈ In et arctan( 1
xn

) ∈]0, π
2
[ (car 1

xn
> 0 puisque xn > −π

2
+ π > 0), donc :

−π
2

+ nπ < xn <
π

2
+ nπ

et nπ =
π

2
− π

2
+ nπ <

π

2
− arctan

(
1

xn

)
+ nπ <

π

2
− 0 + nπ =

π

2
+ nπ.

Par conséquent :

−π
2

+ nπ −
(π

2
+ nπ

)
< xn −

(
π

2
− arctan

(
1

xn

)
+ nπ

)
<
π

2
+ nπ − nπ

donc − π < kπ <
π

2
.

On en déduit que k ∈]− 1, 1
2
[ donc que k = 0 puisque k ∈ Z. Finalement :

xn =
π

2
− arctan

(
1

xn

)
+ nπ .

Question astucieuse mais il existe de nombreuses façons d’y répondre. Le plus
important est d’essayer n’importe quelle piste, et non de rester sans rien faire
en se demandant si la piste va aboutir.

6. En déduire que (xn − π
2
− nπ) ∼

n→+∞
− 1
nπ
.

I D’après le résultat de la question précédente, on a :

∀n > 1, xn −
π

2
− nπ = − arctan

(
1

xn

)
.

De plus on a :

1 = lim
x→0

tan(x)

x
(car tan(x) ∼

x→0
x)

= lim
X→0

tan(arctan(X))

arctan(X)
(en posant x = arctan(X) car lim

X→0
arctan(X) = arctan(0) = 0)

= lim
X→0

X

arctan(X)
(car tan ◦ arctan = IdR).

Donc arctan(X) ∼
X→0

X et puisque limn→+∞
1
xn

= 0 d’après le résultat de la question 3, on obtient

en posant X = 1
xn

:

xn −
π

2
− nπ = − arctan

(
1

xn

)
∼

n→+∞
− 1

xn
.

D’après le résultat de la question 4, on en déduit :

xn −
π

2
− nπ ∼

n→+∞
− 1

nπ
.
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7. Interpréter géométriquement le résultat précédent en déterminant la limite de la position de xn dans
l’intervalle In quand n→ +∞.
I On remarque que pour tout n > 0, la quantité xn − π

2
− nπ est la distance de xn à la borne

supérieure de l’intervalle In. D’après le résultat de la question précédente, cette quantité tend vers
0 quand n→ +∞. On en déduit que xn tend vers la borne supérieure de In quand n→ +∞ .

Problème 1
On fixe n ∈ N?. Le but de ce problème est de prouver qu’il existe un unique polynôme P ∈ Rn[X] tel que
P (k) = 1

k+1
pour tout entier k ∈ J0, nK, puis de calculer P (n+ 1).

1. Montrer qu’il existe un unique P ∈ R1[X] tel que P (0) = 1 et P (1) = 1
2
, puis calculer P (2).

I Soit P ∈ R1[X], donc de la forme P = aX + b avec (a, b) ∈ R2, tel que P (0) = 1 et P (1) = 1
2
.

Alors : {
1 = P (0) = b
1
2

= P (1) = a+ b
⇔
{
b = 1
a = 1

2
− 1 = −1

2

.

Il existe donc un unique P ∈ R1[X] tel que P (0) = 1 et P (1) = 1
2
qui est :

P = −1

2
X + 1 et on a : P (2) = −1 + 1 = 0 .

2. Résoudre le problème pour n = 2.
I Soit P ∈ R2[X], donc de la forme P = aX2 + bX + c avec (a, b, c) ∈ R3, tel que P (0) = 1,
P (1) = 1

2
et P (2) = 1

3
. Alors :

1 = P (0) = c
1
2

= P (1) = a+ b+ c
1
3

= P (2) = 4a+ 2b+ c
⇔


c = 1

a+ b = 1
2
− 1 = −1

2

4a+ 2b = 1
3
− 1 = −2

3

⇔


c = 1

a+ b = −1
2

2a = −2
3

+ 1 = 1
3
L3 ← L3 − 2L2

⇔


c = 1
b = −1

2
− 1

6
= −2

3

a = 1
6

.

Il existe donc un unique P ∈ R2[X] tel que P (0) = 1, P (1) = 1
2
et P (2) = 1

3
qui est :

P =
1

6
X2 − 2

3
X + 1 et on a : P (3) =

3

2
− 2 + 1 =

1

2
.

3. Montrer qu’il existe au plus un polynôme P ∈ Rn[X] tel que P (k) = 1
k+1

pour tout k ∈ J0, nK.
I Supposons qu’il existe deux polynômes P1 ∈ Rn[X] et P2 ∈ Rn[X] tels que P1(k) = P2(k) = 1

k+1

pour tout k ∈ J0, nK. Alors P1 − P2 est un polynôme de degré :

deg(P1 − P2) 6 max{deg(P1), deg(P2)} 6 n car deg(P1) 6 n et deg(P2) 6 n.

De plus :

∀k ∈ J0, nK, (P1 − P2)(k) = P1(k)− P2(k) =
1

k + 1
− 1

k + 1
= 0

donc chaque entier entre 0 entre n est racine de P1−P2. Ainsi, P1−P2 est un polynôme de degré au
plus n ayant au moins n+1 racines distinctes. On en déduit que P1−P2 = 0, c’est-à-dire P1 = P2. Par
conséquent, il existe au plus un polynôme P ∈ Rn[X] tel que P (k) = 1

k+1
pour tout k ∈ J0, nK .
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4. (Analyse.) Pour cette question, on suppose qu’il existe P ∈ Rn[X] tel que P (k) = 1
k+1

pour tout
k ∈ J0, nK et on pose Q = (X + 1)P − 1.
(a) Déterminer le degré du polynôme Q.

I On a :

deg((X + 1)P ) = deg(X + 1) + deg(P ) = 1 + deg(P ) et deg(−1) = 0.

Or P 6= 0 car P (0) = 1 6= 0, donc deg(P ) > 0 et par conséquent deg((X + 1)P ) 6= deg(−1). On
en déduit que :

deg((X + 1)P − 1) = deg((X + 1)P ) = 1 + deg(P ).

Ainsi :
deg(Q) = 1 + deg(P ) .

Pour deux polynômes P1, P2, n’oubliez pas de préciser que deg(P1) 6= deg(P2)
pour justifier que deg(P1 + P2) = max{deg(P1), deg(P2)}. Sans cette condi-
tion, on a seulement deg(P1 + P2) 6 max{deg(P1), deg(P2)}.

(b) Montrer que chaque entier k ∈ J0, nK est une racine de Q.
I Soit k ∈ J0, nK. On a :

Q(k) = (k + 1)P (k)− 1 = (k + 1)
1

k + 1
− 1 = 0.

Donc chaque entier k ∈ J0, nK est une racine de Q .

(c) En déduire que Q = λ
∏n

k=0(X − k) où λ ∈ R est une constante.
I D’après le résultat de la question précédente, Q est factorisable par

∏n
k=0(X−k), c’est-à-dire :

Q = R
n∏
k=0

(X − k) où R ∈ R[X] est un polynôme.

On a donc d’après le résultat de la question 4.(a) :

1 + deg(P ) = deg(Q) = deg

(
R

n∏
k=0

(X − k)

)
= deg(R) + deg

(
n∏
k=0

(X − k)

)
= deg(R) + n+ 1

d’où :
deg(R) = deg(P )− n 6 n− n = 0 car P ∈ Rn[X].

On en déduit que R ∈ R0[X] est un polynôme constant, donc que R = λ où λ ∈ R. Finalement :

Q = λ
n∏
k=0

(X − k) où λ ∈ R est une constante .

(d) Montrer que −1 est une racine du polynôme Q+ 1 et en déduire que λ = (−1)n

(n+1)!
. I On a :

(Q+ 1)(−1) = Q(−1) + 1 = ((−1 + 1)P (−1)− 1) + 1 = 0.

Donc −1 est une racine de Q+ 1 . On en déduit d’après le résultat de la question précédente :

0 = (Q+ 1)(−1) = Q(−1) + 1 = λ

n∏
k=0

(−1− k) + 1 = λ
n∏
k=0

(
(−1)(k + 1)

)
+ 1

= λ(−1)n+1

n+1∏
`=1

`+ 1 (en posant ` = k + 1)

= λ(−1)n+1(n+ 1)! + 1
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d’où :

λ =
−1

(−1)n+1(n+ 1)!
=
−(−1)n+1

(n+ 1)!
=

(−1)n+2

(n+ 1)!
=

(−1)n

(n+ 1)!
.

5. (Synthèse.) Pour cette question, on pose Q = (−1)n

(n+1)!

∏n
k=0(X − k).

(a) Montrer qu’il existe P ∈ Rn[X] tel que Q+ 1 = (X + 1)P .
I On a en reprenant le calcul de la question précédente :

(Q+ 1)(−1) = Q(−1) + 1 =
(−1)n

(n+ 1)!

n∏
k=0

(−1− k)︸ ︷︷ ︸
=(−1)n+1(n+1)!

+1 = (−1)2n+1 + 1 = −1 + 1 = 0.

On en déduit que −1 est racine de Q+ 1, donc que Q+ 1 est factorisable par X + 1 :

Q+ 1 = (X + 1)P où P ∈ R[X] est un polynôme.

De plus, on a :

deg(Q+ 1) = deg(Q) = n+ 1 car deg(Q) = n+ 1 6= 0 = deg(1)

et deg((X + 1)P ) = deg(X + 1) + deg(P ) = 1 + deg(P ).

On en déduit que deg(P ) = n, donc que P ∈ Rn[X]. Finalement, on a bien prouvé que :

∃P ∈ Rn[X], Q+ 1 = (X + 1)P .

Deux pièges dans cette question :
— On ne peut pas utiliser le résultat de la question 4.(d) pour justifier que
−1 est racine de Q+ 1 car le polynôme Q de l’analyse n’est pas le même
que celui de la synthèse (définition différente). Par contre, le résultat de
l’analyse donne l’idée de la preuve de la synthèse.

— Encore une fois, n’oubliez pas de vérifier que deg(Q) 6= deg(1) pour cal-
culer deg(Q+ 1).

(b) Conclure.
I Soit P ∈ Rn[X] le polynôme obtenu à la question précédente. On a donc :

∀k ∈ J0, nK, P (k) =
(Q+ 1)(k)

k + 1
=
Q(k) + 1

k + 1
=

(−1)n

(n+1)!

∏n
`=0(k − `) + 1

k + 1
=

0 + 1

k + 1
=

1

k + 1
.

Attention de ne pas utiliser la même notation pour l’entier entre 0 et n et
pour l’indice muet du produit de Q.

Donc il existe au moins un polynôme P ∈ Rn[X] tel que P (k) = 1
k+1

pour tout k ∈ J0, nK . En
combinant ce résultat avec celui de la question 3 on obtient :

∃!P ∈ Rn[X], ∀k ∈ J0, nK, P (k) =
1

k + 1
.

6. En déduire une expression simplifiée de P (n+ 1) en fonction de n.
I En utilisant les résultats précédents, on obtient :

P (n+ 1) =
(Q+ 1)(n+ 1)

n+ 1 + 1
=
Q(n+ 1) + 1

n+ 2
=

(−1)n

(n+1)!

∏n
k=0(n+ 1− k) + 1

n+ 2

=

(−1)n

(n+1)!

∏n+1
k=1 `+ 1

(n+ 2)
(en posant ` = n+ 1− k)

=

(−1)n

(n+1)!
(n+ 1)! + 1

(n+ 2)
=

(−1)n + 1

n+ 2
=

{
0 si n est impair
2

n+2
si n est pair .
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N’oubliez pas de vérifier la cohérence de vos conclusions avec les résultats des
premières questions.

Exercice 2
Cet exercice propose de déterminer les primitives de la fonction réelle suivante :

f : x 7→ 25

x4 − 2x3 + 5x2 − 8x+ 4
.

1. Factoriser le polynôme P = X4 − 2X3 + 5X2 − 8X + 4 dans R[X].
I On remarque que 1 est racine évidente de P car P (1) = 1− 2 + 5− 8 + 4 = 0. De plus :
— P ′ = 4X3 − 6X2 + 10X − 8 donc P ′(1) = 4− 6 + 10− 8 = 0,
— P ′′ = 12X2 − 12X + 10 donc P ′′(1) = 12− 12 + 10 = 10 6= 0.
Par conséquent 1 est racine double de P , donc P est factorisable par (X − 1)2 :

il existe Q ∈ R[X] tel que P = (X − 1)2Q.

On en déduit que 4 = deg(P ) = deg((X − 1)2Q) = deg((X − 1)2) + deg(Q) = 2 + deg(Q) donc que
deg(Q) = 4− 2 = 2. Ainsi Q est de la forme Q = aX2 + bX + c avec (a, b, c) ∈ R3. On a alors :

X4 − 2X3 + 5X2 − 8X + 4 = P = (X − 1)2Q = (X2 − 2X + 1)(aX2 + bX + c)

= aX4 + (−2a+ b)X3 + (a− 2b+ c)X2 + (b− 2c)X + c

ce qui donne par identification des coefficients :
a = 1

−2a+ b = −2
a− 2b+ c = 5

b− 2c = −8
c = 4

donc


a = 1
b = −2 + 2 = 0

−2b = 5− 1− 4 = 0
b = −8 + 8 = 0
c = 4

L2 ← L2 + 2L1

L3 ← L3 − L1 puis L3 ← L3 − L5

L4 ← L4 + 2L5

d’où Q = X2 + 4. Or le discriminant ∆ = 02− 4× 1× 4 = −16 de Q est strictement négatif donc Q
est factorisable dans C[X] mais pas dans R[X]. Finalement, la factorisation de P dans R[X] est :

X4 − 2X3 + 5X2 − 8X + 4 = (X − 1)2(X2 + 4) .

2. En déduire l’ensemble Df de définition de f .
I Puisque f : x 7→ 25

P (x)
, la fonction f est définie sur l’ensemble des x ∈ R tels que P (x) 6= 0

comme quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur est non nul. De plus, on a d’après
la question précédente :

∀x ∈ R, P (x) = 0⇔ (x−1)2(x2 + 4) = 0⇔ (x−1)2 ou x2 + 4 = 0⇔ x = 1 (car x2 + 4 > 4 > 0).

On en déduit que le domaine de définition de f est :

Df = R \ {1} .

3. Le but de cette question est de montrer qu’il existe des réels a, b, c, d tels que :

∀x ∈ Df , f(x) =
a

(x− 1)2
+

b

x− 1
+

cx

x2 + 4
+

d

x2 + 4
.
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(a) Prouver que (a, b, c, d) est solution d’un système linéaire dont on déterminera les coefficients.
I Soit (a, b, c, d) ∈ R4 qui vérifient l’énoncé. D’après le résultat de la question 1, on a :

∀x ∈ Df , 25 = f(x)P (x)

=

(
a

(x− 1)2
+

b

x− 1
+

cx

x2 + 4
+

d

x2 + 4

)
(x− 1)2(x2 + 4)

= a(x2 + 4) + b(x− 1)(x2 + 4) + cx(x− 1)2 + d(x− 1)2

= a(x2 + 4) + b(x3 − x2 + 4x− 4) + c(x3 − 2x2 + x) + d(x2 − 2x+ 1)

= (b+ c)x3 + (a− b− 2c+ d)x2 + (4b+ c− 2d)x+ (4a− 4b+ d).

Puisque Df = R \ {1} d’après le résultat de la question précédente, cette égalité entre fonctions
polynomiales est vérifiée pour une infinité de valeurs de x. Par identification des coefficients, on
obtient le système linéaire suivant :

b+ c = 0
a− b− 2c+ d = 0

4b+ c− 2d = 0
4a− 4b+ d = 25

.

N’oubliez pas de préciser que l’égalité polynomiale est vérifiée pour une infi-
nité de valeurs de x pour justifier l’identification des coefficients. Plus pré-
cisément, le résultat utilisé est que si un polynôme admet une infinité de
racines alors ce polynôme est le polynôme nul.

(b) Résoudre le système linéaire obtenu à la question précédente.
I On a d’après la méthode du pivot de Gauss :

b+ c = 0
a− b− 2c+ d = 0

4b+ c− 2d = 0
4a− 4b+ d = 25

⇔


0 1 1 0
1 −1 −2 1
0 4 1 −2
4 −4 0 1



a
b
c
d

 =


0
0
0
25



⇔


1 −1 −2 1
0 1 1 0
0 4 1 −2
0 0 8 −3



a
b
c
d

 =


0
0
0
25


L1 ↔ L2

L2 ↔ L1

L4 ← L4 − 4L2

⇔


1 −1 −2 1
0 1 1 0
0 0 −3 −2
0 0 8 −3



a
b
c
d

 =


0
0
0
25

 L3 ← L3 − 4L2

⇔


1 −1 −2 1
0 1 1 0
0 0 1 9
0 0 8 −3



a
b
c
d

 =


0
0
−25
25

 L3 ← −3L3 puis L3 ← L3 − L4

⇔


1 −1 −2 1
0 1 1 0
0 0 1 9
0 0 0 −75



a
b
c
d

 =


0
0
−25
225


L4 ← L4 − 8L3

⇔


1 −1 −2 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1



a
b
c
d

 =


3
0
2
−3


L1 ← L1 + 1

75
L4

L3 ← L3 + 9
75
L4

L4 ← − 1
75
L4
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
b+ c = 0

a− b− 2c+ d = 0
4b+ c− 2d = 0
4a− 4b+ d = 25

⇔


1 −1 −2 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1



a
b
c
d

 =


3
0
2
−3


L1 ← L1 + 1

75
L4

L3 ← L3 + 9
75
L4

L4 ← − 1
75
L4

⇔


1 −1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



a
b
c
d

 =


7
−2
2
−3


L1 ← L1 + 2L3

L2 ← L2 − L3

⇔


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



a
b
c
d

 =


5
−2
2
−3


L1 ← L1 + L2

⇔


a = 5
b = −2
c = 2
d = −3

.

4. Conclure.
I On a d’après le résultat de la question précédente :

∀x ∈ Df , f(x) =
5

(x− 1)2
− 2

x− 1
+

2x

x2 + 4
− 3

x2 + 4
.

Puisque Df = R \ {1} d’après le résultat de la question 2, on en déduit que f est continue et admet
des primitives sur les intervalles ] − ∞, 1[ et ]1,+∞[ comme quotient de fonctions polynomiales
(donc continues) dont le dénominateur est non nul. De plus, ces primitives sont de la forme pour
tout x ∈]−∞, 1[ ou x ∈]1,+∞[ :∫

f(x)dx =

∫ (
5

(x− 1)2
− 2

x− 1
+

2x

x2 + 4
− 3

x2 + 4

)
dx

= 5

∫
dx

(x− 1)2
− 2

∫
dx

x− 1
+

∫
2x

x2 + 4
dx− 3

∫
dx

x2 + 4
(par linéarité)

= 5

[
−1

x− 1

]
− 2
[

ln(x− 1)
]

+
[

ln(x2 + 4)
]
− 3

2

∫ 1
2(

x
2

)2
+ 1

dx+ C

= − 5

x− 1
− 2 ln(x− 1) + ln(x2 + 4)− 3

2

[
arctan

(x
2

)]
+ C

= − 5

x− 1
− 2 ln(x− 1) + ln(x2 + 4)− 3

2
arctan

(x
2

)
+ C où C ∈ R .

Problème 2
Pour tout réel t > 0, on note Pt le polynôme X5 + tX − 1 ∈ R5[X]. Le but de ce problème est d’étudier les
racines de Pt en fonction de t > 0.

1. On fixe t > 0 pour cette question. Prouver que Pt admet une unique racine notée f(t).
I On étudie la fonction polynomiale Pt : x 7→ x5 + tx− 1 définie et dérivable sur R. On a :

∀x ∈ R, P ′t(x) = 5x4 + t > t > 0 (car x4 > 0).

On en déduit que Pt est strictement croissante sur R. De plus on a :

lim
x→−∞

Pt(x) = −∞ (car Pt(x) ∼
x→−∞

x5) et lim
x→+∞

Pt(x) = +∞ (pour la même raison).

On en déduit le tableau des variations de Pt sur R :
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x

f ′(x)

f(x)

−∞ +∞

+

−∞−∞

+∞+∞

f(t)

0

Donc Pt : R → R est bijective d’après le théorème de la bijection. Par conséquent Pt admet une
unique racine f(t) ∈ R qui est l’unique antécédent de 0 ∈ R.

2. Montrer que f(t) ∈]0, 1[ pour tout t > 0.
I Soit t > 0. On a Pt(0) = 05 + t × 0 − 1 = −1 < 0 et Pt(1) = 15 + t × 1 − 1 = t > 0. Puisque
Pt(f(t)) = 0, on en déduit que f(t) ∈]0, 1[ d’après le tableau des variations de Pt obtenu à la
question précédente.

3. Montrer que f est strictement décroissante sur ]0,+∞[.
I Soit (t1, t2) ∈]0,+∞[2 tel que t1 < t2. On a :

Pt1(f(t2)) = f(t2)5 + t1f(t2)− 1

=
(
f(t2)5 + t2f(t2)− 1

)
− t2f(t2) + t1f(t2)

= Pt2(f(t2))︸ ︷︷ ︸
=0

+(t1 − t2)f(t2) (par définition de f(t2))

= (t1 − t2)︸ ︷︷ ︸
<0

f(t2)︸ ︷︷ ︸
∈]0,1[

< 0 (d’après le résultat de la question précédente).

On en déduit que f(t2) < f(t1) d’après le tableau de variations de Pt1 (identique de celui de la
question 1 avec t = t1). Par conséquent, f est strictement décroissante sur ]0,+∞[ .

4. En déduire que f admet des limites finies en 0+ et en +∞.
I La fonction f est décroissante sur ]0,+∞[ (d’après le résultat de la question précédente) et bornée
sur ]0,+∞[ (d’après le résultat de la question 2). Donc f admet des limites finies en 0+ et en +∞
d’après le théorème des limites monotones.

5. (a) Déterminer limt→0+ f(t).
I On note ` = limt→0+ f(t) ∈ R (qui existe d’après le résultat de la question précédente). On
a :

∀t > 0, 0 = Pt(f(t)) = f(t)5 + tf(t)− 1

ce qui donne en passant à la limite quand t→ 0+ :

0 = `5 + 0× `− 1 = `5 − 1 donc `5 = 1 donc ` = 1.

Ainsi :
lim
t→0+

f(t) = 1 .

(b) En déduire que f(t)− 1 ∼
t→0+

− t
5
.

I On a pour tout t > 0 :

0 = Pt(f(t)) = f(t)5 + tf(t)− 1 donc − tf(t) = f(t)5 − 1 = (1 + (f(t)− 1))5 − 1.

Or limt→0+ f(t) = 1 d’après le résultat de la question précédente, donc :

−tf(t) ∼
t→0+

−t et (1 + (f(t)− 1))5 − 1 ∼
t→0+

5(f(t)− 1) (en posant x = f(t)− 1).
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On en déduit que 5(f(t)− 1) ∼
t→0+

−t et donc que :

f(t)− 1 ∼
t→0+

− t
5
.

6. (a) Déterminer limt→+∞ f(t).
I On note `′ = limt→+∞ f(t) ∈ R (qui existe d’après le résultat de la question 4). D’après le
résultat de la question 2, on a :

∀t > 0, 0 < f(t) < 1

ce qui donne en passant à la limite quand t→ +∞ :

0 6 `′ 6 1.

Supposons par l’absurde que `′ > 0. En raisonnant comme à la question 5.(a), on a :

0 = lim
t→+∞

(Pt(f(t))) = lim
t→+∞

(
f(t)5 + tf(t)− 1

)
= `′5 + lim

t→+∞
tf(t)︸ ︷︷ ︸

+∞×`′=+∞

−1 = +∞

ce qui est absurde. Par conséquent `′ = 0, c’est-à-dire :

lim
t→+∞

f(t) = 0 .

(b) En déduire que f(t) ∼
t→+∞

1
t
.

I On a pour tout t > 0 :

0 = Pt(f(t)) = f(t)5 + tf(t)− 1 donc tf(t) = 1− f(t)5.

Or limt→+∞ f(t) = 0 d’après le résultat de la question précédente, donc :

lim
t→+∞

f(t)

1/t
= lim

t→+∞
tf(t) = lim

t→+∞
1− f(t)5 = 1.

On en déduit que :

f(t) ∼
t→+∞

1

t
.

7. Justifier que f est la bijection réciproque de g :]0, 1[→]0,+∞[, x 7→ 1− x5

x
.

I

Attention au piège : limt→0+ f(t) = 1 et limt→+∞ f(t) = 0 ne suffisent pas à
justifier que f(]0,+∞[) =]0, 1[ car on ne sait pas si f est continue ! ! On ne peut
donc pas appliquer le théorème de la bijection pour justifier que f :]0,+∞[→
]0, 1[ est bijective (on peut seulement affirmer que f :]0,+∞[→ f(]0,+∞[) est
bijective car strictement décroissante).

Soit t > 0. On a f(t) ∈]0, 1[ d’après le résultat de la question 2 et donc :

(g ◦ f)(t) = g(f(t))

=
1− f(t)5

f(t)

=
1− (1− tf(t))

f(t)
(car 0 = Pt(f(t)) = f(t)5 + tf(t)− 1 donc f(t)5 = 1− tf(t))

=
tf(t)

f(t)
= t.
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Par conséquent g ◦ f = Id]0,+∞[. Soit maintenant x ∈]0, 1[. On a g(x) > 0 par définition de g et
donc :

Pg(x)(x) = x5 + g(x)x− 1 = x5 +
1− x5

x
x− 1 = x5 + 1− x5 − 1 = 0.

On en déduit que (f ◦g)(x) = f(g(x)) = x (car f(g(x)) est l’unique racine de Pf(x) d’après le résultat
de la question 1). Par conséquent f ◦ g = Id]0,1[. Finalement, on en déduit que f est bijective de
bijection réciproque :

f−1 = g :]0, 1[ → ]0,+∞[,

x 7→ 1− x5

x

.

En particulier, on a prouvé que f(]0,+∞[) =]0, 1[ ce qui est cohérent avec le
théorème de la bijection. De plus, puisque g est continue sur ]0, 1[ comme quo-
tient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, on a aussi
prouvé que f est continue sur ]0, 1[ !

8. (a) Déterminer des équivalents simples de g en 0+ et en 1−.
I On a :

lim
x→0+

1− x5 = 1 donc g(x) =
1− x5

x
∼

x→0+

1

x
.

De plus on a en posant y = x− 1 :

1− x5 = −
(
(1 + y)5 − 1

)
∼
y→0
−5y = −5(x− 1).

Puisque y → 0 quand x→ 1−, on en déduit que :

g(x) =
1− x5

x
∼

x→1−

−5(x− 1)

1
= −5(x− 1) .

(b) Retrouver les résultats des questions 5.(b) et 6.(b) à l’aide des équivalents précédents.
I Puisque g est la bijection réciproque de f d’après le résultat de la question 7, on a en posant
x = f(t) dans les équivalents obtenus à la question précédente :

t = g(f(t)) ∼
t→+∞

1

f(t)
(car lim

t→+∞
f(t) = 0 d’après le résultat de la question 6.(a))

et t = g(f(t)) ∼
t→0+

−5(f(t)− 1) (car lim
t→0+

f(t) = 1 d’après le résultat de la question 5.(a)).

On retrouve donc bien :

f(t) ∼
t→+∞

1

t
et f(t)− 1 ∼

t→0+
− t

5
.

9. Justifier que f est dérivable sur ]0,+∞[ et exprimer f ′(t) en fonction de f(t) pour tout t > 0.
I En tant que bijection réciproque de la fonction g (résultat de la question 7), f est dérivable pour
tout t ∈]0,+∞[ tel que g est dérivable en f(t) et g′(f(t)) 6= 0.
Soit t > 0. Puisque f(t) ∈]0, 1[ d’après le résultat de la question 2 et que g : x 7→ 1−x5

x
est dérivable

sur ]0, 1[ comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, on en déduit
que g est dérivable en f(t). De plus :

∀x ∈]0, 1[, g′(x) =
−5x4 × x− (1− x5)× 1

x2
= −1 + 4x5

x2
< 0 (car x > 0)

donc g′(f(t)) 6= 0. Finalement, on en déduit que f est dérivable pour tout t ∈]0,+∞[ . De plus :

∀t > 0, f ′(t) =
1

g′(f(t))
= − f(t)2

1 + 4f(t)5
.
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10. En déduire des équivalents simples de f ′ en 0+ et en +∞.
I Puisque limt→0+ f(t) = 1 d’après le résultat de la question 5.(a), on obtient d’après le résultat
de la question précédente :

f ′(t) = − f(t)2

1 + 4f(t)5
∼

t→0+
−1

5
.

De même, en utilisant que limt→+∞ f(t) = 0 (question 6.(a)) et que f(t) ∼t→+∞
1
t
(question 6.(b)),

on obtient :

f ′(t) = − f(t)2

1 + 4f(t)5
∼

t→+∞
− 1

t2
.

Exercice 3
On fixe deux réels a et b strictement positifs. On rappelle que bxc désigne la partie entière de x ∈ R.

1. Déterminer limx→0+

⌊a
x

⌋ x
b
.

I Par définition de la partie entière, on a pour tout x > 0 :⌊a
x

⌋
6
a

x
<
⌊a
x

⌋
+ 1 donc

a

x
− 1 <

⌊a
x

⌋
6
a

x

puis en multipliant par x
b
> 0 :

a

b
− x

b
=
(a
x
− 1
) x
b
<
⌊a
x

⌋ x
b
6
a

x

x

b
=
a

b
.

Or limx→0+
a
b
− x

b
= a

b
, par conséquent on obtient d’après le théorème de limite par encadrement :

lim
x→0+

⌊a
x

⌋ x
b

=
a

b
.

2. Déterminer limx→0+
a

x

⌊x
b

⌋
.

I Pour tout x ∈]0, b[, on a x
b
∈]0, 1[ donc

⌊
x
b

⌋
= 0. Ainsi :

∀x ∈]0, b[,
a

x

⌊x
b

⌋
=
a

x
0 = 0.

En passant à la limite quand x→ 0+, on obtient :

lim
x→0+

a

x

⌊x
b

⌋
= 0 .

Exercice très facile mais astucieux, surtout la deuxième question. Pensez à tester
des petites valeurs de x choisies judicieusement (par exemple x = a

1000...
pour

la première question ou x = b
1000...

pour la deuxième question) afin d’avoir une
intuition des résultats.
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DS no 7 de mathématiques
durée : 3 heures

Problème 1
On dispose de deux pièces indiscernables : l’une équilibrée et l’autre déséquilibrée qui donne «face» avec
probabilité p > 1

2
. On effectue une série de lancers en choisissant l’une des deux pièces avant chaque

lancer. Le but de ce problème est d’étudier plusieurs stratégies afin de trouver celle qui a le plus de chance
d’obtenir «face» à chaque lancer. Pour cela, on note pour chaque entier n > 1 :

— En l’événement : on choisit la pièce équilibrée au n-ième lancer ;
— Fn l’événement : on obtient «face» au n-ième lancer.

0. Soit n > 1. Exprimer P (Fn) en fonction de p et P (En).

Stratégie 1
À chaque lancer, on choisit l’une des deux pièces au hasard et de manière équiprobable (par exemple en
lançant une troisième pièce dont on sait qu’elle est équilibrée).

1. Montrer que P (Fn) = 2p+1
4

pour chaque entier n > 1.
Stratégie 2
Au premier lancer, on choisit l’une des deux pièces au hasard et de manière équiprobable. Si on obtient
«face», on continue d’utiliser la même pièce pour tous les lancers suivants. Sinon, on utilise l’autre pièce
pour tous les lancers suivants.

2. Donner l’expression de P (F1) sans justification.
3. Soit n > 2. Déterminer les probabilités conditionnelles PE1(En) et PE1

(En) puis en déduire P (En).

4. Montrer que P (Fn) = 4p2+3
8

pour chaque entier n > 2.
5. Comparer les stratégies 1 et 2.

Stratégie 3
Au premier lancer, on choisit l’une des deux pièces au hasard et de manière équiprobable. Puis à chaque
lancer suivant, on utilise la même pièce que le lancer précédent si on a obtenu «face», sinon on change de
pièce.

6. Donner les expressions de P (F1) et P (F2) sans justification.
7. Montrer qu’il existe (a, b) ∈]0, 1[×R tel que pour tout n > 1 : P (En+1) = aP (En) + b.
8. En déduire une expression de P (En) en fonction de a, b et n > 1.

9. Montrer que P (Fn) = 1
3−2p

(
1−

(
2p−1

2

)n+1
)
pour chaque entier n > 1.

10. Comparer les stratégies 2 et 3.

Exercice
On considère la fonction suivante :

f :]− 1, 1[→ R, x 7→ f(x) =

x(x+ 2)1/(x+1)2 si x ∈]− 1, 0]
1−
√
x

ln(tan(πx/4))
si x ∈]0, 1[

.

1. Étudier la continuité de f sur son ensemble de définition.
2. Étudier si f est prolongeable par continuité en −1 et 1.
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Problème 2
Ce problème propose de résoudre plusieurs équations fonctionnelles.
Partie I
Le but de cette partie est de déterminer l’ensemble des fonctions f ∈ C0(R) telles que :

∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x) + f(y). (E1)

0. Montrer que les fonctions de la forme x 7→ ax où a ∈ R vérifient (E1).
1. Pour cette question, on fixe f ∈ C0(R) qui vérifie (E1) et on pose a = f(1).

(a) Déterminer f(0) puis en déduire que f est impaire.
(b) On fixe x ∈ R dans cette question. Montrer que f(nx) = nf(x) pour tout entier n ∈ N.
(c) En déduire que f(n) = an pour tout entier n ∈ Z.

(d) Montrer que f
(
p
q

)
= ap

q
pour tout (p, q) ∈ Z× N?.

(e) On fixe x ∈ R dans cette question et on pose rn = 10−nb10nxc pour chaque entier n > 0.
i. Montrer que la suite (rn)n>0 est convergente et déterminer sa limite.
ii. Justifier que rn ∈ Q pour chaque entier n > 0.
iii. En déduire que f(x) = ax.

2. Conclure.
Partie II
Le but de cette partie est de déterminer l’ensemble des fonctions f ∈ C0(R) telles que :

∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x)f(y). (E2)

3. Pour cette question, on fixe f ∈ C0(R) qui vérifie (E2).
(a) Montrer que si f(0) = 0 alors f est la fonction constante égale à 0.
(b) On suppose que f(0) 6= 0 dans cette question.

i. Montrer que f > 0.
ii. Montrer que g = ln ◦f est continue sur R et vérifie (E1).
iii. En déduire qu’il existe a ∈ R tel que f(x) = exp(ax) pour tout x ∈ R.

4. Conclure.
Partie III
Le but de cette partie est de déterminer l’ensemble des fonctions f ∈ C0(R) telles que :

∀(x, y) ∈ R2, f(xy) = f(x) + f(y). (E3)

5. Montrer que si f ∈ C0(R) vérifie (E3) alors f est la fonction constante égale à 0. Conclure.
Partie IV
Le but de cette partie est de déterminer l’ensemble des fonctions f ∈ C0(]0,+∞[) telles que :

∀(x, y) ∈]0,+∞[2, f(xy) = f(x) + f(y). (E4)

6. Pour cette question, on fixe f ∈ C0(]0,+∞[) qui vérifie (E4).
(a) Montrer que g = f ◦ exp est continue sur R et vérifie (E1).
(b) En déduire qu’il existe a ∈ R tel que f(x) = a ln(x) pour tout x ∈]0,+∞[.

7. Conclure.
Partie V
Le but de cette partie est de déterminer l’ensemble des fonctions f ∈ C0(]0,+∞[) telles que :

∀(x, y) ∈]0,+∞[2, f(xy) = f(x)f(y). (E5)

8. Montrer que si f ∈ C0(]0,+∞[) vérifie (E5) alors g = f ◦ exp ∈ C0(R) vérifie (E2). Conclure.
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Corrigé du DS no 7 de mathématiques

Problème 1
On dispose de deux pièces indiscernables : l’une équilibrée et l’autre déséquilibrée qui donne «face» avec
probabilité p > 1

2
. On effectue une série de lancers en choisissant l’une des deux pièces avant chaque lancer.

Le but de ce problème est d’étudier plusieurs stratégies afin de trouver celle qui a le plus de chance d’obtenir
«face» à chaque lancer. Pour cela, on note pour chaque entier n > 1 :

— En l’événement : on choisit la pièce équilibrée au n-ième lancer ;
— Fn l’événement : on obtient «face» au n-ième lancer.

0. Soit n > 1. Exprimer P (Fn) en fonction de p et P (En).
I Les événements En et En forment un système complet d’événements car En ∪ En = Ω (où Ω
est l’univers de l’expérience aléatoire) et En ∩ En = ∅. On obtient donc d’après la formule des
probabilités totales :

P (Fn) = PEn(Fn)× P (En) + PEn(Fn)× P (En).

Or :
— PEn(Fn) est la probabilité d’obtenir «face» avec la pièce équilibrée donc PEn(Fn) = 1

2
,

— PEn(Fn) est la probabilité d’obtenir «face» avec la pièce déséquilibrée donc PEn(Fn) = p,
— et P (En) = 1− P (En) (événements contraires).
Par conséquent :

P (Fn) =
1

2
P (En) + p(1− P (En)) = p+

(
1

2
− p
)
P (En) .

N’oubliez pas d’indiquer le système complet d’événements utilisé à chaque fois
que vous citez la formule des probabilités totales. Même si cela semble évident,
c’est la seule hypothèse à vérifier pour pouvoir appliquer la formule.

Stratégie 1
À chaque lancer, on choisit l’une des deux pièces au hasard et de manière équiprobable (par exemple en
lançant une troisième pièce dont on sait qu’elle est équilibrée).

1. Montrer que P (Fn) = 2p+1
4

pour chaque entier n > 1.
I Pour cette stratégie, on a P (En) = 1

2
pour tout entier n > 1. En reportant dans l’expression

obtenue à la question 0, on obtient :

∀n > 1, P (Fn) = p+

(
1

2
− p
)

1

2
=

4p+ 1− 2p

4
=

2p+ 1

4
.

Stratégie 2
Au premier lancer, on choisit l’une des deux pièces au hasard et de manière équiprobable. Si on obtient
«face», on continue d’utiliser la même pièce pour tous les lancers suivants. Sinon, on utilise l’autre pièce
pour tous les lancers suivants.

2. Donner l’expression de P (F1) sans justification.
I On a :

P (F1) =
2p+ 1

4
.

Au premier lancer, la stratégie 2 est identique à la stratégie 1. D’où le résultat.
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3. Soit n > 2. Déterminer les probabilités conditionnelles PE1(En) et PE1
(En) puis en déduire P (En).

I Pour cette stratégie, l’événement E1 ∩ En (choisir la pièce équilibrée au premier et au n-ième
lancers) est égal à l’événement E1 ∩ F1 (choisir la pièce équilibrée au premier lancer et obtenir
«face»). On obtient donc d’après la formule de Bayes :

PE1(En) =
P (E1 ∩ En)

P (E1)
=
P (E1 ∩ F1)

P (E1)
= PE1(F1) =

1

2
.

De même, l’événement E1 ∩ En (choisir la pièce déséquilibrée au premier lancer et choisir la pièce
équilibrée au n-ième lancer) est égal à l’événement E1∩F1 (choisir la pièce déséquilibrée au premier
lancer et ne pas obtenir «face»), ce qui donne d’après la formule de Bayes :

PE1
(En) =

P (E1 ∩ En)

P (E1)
=
P (E1 ∩ F1)

P (E1)
= PE1

(F1) = 1− PE1
(F1) = 1− p .

Puisque E1 et E1 forment un système complet d’événements avec P (E1) = P (E1) = 1
2
, on en déduit

d’après la formule des probabilités totales :

P (En) = PE1(En)× P (E1) + PE1
(En)× P (E1) =

1

2
× 1

2
+ (1− p)1

2
=

1 + 2(1− p)
4

=
3− 2p

4
.

N’oubliez pas de citer chaque formule de probabilités utilisée. Pour cette ques-
tion : la formule de Bayes et la formule des probabilités totales.

4. Montrer que P (Fn) = 4p2+3
8

pour chaque entier n > 2.
I En reportant le résultat de la question précédente dans l’expression obtenue à la question 0, on
obtient :

∀n > 2, P (Fn) = p+

(
1

2
− p
)

3− 2p

4
=

8p+ (1− 2p)(3− 2p)

8
=

4p2 + 3

8
.

5. Comparer les stratégies 1 et 2.
I On a :

4p2 + 3

8
− 2p+ 1

4
=

(4p2 + 3)− 2(2p+ 1)

8
=

4p2 − 4p+ 1

8
=

(2p− 1)2

8
=

(p− 1
2
)2

2
> 0 car p >

1

2
.

On en déduit d’après les résultats des questions 1, 2 et 4 que les stratégies 1 et 2 sont identiques au
premier lancer et que la stratégie 2 est meilleure que la stratégie 1 à partir du deuxième lancer.

Stratégie 3
Au premier lancer, on choisit l’une des deux pièces au hasard et de manière équiprobable. Puis à chaque
lancer suivant, on utilise la même pièce que le lancer précédent si on a obtenu «face», sinon on change de
pièce.

6. Donner les expressions de P (F1) et P (F2) sans justification.
I On a :

P (F1) =
2p+ 1

4
et P (F2) =

4p2 + 3

8
.

Aux deux premiers lancers, la stratégie 3 est identique à la stratégie 2.

7. Montrer qu’il existe (a, b) ∈]0, 1[×R tel que pour tout n > 1 : P (En+1) = aP (En) + b.
I Soit n > 1. Pour cette stratégie, l’événement En ∩ En+1 (choisir la pièce équilibrée au n-ième et
au (n+ 1)-ième lancers) est égal à l’événement En ∩Fn (choisir la pièce équilibrée au n-ième lancer
et obtenir «face»). On obtient donc d’après la formule de Bayes :

PEn(En+1) =
P (En ∩ En+1)

P (En)
=
P (En ∩ Fn)

P (En)
= PEn(Fn) =

1

2
.
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De même, l’événement En∩En+1 (choisir la pièce déséquilibrée au n-ième et choisir la pièce équilibrée
au (n + 1)-ième lancers) est égal à l’événement En ∩ Fn (choisir la pièce déséquilibrée au n-ième
lancer et ne pas obtenir «face»), ce qui donne d’après la formule de Bayes :

PEn(En+1) =
P (En ∩ En+1)

P (En)
=
P (En ∩ Fn)

P (En)
= PEn(Fn) = 1− PEn(Fn) = 1− p.

On peut aussi donner directement ces deux probabilités conditionnelles en jus-
tifiant que les raisonnements sont similaires à ceux de la question 3.

Puisque En et En forment un système complet d’événements, on en déduit d’après la formule des
probabilités totales :

P (En+1) = PEn(En+1)× P (En) + PEn(En+1)× P (En)

=
1

2
P (En) + (1− p)(1− P (En))

=

(
1

2
− (1− p)

)
P (En) + (1− p)

=

(
p− 1

2

)
︸ ︷︷ ︸

=a

P (En) + (1− p)︸ ︷︷ ︸
=b

.

Puisque
(
p− 1

2

)
et (1− p) ne dépendent pas de n et que (p− 1

2
) ∈]0, 1

2
] ⊂]0, 1[ car p ∈]1

2
, 1] d’après

l’énoncé, on en déduit que :

∃(a, b) ∈]0, 1[×R, ∀n > 1, P (En+1) = aP (En) + b avec a = p− 1

2
et b = 1− p .

Pensez à préciser que les coefficients a et b obtenus ne dépendent pas de n pour
montrer que vous avez compris l’ordre des quantificateurs de l’énoncé.

8. En déduire une expression de P (En) en fonction de a, b et n > 1.
I D’après le résultat de la question précédente, on reconnait une suite (P (En))n>1 arithmético-
géométrique. On cherche α ∈ R tel que α = aα + b, c’est-à-dire :

α = aα + b⇔ (1− a)α = b⇔ α =
b

1− a
car 1− a 6= 0 puisque a ∈]0, 1[.

On a alors :

∀n > 1, P (En+1)− α = (aP (En) + b)− (aα + b) = a (P (En)− α) .

On reconnait une suite (P (En)− α)n>1 géométrique, donc :

∀n > 1, P (En)− α = an−1 (P (E1)− α) .

Puisque P (E1) = 1
2
, on en déduit en reportant l’expression de α :

∀n > 1, P (En) =
b

1− a
+ an−1

(
1

2
− b

1− a

)
.

9. Montrer que P (Fn) = 1
3−2p

(
1−

(
2p−1

2

)n+1
)
pour chaque entier n > 1.
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I Soit n > 1. En reportant les expressions de a et b obtenues à la question 7 dans le résultat de
la question précédente, puis en reportant ce résultat dans l’expression obtenue à la question 0, on
obtient :

P (Fn) = p+

(
1

2
− p
)(

1− p
1−

(
p− 1

2

) +

(
p− 1

2

)n−1
(

1

2
− 1− p

1−
(
p− 1

2

)))

= p+
1− 2p

2

(
2(1− p)
3− 2p

+

(
2p− 1

2

)n−1
(3− 2p)− 4(1− p)

2(3− 2p)

)

= p+
(1− 2p)(1− p)

3− 2p
−
(

2p− 1

2

)n
2p− 1

2(3− 2p)

=
1

3− 2p

(
p(3− 2p) +

(
2p2 − 3p+ 1

)
−
(

2p− 1

2

)n+1
)

=
1

3− 2p

(
1−

(
2p− 1

2

)n+1
)
.

10. Comparer les stratégies 2 et 3.
I On a pour tout n > 1 :

1

3− 2p

(
1−

(
2p− 1

2

)n+1
)
− 4p2 + 3

8
=

1

8(3− 2p)

(
8− (4p2 + 3)(3− 2p)− 8

(
2p− 1

2

)n+1
)

=
1

8(3− 2p)

(
8p3 − 12p2 + 6p− 1− 8

(
2p− 1

2

)n+1
)

=
1

8(3− 2p)

(
(2p− 1)3 − 8

(
2p− 1

2

)n+1
)

=
(2p− 1)3

8(3− 2p)

(
1− 8

23

(
2p− 1

2

)n+1−3
)

=
(2p− 1)3

8(3− 2p)

(
1−

(
p− 1

2

)n−2
)
.

Or p ∈]1
2
, 1] d’après l’énoncé, donc 2p− 1 > 0, 3− 2p > 3− 2 = 1 > 0 et (p− 1

2
)n−2 < 1 pour tout

n−2 > 1, c’est-à-dire pour tout n > 3. On en déduit d’après les résultats des questions 4, 6 et 9 que
les stratégies 2 et 3 sont identiques aux deux premiers lancers et que la stratégie 3 est meilleure
que la stratégie 2 à partir du troisième lancer .

On peut également montrer que la suite (P (Fn))n>1 obtenue à la question pré-
cédente est strictement croissante car p > 1

2
, d’où la conclusion d’après les

résultats de la question 6.

Exercice
On considère la fonction suivante :

f :]− 1, 1[→ R, x 7→ f(x) =

x(x+ 2)1/(x+1)2 si x ∈]− 1, 0]
1−
√
x

ln(tan(πx/4))
si x ∈]0, 1[

.
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1. Étudier la continuité de f sur son ensemble de définition.
I On a pour tout x ∈]−1, 0] : (x+1)2 6= 0 (car x 6= −1) et x+2 > −1+2 = 1 > 0. Par conséquent

f(x) = x(x+ 2)1/(x+1)2 = x exp

(
1

(x+ 1)2
ln (x+ 2)

)
est bien définie pour tout x ∈]−1, 0] et f continue sur ]−1, 0[ comme composée, produit et quotient
dont le dénominateur est non nul de fonctions continues.
On a pour tout x ∈]0, 1[ : πx

4
∈]0, π

4
[ donc tan(πx/4) ∈]0, 1[ (car la fonction tan est strictement

croissante sur ]− π
2
, π

2
[) donc ln(tan(πx/4)) 6= 0 (car tan(a) = 0⇔ a = 1). Par conséquent

f(x) =
1−
√
x

ln(tan(πx/4))

est bien définie pour tout x ∈]0, 1[ et f est continue sur ]0, 1[ comme composée et quotient dont le
dénominateur est non nul de fonctions continues.
On a donc montré que f est continue sur ]− 1, 0[∪]0, 1[, il reste à étudier la continuité en 0. Or on
a :

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

x(x+ 2)1/(x+1)2 = lim
x→0−

x exp

(
1

(x+ 1)2
ln (x+ 2)

)
= 0 exp (1× ln(2)) = 0,

f(0) = 0(0 + 2)1/(0+1)2 = 0,

et lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

1−
√
x

ln(tan(πx/4))
= 0 car


limx→0+ 1−

√
x = 1

limx→0+ tan(πx/4) = 0+

limh→0+ ln(h) = −∞
.

Puisque limx→0− f(x) = f(0) = limx→0+ f(x), on en déduit que f est continue en 0.
Finalement, f est définie et continue sur ]− 1, 1[ .

2. Étudier si f est prolongeable par continuité en −1 et 1.
I On a :

lim
x→−1+

f(x) = lim
x→−1+

x(x+ 2)1/(x+1)2 = lim
x→−1+

x exp

(
1

(x+ 1)2
ln (x+ 2)

)
= lim

h→0+
(−1 + h) exp

(
1

h2
ln(1 + h)

)
en posant x = −1 + h donc

{
h = x+ 1

lim
x→−1+

h = 0+

= −∞ car


limh→0−1 + h = −1
1
h2

ln(1 + h) ∼h→0
1
h2
h = 1

h

limh→0+
1
h

= +∞
limX→+∞ exp(X) = +∞

.

On en déduit que f n’est pas prolongeable par continuité en −1 .
On a :

lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

1−
√
x

ln(tan(πx/4))

= lim
h→0−

1−
√

1 + h

ln
(
tan
(
π
4
(1 + h)

)) en posant x = 1 + h donc

{
h = x− 1
lim
x→1−

h = 0−

= lim
h→0−

−1
2
h

ln
(

tan(π/4)+tan(πh/4)
1−tan(π/4) tan(πh/4)

) car
√

1 + h− 1 ∼h→0
1

2
h

= lim
h→0−

−h

2 ln
(

1+tan(πh/4)
1−tan(πh/4)

) car tan(π/4) = 1.
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Or limh→0 tan(πh/4) = 0 donc limh→0
1+tan(πh/4)
1−tan(πh/4)

= 1, donc :

ln

(
1 + tan(πh/4)

1− tan(πh/4)

)
= ln

1 +

(
1 + tan(πh/4)

1− tan(πh/4)
− 1

)
︸ ︷︷ ︸

→ 0 quand h→ 0


∼h→0

1 + tan(πh/4)

1− tan(πh/4)
− 1 =

2 tan(πh/4)

1− tan(πh/4)

∼h→0
2 (πh/4)

1
=
πh

2
car tan(x) ∼x→0 x.

Ainsi :
lim
x→1−

f(x) = lim
h→0−

−h

2 ln
(

1+tan(πh/4)
1−tan(πh/4)

) = lim
h→0−

−h
2(πh/2)

= − 1

π
.

On en déduit que f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = −1/π.

Problème 2
Ce problème propose de résoudre plusieurs équations fonctionnelles.
Partie I
Le but de cette partie est de déterminer l’ensemble des fonctions f ∈ C0(R) telles que :

∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x) + f(y). (E1)

0. Montrer que les fonctions de la forme x 7→ ax où a ∈ R vérifient (E1).
I Soit f : x 7→ ax où a ∈ R. f est continue sur R comme fonction polynomiale. De plus :

∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = a(x+ y) = ax+ ay = f(x) + f(y).

Donc f : x 7→ ax vérifie (E1) pour tout a ∈ R .

1. Pour cette question, on fixe f ∈ C0(R) qui vérifie (E1) et on pose a = f(1).
(a) Déterminer f(0) puis en déduire que f est impaire.

I On a en prenant x = y = 0 dans (E1) :

f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0) = 2f(0) donc f(0) = 0 .

On en déduit en prenant y = −x dans (E1) :

∀x ∈ R, 0 = f(0) = f(x− x) = f(x+ (−x)) = f(x) + f(−x) donc f(−x) = −f(x).

Par conséquent, f est impaire .

(b) On fixe x ∈ R dans cette question. Montrer que f(nx) = nf(x) pour tout entier n ∈ N.
I Montrons le résultat par récurrence.
Initialisation. On a d’après le résultat de la question précédente :

f(0x) = f(0) = 0 = 0f(x).

Donc le résultat est vrai pour n = 0.
Hérédité. On suppose que f(nx) = nf(x) pour un entier n ∈ N fixé. Alors :

f((n+ 1)x) = f(nx+ x) = f(nx) + f(x) car f vérifie (E1)
= nf(x) + f(x) par hypothèse de récurrence
= (n+ 1)f(x).
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Donc le résultat est héréditaire.
Conclusion. On en déduit d’après le principe de récurrence que :

∀n ∈ N, f(nx) = nf(x) .

(c) En déduire que f(n) = an pour tout entier n ∈ Z.
I Soit n ∈ Z. On raisonne par disjonction de cas.
1er cas : n > 0. Alors n ∈ N. On a d’après le résultat de la question précédente en prenant x = 1 :

f(n) = f(n1) = nf(1) = na car a = f(1).

2e cas : n < 0. Alors −n ∈ N. On raisonne de même que le cas précédent en utilisant de plus
que la fonction f est impaire d’après le résultat de la question 1(a) :

f(n) = −f(−n) = −
[
f((−n)1)

]
= −

[
(−n)f(1)

]
= na.

Conclusion. Dans tous les cas, on obtient :

∀n ∈ Z, f(n) = an .

(d) Montrer que f
(
p
q

)
= ap

q
pour tout (p, q) ∈ Z× N?.

I Soit (p, q) ∈ Z×N?. En prenant n = q ∈ N? ⊂ N et x = p
q
∈ R dans le résultat de la question

1(b), on obtient :

f(p) = f(q
p

q
) = qf

(
p

q

)
.

De plus, on a en prenant n = p ∈ Z dans le résultat de la question 1(c) :

f(p) = ap.

On obtient donc puisque q 6= 0 :

∀(p, q) ∈ Z× N?, f

(
p

q

)
=
f(p)

q
= a

p

q
.

(e) On fixe x ∈ R dans cette question et on pose rn = 10−nb10nxc pour chaque entier n > 0.
i. Montrer que la suite (rn)n>0 est convergente et déterminer sa limite.

I Soit n > 0. On a par définition de la partie entière :

10nx− 1 < b10nxc 6 10nx.

Ce qui donne en multipliant par 10−n > 0 :

x− 10−n = 10−n (10nx− 1) < 10−nb10nxc = rn 6 10−n (10nx) = x.

Or limn→+∞ x − 10−n = x car |10−1| < 1. On en déduit d’après le théorème de limite par
encadrement que (rn)n>0 converge vers x .

ii. Justifier que rn ∈ Q pour chaque entier n > 0.
I L’ensemble Q est l’ensemble des nombres rationnels p

q
avec (p, q) ∈ Z×N?. Or on a pour

tout entier n > 0 :

rn = 10−nb10nxc =
b10nxc

10n
avec

{
b10nxc ∈ Z (par définition de la partie entière)
10n ∈ N?

donc rn ∈ Q pour chaque entier n > 0 .

BCPST1A lycée Hoche 2015-2016 97 sur 141 Sébastien Godillon



Quand on ne sait pas comment répondre à une question évidente, le mieux
est de rappeler la définition du cours utilisée. Ici, la définition de Q.

iii. En déduire que f(x) = ax.
I Soit n > 0. D’après le résultat de la question précédente, rn = pn

qn
avec (pn, qn) ∈ Z× N?.

On en déduit d’après le résultat de la question 1(d) que :

f(rn) = f

(
pn
qn

)
= a

pn
qn

= arn.

Or limn→+∞ rn = x d’après le résultat de la question 1(e)i donc limn→+∞ f(rn) = f(x) car
f ∈ C0(R) est continue en x ∈ R (par hypothèse de l’énoncé).

N’oubliez pas d’indiquer que f est continue en x pour justifier que
limn→+∞ f(rn) = f(x) ! ! C’est le seul endroit de la démonstration où on
utilise l’hypothèse f ∈ C0(R), elle doit donc apparaître clairement.

On en déduit que :

f(x) = lim
n→+∞

f(rn) = lim
n→+∞

arn = ax par produit de limites.

Ainsi, on a bien prouvé que f(x) = ax .

2. Conclure.
I On a montré à la question précédente que si f ∈ C0(R) vérifie (E1) alors f(x) = ax pour tout
x ∈ R où a = f(1) ∈ R. Autrement dit, on a montré que l’ensemble des fonctions f ∈ C0(R) qui
vérifie (E1) est inclus dans l’ensemble des fonctions de la forme x 7→ ax où a ∈ R. De plus, on a
montré l’inclusion réciproque à la question 0. Finalement, l’ensemble des fonctions f ∈ C0(R) qui
vérifie (E1) est égal à :

{x 7→ ax | a ∈ R} .

Partie II
Le but de cette partie est de déterminer l’ensemble des fonctions f ∈ C0(R) telles que :

∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x)f(y). (E2)

3. Pour cette question, on fixe f ∈ C0(R) qui vérifie (E2).
(a) Montrer que si f(0) = 0 alors f est la fonction constante égale à 0.

I On suppose que f(0) = 0. Alors, on a en prenant y = 0 dans (E2) :

∀x ∈ R, f(x) = f(x+ 0) = f(x)f(0) = f(x)0 = 0.

Donc f est la fonction constante égale à 0 si f(0) = 0 .

(b) On suppose que f(0) 6= 0 dans cette question.
i. Montrer que f > 0.

I Supposons par l’absurde qu’il existe x ∈ R tel que f(x) = 0. Alors on a en prenant y = −x
dans (E2) :

f(0) = f(x− x) = f(x+ (−x)) = f(x)f(−x) = 0f(−x) = 0

ce qui est absurde. Donc f(x) 6= 0 pour tout x ∈ R. Puisque f ∈ C0(R) est continue sur R
(par hypothèse de l’énoncé), on en déduit d’après le théorème des valeurs intermédiaires que
f est de signe constant sur R. Or on a en prenant x = y = 0 dans (E2) :

f(0) = f(0 + 0) = f(0)f(0) = f(0)2 > 0 car f(0) 6= 0.

Par conséquent f > 0 .

BCPST1A lycée Hoche 2015-2016 98 sur 141 Sébastien Godillon



Question très astucieuse puisqu’elle cache une application du théorème
des valeurs intermédiaires. On peut aussi faire sans en remarquant que
f(x) = f(x

2
+ x

2
) = f(x

2
)2 mais c’est tout aussi astucieux.

ii. Montrer que g = ln ◦f est continue sur R et vérifie (E1).
I Puisque f > 0 d’après le résultat de la question précédente, g = ln ◦f est continue sur R
comme composée de fonctions continues. De plus, on a :

∀(x, y) ∈ R2, g(x+ y) = ln(f(x+ y)) = ln(f(x)f(y)) car f vérifie (E2)
= ln(f(x)) + ln(f(y))

= g(x) + g(y).

Donc g vérifie (E1) .

iii. En déduire qu’il existe a ∈ R tel que f(x) = exp(ax) pour tout x ∈ R.
I Puisque g ∈ C0(R) vérifie (E1), on a d’après le résultat de la question 2 de la partie I que
g est de la forme g : x 7→ ax où a ∈ R. On obtient donc pour tout x ∈ R :

f(x) = exp(ln(f(x))) car exp ◦ ln = Id]0,+∞[ et f > 0 (question 3(b)i)
= exp(g(x)) = exp(ax).

Par conséquent il existe bien a ∈ R tel que f(x) = ax pour tout x ∈ R .

4. Conclure.
I On a montré à la question précédente que si f ∈ C0(R) vérifie (E2) alors f est la fonction
constante égale à 0 ou bien f(x) = exp(ax) pour tout x ∈ R où a ∈ R. Autrement dit, on a
montré que l’ensemble des fonctions f ∈ C0(R) qui vérifie (E2) est inclus dans l’union du singleton
contenant la fonction x 7→ 0 et de l’ensemble des fonctions de la forme x 7→ exp(ax) où a ∈ R.
Réciproquement, la fonction x 7→ 0 est continue sur R et vérifie (E2). De même, si f : x 7→ exp(ax)
où a ∈ R alors f est continue sur R comme composée de fonctions continues et :

∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = exp(a(x+ y)) = exp(ax+ ay) = exp(ax) exp(ay) = f(x)f(y)

donc f vérifie (E2). Finalement, l’ensemble des fonctions f ∈ C0(R) qui vérifie (E2) est égal à :

{x 7→ 0} ∪ {x 7→ exp(ax) | a ∈ R} .

N’oubliez pas la fonction constante égale à 0 obtenue à la question 3(a).

Partie III
Le but de cette partie est de déterminer l’ensemble des fonctions f ∈ C0(R) telles que :

∀(x, y) ∈ R2, f(xy) = f(x) + f(y). (E3)

5. Montrer que si f ∈ C0(R) vérifie (E3) alors f est la fonction constante égale à 0. Conclure.
I Soit f ∈ C0(R) qui vérifie (E3). On a en prenant y = 0 dans (E3) :

∀x ∈ R, f(0) = f(x0) = f(x) + f(0) donc f(x) = 0.

Donc f est la fonction constante égale à 0 si f ∈ C0(R) vérifie (E3) . Réciproquement, la fonction
x 7→ 0 est continue sur R et vérifie (E3). Finalement, l’ensemble des fonctions f ∈ C0(R) qui vérifie
(E3) est égal à {x 7→ 0} .

Partie IV
Le but de cette partie est de déterminer l’ensemble des fonctions f ∈ C0(]0,+∞[) telles que :

∀(x, y) ∈]0,+∞[2, f(xy) = f(x) + f(y). (E4)
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6. Pour cette question, on fixe f ∈ C0(]0,+∞[) qui vérifie (E4).
(a) Montrer que g = f ◦ exp est continue sur R et vérifie (E1).

I Puisque exp(R) =]0,+∞[, g = f ◦ exp est continue sur R comme composée de fonctions
continues. De plus, on a :

∀(x, y) ∈ R2, g(x+ y) = f(exp(x+ y)) = f(exp(x) exp(y))

= f(exp(x)) + f(exp(y)) car f vérifie (E4)
= g(x) + g(y).

Donc g vérifie (E1) .

(b) En déduire qu’il existe a ∈ R tel que f(x) = a ln(x) pour tout x ∈]0,+∞[.
I Puisque g ∈ C0(R) vérifie (E1), on a d’après le résultat de la question 2 de la partie I que g
est de la forme g : x 7→ ax où a ∈ R. On obtient donc pour tout x ∈]0,+∞[ :

f(x) = f(exp(ln(x))) car exp ◦ ln = Id]0,+∞[

= g(ln(x)) = a ln(x).

Par conséquent il existe bien a ∈ R tel que f(x) = a ln(x) pour tout x ∈]0,+∞[ .
7. Conclure.

I On a montré à la question précédente que si f ∈ C0(]0,+∞[) vérifie (E4) alors f(x) = a ln(x)
pour tout x ∈]0,+∞[ où a ∈ R. Autrement dit, on a montré que l’ensemble des fonctions f ∈
C0(]0,+∞[) qui vérifie (E4) est inclus dans l’ensemble des fonctions de la forme x 7→ a ln(x) où
a ∈ R. Réciproquement, si f : x 7→ a ln(x) où a ∈ R alors f est continue sur ]0,+∞[ et :

∀(x, y) ∈]0,+∞[2, f(xy) = a ln(xy) = a (ln(x) + ln(y)) = a ln(x) + a ln(y) = f(x) + f(y)

donc f vérifie (E4). Finalement, l’ensemble des fonctions f ∈ C0(]0,+∞[) qui vérifie (E4) est égal
à :

{x 7→ a ln(x) | a ∈ R} .

Partie V
Le but de cette partie est de déterminer l’ensemble des fonctions f ∈ C0(]0,+∞[) telles que :

∀(x, y) ∈]0,+∞[2, f(xy) = f(x)f(y). (E5)

8. Montrer que si f ∈ C0(]0,+∞[) vérifie (E5) alors g = f ◦ exp ∈ C0(R) vérifie (E2). Conclure.
I Soit f ∈ C0(]0,+∞[) qui vérifie (E5). Puisque exp(R) =]0,+∞[, on a g = f ◦ exp ∈ C0(R)

comme composée de fonctions continues. De plus :

∀(x, y) ∈ R2, g(x+ y) = f(exp(x+ y)) = f(exp(x) exp(y))

= f(exp(x))f(exp(y)) car f vérifie (E5)
= g(x)g(y).

Donc g vérifie (E2) . D’après le résultat de la question 4 de la partie II, on en déduit que g est de
la forme g : x 7→ 0 ou bien g : x 7→ exp(ax) où a ∈ R. En raisonnant comme à la question 6(b),
on obtient que f(x) = g(ln(x)) pour tout x ∈]0,+∞[ donc f est la fonction constante égale à 0 ou
bien f(x) = exp(a ln(x)) = xa pour tout x ∈]0,+∞[ où a ∈ R. Réciproquement, la fonction x 7→ 0
est continue sur ]0,+∞[ et vérifie (E5). De même, si f : x 7→ xa où a ∈ R alors f est continue sur
]0,+∞[ et :

∀(x, y) ∈]0,+∞[2, f(xy) = (xy)a = xaya = f(x)f(y)

donc f vérifie (E5). Finalement, l’ensemble des fonctions f ∈ C0(]0,+∞[) qui vérifie (E5) est égal
à :

{x 7→ 0} ∪ {x 7→ xa | a ∈ R} .
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DS no 8 de mathématiques et d’informatique
durée : 4 heures

Problème
Dans ce problème, on s’intéresse à quelques méthodes d’approximation numérique du nombre π

4
. Même

si l’énoncé suit une progression logique, chaque partie présente une méthode différente et peut donc être
traitée indépendamment des autres. La quatrième partie réutilise des résultats démontrés dans la troisième
partie, mais chaque question où c’est nécessaire indiquera explicitement la référence dans l’énoncé.

Partie 1 - Méthode de dichotomie

Cette partie met en place un algorithme de dichotomie pour obtenir un encadrement de π
4
.

1. Justifier rapidement que π
4
est l’unique solution de l’équation tan(x) = 1 d’inconnue x ∈] − π

2
, π

2
[.

2. (Info.) L’observation de la question précédente permet de
déterminer un encadrement de π

4
à n’importe quelle préci-

sion à l’aide de l’algorithme ci-contre.
Écrire en Python la fonction dichotomie(epsilon). On
supposera que la fonction tangente est donnée, et que
tan(x) renvoie la valeur de tan(x) pour tout réel x.

dichotomie(epsilon) :
a=0
b=1
tant que |b-a|>epsilon :

c=(a+b)/2
si tan(c)>=1 :

b=c
sinon :

a=c
retourne a,b

3. Étant donnée une précision epsilon = ε > 0, montrer que l’algorithme précédent répète la boucle
«tant que» un nombre de fois égal au plus petit entier supérieur à ln(1/ε)/ ln(2) avant de retourner
les deux bornes d’un encadrement de π

4
à ε près.

Partie 2 - Méthode de Newton

L’observation de la question 1 permet de mettre en place un algorithme plus «efficace» que celui de
dichotomie à l’aide de la méthode de Newton.

On définit la suite (un)n∈N par la donnée du terme initial u0 ∈ [0, π
2
[ et la relation de récurrence :

∀n ∈ N, un+1 = N(un) où N : x 7→ x− tan(x)− 1
d

dx
(tan(x)− 1)

= x− tan(x)− 1

tan2(x) + 1
.

4. (Info.) Écrire en Python la fonction fonctionN(x) qui prend en argument un réel x et qui retourne
la valeur de N(x). Comme à la question 2, on supposera que la fonction tangente est donnée, et
que tan(x) renvoie la valeur de tan(x).

5. (Info.) Écrire en Python la fonction suiteN(a,n) qui prend en argument un réel a et un entier
naturel n, et qui retourne la valeur de un après avoir fixé u0 = a comme terme initial.

6. Déterminer l’ensemble de définition de N et montrer que

∀x ∈ R \
{π

2
+ kπ | k ∈ Z

}
, N(x) = x+

1

2
+

√
2

2
cos
(

2x+
π

4

)
.

7. En déduire que N admet un prolongement continu de classe C∞ sur R.
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8. Dresser le tableau des variations de N sur [0, π
2
] et prouver que un ∈ [0, π

2
] pour tout n ∈ N.

9. Pour cette question, on fixe x ∈ [0, π
2
] \ {π

4
} et on pose

f : t 7→ N(x)−N(t)−N ′(t)(x− t)− λ(x− t)2

où λ ∈ R est une constante.
(a) Déterminer la constante λ ∈ R afin que f(π

4
) = f(x) = 0.

(b) Justifier qu’il existe un réel c ∈ [0, π
2
] tel que N ′′(c) = 2λ et en déduire que

N(x) =
π

4
+
N ′′(c)

2

(
x− π

4

)2

.

(c) Déterminer le maximum de la fonction t 7→ |N ′′(t)| sur [0, π
2
] et prouver que

∀x ∈
[
0,
π

2

]
,
∣∣∣N(x)− π

4

∣∣∣ 6 K
∣∣∣x− π

4

∣∣∣2
où K > 1 est une constante à déterminer.

10. Démontrer que

∀n ∈ N,
∣∣∣un − π

4

∣∣∣ 6 (K ∣∣∣u0 −
π

4

∣∣∣)2n

.

11. Justifier que si le terme initial u0 ∈ [0, π
2
[ est choisi convenablement, alors la suite (un)n∈N converge

vers π
4
. Pour les questions suivantes on fixera u0 = 1 et on admettra queK|1− π

4
| < 1

2
. En particulier,

le résultat de la question précédente assure que

∀n ∈ N,
∣∣∣un − π

4

∣∣∣ 6 (1

2

)2n

.

12. (Info.) L’inégalité précédente permet d’obtenir une approximation de π
4
à n’importe quelle préci-

sion. Écrire en Python la fonction newton(epsilon) qui prend en argument un réel epsilon = ε > 0

et qui retourne la valeur renvoyée par suiteN(1,n) où n est le premier entier tel que
(

1
2

)2n
6 ε.

13. Étant donnée une précision epsilon = ε > 0, montrer que l’algorithme précédent choisit pour valeur
de n le plus petit entier supérieur à ln(ln(1/ε)/ ln(2))/ ln(2) avant de retourner une approximation
de π

4
à ε près.

14. Comparer le résultat de la question précédente avec celui de la question 3. On pourra utiliser le
théorème des croissances comparées quand ε→ 0.

Partie 3 - Formule de Leibniz

Un inconvénient majeur des méthodes présentées dans les deux premières parties est qu’il faut disposer
d’un algorithme permettant de calculer les valeurs de la fonction tangente. Cette partie (et la suivante)
propose de résoudre ce type de problème à l’aide d’approximations polynomiales.

On rappelle que la fonction tan restreinte à l’intervalle ] − π
2
, π

2
[ est bijective et admet pour bijection

réciproque la fonction arctan : R→]− π
2
, π

2
[. Le principal objectif de cette partie est d’approcher la fonction

arctan par la suite de fonctions polynomiales (Pn)n∈N définie par :

∀n ∈ N, Pn =
n∑
k=0

(−1)k

2k + 1
X2k+1 ∈ R[X].

15. (Info.) Écrire en Python la fonction arctanApprox(x,n) qui prend en argument un réel x et un
entier naturel n, et qui retourne la valeur de Pn(x).

16. Rappeler la dérivée de la fonction arctan et justifier que la fonction arctan est de classe C∞ sur R.
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17. Pour cette question, on fixe x ∈ R? et n ∈ N, et on pose

g : t 7→ arctan(t)− Pn(t)− µt2n+3

où µ ∈ R est une constante.
(a) Soit t ∈ R. Simplifier la somme

∑n
k=0(−1)kt2k et en déduire que

arctan′(t) = P ′n(t) +
(−1)n+1t2n+2

1 + t2
.

(b) Déterminer la constante µ ∈ R afin que g(0) = g(x) = 0.

(c) Justifier qu’il existe un réel c tel que (−1)n+1

1+c2
= µ(2n+ 3) et en déduire que

arctan(x) = Pn(x) +
(−1)n+1x2n+3

(2n+ 3)(1 + c2)
.

(d) À l’aide du résultat précédent, démontrer que

∀x ∈ [−1, 1], ∀n ∈ N, | arctan(x)− Pn(x)| 6 1

2n+ 3
.

18. Montrer que pour tout x ∈ [−1, 1], la suite (Pn(x))n∈N converge et déterminer sa limite. En parti-
culier, démontrer la formule de Leibniz :

π

4
= lim

n→+∞

n∑
k=0

(−1)k

2k + 1
=

1

1
− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− 1

11
+ . . . .

19. (Info.) Écrire en Python la fonction leibniz(x,epsilon) qui prend en argument un réel x ∈ [−1, 1]
et un réel epsilon = ε > 0, et qui retourne la valeur renvoyée par arctanApprox(x,n) où n est le
premier entier tel que 1

2n+3
6 ε.

20. Étant donnée une précision epsilon = ε > 0, montrer que l’algorithme précédent choisit pour
valeur de n un entier supérieur à une expression que l’on déterminera en fonction de ε.

21. Comparer l’expression de la question précédente avec celle de la question 3. On pourra utiliser le
théorème des croissances comparées quand ε→ 0.

Partie 4 - Formule d’Euler du type de Machin

Un inconvénient majeur de la méthode présentée dans la partie précédente est son «inefficacité» par
rapport aux méthodes présentées dans les deux premières parties. Cette partie propose d’exploiter quelques
propriétés de la fonction arctan pour améliorer l’efficacité de la méthode précédente.

22. Pour cette question, on fixe y ∈ R et on pose

h : x 7→ arctan(x) + arctan(y)− arctan

(
x+ y

1− xy

)
.

(a) Discuter du cas y = 0. On supposera y 6= 0 pour les questions suivantes.
(b) Déterminer l’ensemble de définition de h et justifier que h est de classe C∞ sur cet ensemble.
(c) Calculer la dérivée de h.
(d) En déduire que pour tout (x, y) ∈ R2 tel que xy < 1, on a :

arctan(x) + arctan(y) = arctan

(
x+ y

1− xy

)
.

(e) Que se passe-t-il pour (x, y) ∈ R2 tel que xy > 1 ?
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23. Démontrer la formule d’Euler du type de Machin :

π

4
= arctan

(
1

2

)
+ arctan

(
1

3

)
.

24. À l’aide du résultat de la question 17(c), démontrer que

∀x ∈
[
−1

2
,
1

2

]
, ∀n ∈ N, |arctan(x)− Pn(x)| 6

(
1

2

)2n+3

.

25. Déduire des résultats précédents que

∀n ∈ N,
∣∣∣∣π4 − Pn

(
1

2

)
− Pn

(
1

3

)∣∣∣∣ 6 (1

2

)2n+2

.

26. (Info.) L’inégalité précédente permet d’obtenir une approximation de π
4
à n’importe quelle préci-

sion. Écrire en Python la fonction euler(epsilon) qui prend en argument un réel epsilon = ε > 0

et qui retourne la valeur de Pn(1
2
) +Pn(1

3
) où n est le premier entier tel que

(
1
2

)2n+2
6 ε. On pourra

utiliser la fonction arctanApprox(x,n) de la question 15 qui retourne la valeur de Pn(x).
27. Étant donnée une précision epsilon = ε > 0, montrer que l’algorithme précédent choisit pour

valeur de n un entier supérieur à une expression que l’on déterminera en fonction de ε. Comparer
cette expression avec celle de la question 3. On pourra utiliser un équivalent quand ε→ 0.

Exercice
On note C = (−→e1 ,

−→e2 ,
−→e3 ,
−→e4 ) la base canonique de R4 et on considère les sous-ensembles de R4 suivants :

V :


x = λ+ 2µ
y = 2λ+ 2µ+ 2ν
z = 2λ+ µ+ 3ν
t = λ+ µ+ ν

, (λ, µ, ν) ∈ R3 et W :


x+ y − 2z + t = 0

2y − 3z + 2t = 0
3x− y − t = 0

.

1. Justifier que V et W sont des sous-espaces vectoriels de R4.
2. Déterminer une base (−→v1 ,

−→v2) de V .
3. Déterminer une base (−→w3,

−→w4) de W .
4. Déterminer le rang de la famille (−→v1 ,

−→v2 ,
−→w3,
−→w4). Est-elle libre ? Est-elle génératrice de R4 ?

5. Extraire de la famille (−→v1 ,
−→v2 ,
−→w3,
−→w4) une base de F = Vect (−→v1 ,

−→v2 ,
−→w3,
−→w4).

6. On considère les vecteurs
−→
f1 = (1, 0,−1, 0),

−→
f2 = (0,−1, 0, 1) et

−→
f3 = (1, 1, 1, 1).

Montrer que la famille
(−→

f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3

)
est une base de F .

7. Montrer que la famille B =
(−→

f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ,
−→e4

)
est une base de R4.

8. Déterminer la matrice des coordonnées de la famille C dans la base B.
9. Montrer que pour chaque −→u ∈ R4, il existe un unique couple (

−→
f , τ) ∈ F ×R tel que −→u =

−→
f + τ−→e4 .
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Corrigé du DS no 8 de mathématiques
et d’informatique

Problème
Dans ce problème, on s’intéresse à quelques méthodes d’approximation numérique du nombre π

4
. Même

si l’énoncé suit une progression logique, chaque partie présente une méthode différente et peut donc être
traitée indépendamment des autres. La quatrième partie réutilise des résultats démontrés dans la troisième
partie, mais chaque question où c’est nécessaire indiquera explicitement la référence dans l’énoncé.

Partie 1 - Méthode de dichotomie

Cette partie met en place un algorithme de dichotomie pour obtenir un encadrement de π
4
.

1. Justifier rapidement que π
4
est l’unique solution de l’équation tan(x) = 1 d’inconnue x ∈]− π

2
, π

2
[.

I L’application tan :] − π
2
, π

2
[→ R est bijective (par exemple d’après le théorème de la bijec-

tion), donc 1 ∈ R admet un unique antécédent x ∈] − π
2
, π

2
[ par cette application, autrement dit

l’équation tan(x) = 1 d’inconnue x ∈]− π
2
, π

2
[ admet une unique solution . Puisque tan(π

4
) = 1, on

en déduit que π
4
est l’unique solution de cette équation .

2. (Info.) L’observation de la question précédente permet de
déterminer un encadrement de π

4
à n’importe quelle préci-

sion à l’aide de l’algorithme ci-contre.
Écrire en Python la fonction dichotomie(epsilon). On
supposera que la fonction tangente est donnée, et que
tan(x) renvoie la valeur de tan(x) pour tout réel x.

dichotomie(epsilon) :
a=0
b=1
tant que |b-a|>epsilon :

c=(a+b)/2
si tan(c)>=1 :

b=c
sinon :

a=c
retourne a,b

I Par exemple :

def dichotomie(epsilon) :
a=0
b=1
while abs(b-a)>epsilon :

c=(a+b)/2
if tan(c)>=1 :

b=c
else :

a=c
return a,b

3. Étant donnée une précision epsilon = ε > 0, montrer que l’algorithme précédent répète la boucle
«tant que» un nombre de fois égal au plus petit entier supérieur à ln(1/ε)/ ln(2) avant de retourner
les deux bornes d’un encadrement de π

4
à ε près.

I Chaque répétition de la boucle «tant que» de l’algorithme précédent divise par 2 la valeur de
|b− a|. On reconnaît une suite géométrique : la valeur de |b− a| est égale à |1− 0|/2n = 1/2n à la
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n-ième itération. Puisque la boucle est répétée si |b− a| > ε, elle est répétée un nombre de fois égal
au premier entier n tel que

1

2n
6 ε⇔ 2n >

1

ε
⇔ n ln(2) > ln

(
1

ε

)
⇔ n >

ln
(

1
ε

)
ln(2)

car ln est strictement croissante et ln(2) > 0. Finalement, l’algorithme précédent répète la boucle
«tant que» un nombre de fois égal au plus petit entier supérieur à ln(1/ε)/ ln(2) .

Partie 2 - Méthode de Newton

L’observation de la question 1 permet de mettre en place un algorithme plus «efficace» que celui de
dichotomie à l’aide de la méthode de Newton.

On définit la suite (un)n∈N par la donnée du terme initial u0 ∈ [0, π
2
[ et la relation de récurrence :

∀n ∈ N, un+1 = N(un) où N : x 7→ x− tan(x)− 1
d

dx
(tan(x)− 1)

= x− tan(x)− 1

tan2(x) + 1
.

4. (Info.) Écrire en Python la fonction fonctionN(x) qui prend en argument un réel x et qui retourne
la valeur de N(x). Comme à la question 2, on supposera que la fonction tangente est donnée, et
que tan(x) renvoie la valeur de tan(x).
I Par exemple :

def fonctionN(x) :
N=x-(tan(x)-1)/(tan(x)**2+1)

return N

5. (Info.) Écrire en Python la fonction suiteN(a,n) qui prend en argument un réel a et un entier
naturel n, et qui retourne la valeur de un après avoir fixé u0 = a comme terme initial.
I Par exemple :

def suiteN(a,n) :
u=a
for i in range(n) :

u=fonctionN(u)
return u

6. Déterminer l’ensemble de définition de N et montrer que

∀x ∈ R \
{π

2
+ kπ | k ∈ Z

}
, N(x) = x+

1

2
+

√
2

2
cos
(

2x+
π

4

)
.

I La fonction N est une somme, un quotient et une composée de fonctions usuelles. Elle est définie
pour toutes les valeurs de x ∈ R telles que tan(x) est définie et que tan2(x) + 1 6= 0. Or la fonction
tangente est définie sur R \

{
π
2

+ kπ | k ∈ Z
}
et tan2 +1 > 0 + 1 > 0. Donc l’ensemble de définition

de la fonction N est R \
{
π
2

+ kπ | k ∈ Z
}
. De plus, on a pour tout x ∈ R \

{
π
2

+ kπ | k ∈ Z
}
:

N(x) = x− tan(x)− 1

tan2(x) + 1
= x−

sin(x)
cos(x)

− 1(
sin(x)
cos(x)

)2

+ 1
= x−

sin(x)−cos(x)
cos(x)

sin2(x)+cos2(x)
cos2(x)

= x− (sin(x)− cos(x)) cos(x)

sin2(x) + cos2(x)

= x− sin(x) cos(x) + cos2(x) (car cos2(x) + sin2(x) = 1 d’après le théorème de Pythagore)

= x− 1

2
sin(2x) +

1

2
(1 + cos(2x)) (car sin(2x) = 2 cos(x) sin(x) et cos(2x) = 2 cos2−1)

= x+
1

2
+

1

2
×

cos(2x) cos(π
4
)− sin(2x) sin(π

4
)

√
2/2

(car cos(π
4
) = sin(π

4
) =
√

2/2)

= x+
1

2
+

1√
2

cos
(

2x+
π

4

)
(car cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)).
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Finalement :

∀x ∈ R \
{π

2
+ kπ | k ∈ Z

}
, N(x) = x+

1

2
+

√
2

2
cos
(

2x+
π

4

)
.

7. En déduire que N admet un prolongement continu de classe C∞ sur R.
I Soit k ∈ Z. Puisque la fonction cosinus est continue sur R, on a d’après le résultat de la question
précédente :

lim
x→π

2
+kπ

N(x) = lim
x→π

2
+kπ

(
x+

1

2
+

√
2

2
cos
(

2x+
π

4

))

=
(π

2
+ kπ

)
+

1

2
+

√
2

2
cos
(

2
(π

2
+ kπ

)
+
π

4

)
.

Inutile de perdre du temps à simplifier cette limite, ce n’est pas nécessaire pour
justifier l’existence du prolongement continu.

Puisque cette limite existe pour tout k ∈ Z, on en déduit que N se prolonge par continuité sur R
et ce prolongement continu est défini par :

N : R→ R, x 7→ N(x) = x+
1

2
+

√
2

2
cos
(

2x+
π

4

)
.

En particulier, ce prolongement continu est de classe C∞ sur R comme somme et composée de
fonctions usuelles de classe C∞ sur R.

8. Dresser le tableau des variations de N sur [0, π
2
] et prouver que un ∈ [0, π

2
] pour tout n ∈ N.

I En utilisant l’expression de N obtenue à la question 6 (et justifiée sur R dans la question précé-
dente), on a pour tout x ∈ R :

N ′(x) = 1 + 0− 2

√
2

2
sin
(

2x+
π

4

)
= 1−

√
2 sin

(
2x+

π

4

)
.

De plus on a :

x ∈
[
0,
π

2

]
⇒ 2x+

π

4
∈
[
π

4
,
5π

4

]
.

On en déduit d’après le cercle trigonométrique que pour tout x ∈ [0, π
2
] :

N ′(x) = 1−
√

2 sin
(

2x+
π

4

)
> 0⇔ sin

(
2x+

π

4

)
6

1√
2

=

√
2

2

⇔ 2x+
π

4
∈
[

3π

4
,
5π

4

]
⇔ x ∈

[π
4
,
π

2

]
avec égalité si et seulement si x = π

4
. D’où le tableau des variations de N :

x

N ′(x)

N(x)

0
π
4

π
2

− 0 +

11

π
4
π
4

π
2
π
2
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car :

N(0) = 0 +
1

2
+

√
2

2
cos
(

0 +
π

4

)
=

1

2
+

√
2

2
×
√

2

2
= 1

N
(π

4

)
=
π

4
+

1

2
+

√
2

2
cos
(π

2
+
π

4

)
=
π

4
+

1

2
+

√
2

2
×

(
−
√

2

2

)
=
π

4

N
(π

2

)
=
π

2
+

1

2
+

√
2

2
cos
(
π +

π

4

)
=
π

2
+

1

2
+

√
2

2
×

(
−
√

2

2

)
=
π

2
.

Montrons par récurrence que un ∈ [0, π
2
] pour tout n ∈ N.

Initialisation. On a bien u0 ∈ [0, π
2
] car u0 ∈ [0, π

2
[ d’après l’énoncé.

Hérédité. On suppose que un ∈ [0, π
2
] pour un certain n ∈ N fixé. Par définition de la suite (un)n∈N, on

a un+1 = N(un) donc un+1 ∈ [π
4
, π

2
] d’après le tableau des variations de N sur [0, π

2
]. En particulier,

on a bien un+1 ∈ [0, π
2
] car [π

4
, π

2
] ⊂ [0, π

2
].

Conclusion. D’après le principe de récurrence, on en déduit que un ∈ [0, π
2
] pour tout n ∈ N .

9. Pour cette question, on fixe x ∈ [0, π
2
] \ {π

4
} et on pose

f : t 7→ N(x)−N(t)−N ′(t)(x− t)− λ(x− t)2

où λ ∈ R est une constante.
(a) Déterminer la constante λ ∈ R afin que f(π

4
) = f(x) = 0.

I On a :

f
(π

4

)
= N(x)−N

(π
4

)
−N ′

(π
4

)(
x− π

4

)
− λ

(
x− π

4

)2

= N(x)− π

4
− 0×

(
x− π

4

)
− λ

(
x− π

4

)2

= N(x)− π

4
− λ

(
x− π

4

)2

et :
f(x) = N(x)−N(x)−N ′(x)(x− x)− λ(x− x)2 = 0.

Ainsi, f(π
4
) = f(x) = 0 si et seulement si :

λ =
N(x)− π

4(
x− π

4

)2 car x 6= π

4
⇒
(
x− π

4

)2

6= 0.

(b) Justifier qu’il existe un réel c ∈ [0, π
2
] tel que N ′′(c) = 2λ et en déduire que

N(x) =
π

4
+
N ′′(c)

2

(
x− π

4

)2

.

I Si x < π
4
alors la fonction f est continue sur [x, π

4
] et dérivable sur ]x, π

4
[ comme somme et

produit de fonctions de classe C∞ sur R (N ∈ C∞(R) d’après le résultat de la question 7). De
même, si x > π

4
alors f ∈ C0([π

4
, x]) ∩ D1([x, π

4
]). Puisqu’on a choisi λ à la question précédente

afin que f(π
4
) = f(x), on en déduit d’après le théorème de Rolle qu’il existe c ∈]x, π

4
[⊂ [0, π

2
] si

x < π
4
ou c ∈]π

4
, x[⊂ [0, π

2
] si x > π

4
tel que :

0 = f ′(c) = 0−N ′(c)−
(
N ′′(c)(x− c) +N ′(c)× (−1)

)
− λ
(
− 2(x− c)

)
=
(
−N ′′(c) + 2λ

)
(x− c).
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N’oubliez pas de vérifier précisément les hypothèses du théorème de Rolle
avant de l’appliquer afin de montrer que vous connaissez l’énoncé du cours.

Puisque c 6= x, on a bien justifié dans tous les cas l’existence de c ∈ [0, π
2
] tel que N ′′(c) = 2λ .

En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient que :

N ′′(c) = 2λ = 2
N(x)− π

4(
x− π

4

)2 donc N(x) =
π

4
+
N ′′(c)

2

(
x− π

4

)2

.

(c) Déterminer le maximum de la fonction t 7→ |N ′′(t)| sur [0, π
2
] et prouver que

∀x ∈
[
0,
π

2

]
,
∣∣∣N(x)− π

4

∣∣∣ 6 K
∣∣∣x− π

4

∣∣∣2
où K > 1 est une constante à déterminer.
I En utilisant l’expression de N ′ calculée à la question 8, on a pour tout x ∈ R :

N ′′(t) = 0− 2
√

2 cos
(

2t+
π

4

)
et N ′′′(t) = 4

√
2 sin

(
2t+

π

4

)
.

Puisque 2t+ π
4
∈ [π

4
, 5π

4
] quand t ∈ [0, π

2
], on obtient d’après le cercle trigonométrique que pour

tout t ∈ [0, π
2
] :

N ′′′(t) = 4
√

2 sin
(

2t+
π

4

)
> 0⇔ 2t+

π

4
∈
[π

4
, π
]
⇔ t ∈

[
0,

3π

8

]
avec égalité si et seulement si t = 3π

8
. D’où le tableau des variations de N ′′ :

t

N ′′′(t)

N ′′(t)

0 3π
8

π
2

+ 0 −

−2−2

2
√

22
√

2

22

car :

N ′′(0) = −2
√

2 cos
(

0 +
π

4

)
= −2

√
2×
√

2

2
= −2

N ′′
(

3π

8

)
= −2

√
2 cos

(
3π

4
+
π

4

)
= −2

√
2× (−1) = 2

√
2

N ′′
(π

2

)
= −2

√
2 cos

(
π +

π

4

)
= −2

√
2×

(
−
√

2

2

)
= 2.

Ainsi les extrema de la fonction N ′′ sur [0, π
2
] sont −2 (minimum) et 2

√
2. On en déduit

que le maximum de la fonction t 7→ |N ′′(t)| sur [0, π
2
] est égal à 2

√
2 . En particulier, on obtient

d’après le résultat de la question précédente :∣∣∣N(x)− π

4

∣∣∣ =

∣∣∣∣(π4 +
N ′′(c)

2

(
x− π

4

)2
)
− π

4

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣N ′′(c)2

(
x− π

4

)2
∣∣∣∣ =
|N ′′(c)|

2

∣∣∣x− π

4

∣∣∣2
6

2
√

2

2

∣∣∣x− π

4

∣∣∣2 =
√

2
∣∣∣x− π

4

∣∣∣2 car c ∈ [0, π
2
].
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On a donc démontré cette inégalité pour tout x ∈ [0, π
2
] \ {π

4
} mais elle est aussi vraie pour

x = π
4
car N(π

4
) = π

4
. Finalement :

∀x ∈
[
0,
π

2

]
,
∣∣∣N(x)− π

4

∣∣∣ 6 K
∣∣∣x− π

4

∣∣∣2 avec K =
√

2 > 1 .

10. Démontrer que

∀n ∈ N,
∣∣∣un − π

4

∣∣∣ 6 (K ∣∣∣u0 −
π

4

∣∣∣)2n

.

I

Attention : question astucieuse car on ne peut pas la démontrer directement par
récurrence. En observant ce qu’il se passe pour les premiers termes, on remarque
d’après le résultat précédent que :∣∣∣u1 −

π

4

∣∣∣ =
∣∣∣N(u0)− π

4

∣∣∣ 6 K
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣2∣∣∣u2 −
π

4

∣∣∣ =
∣∣∣N(u1)− π

4

∣∣∣ 6 K
∣∣∣u1 −

π

4

∣∣∣2 6 K

(
K
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣2)2

= K3
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣4∣∣∣u3 −
π

4

∣∣∣ =
∣∣∣N(u2)− π

4

∣∣∣ 6 K
∣∣∣u2 −

π

4

∣∣∣2 6 K

(
K3
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣4)2

= K7
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣8∣∣∣u4 −
π

4

∣∣∣ =
∣∣∣N(u3)− π

4

∣∣∣ 6 K
∣∣∣u3 −

π

4

∣∣∣2 6 K

(
K7
∣∣∣u0 −

π

8

∣∣∣4)2

= K15
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣16

. . .

Ainsi, la bonne inégalité à démontrer par récurrence est la suivante :

∀n ∈ N,
∣∣∣un − π

4

∣∣∣ 6 K2n−1
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣2n .
Montrons par récurrence que :

∀n ∈ N,
∣∣∣un − π

4

∣∣∣ 6 K2n−1
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣2n .
Initialisation. On a pour n = 0 :

K20−1
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣20 = K0
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣1 =
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣
donc l’inégalité est vraie pour n = 0.
Hérédité. On suppose que l’inégalité est vraie pour un certain n ∈ N fixé. Puisque un ∈ [0, π

2
] d’après

le résultat de la question 8, on a d’après le résultat de la question précédente :∣∣∣un+1 −
π

4

∣∣∣ =
∣∣∣N(un)− π

4

∣∣∣ 6 K
∣∣∣un − π

4

∣∣∣2
6 K

(
K2n−1

∣∣∣u0 −
π

4

∣∣∣2n)2

(par hypothèse de récurrence)

= K1+(2n−1)×2
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣2n×2

= K2n+1−1
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣2n+1

.

Ainsi l’inégalité est vraie au rang n+ 1 dès qu’elle est vraie au rang n, pour tout n ∈ N.
Conclusion. D’après le principe de récurrence, on a prouvé que

∀n ∈ N,
∣∣∣un − π

4

∣∣∣ 6 K2n−1
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣2n .
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Or on a en utilisant que K > 1 :

∀n ∈ N, 1×K2n−1
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣2n 6 K ×K2n−1
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣2n = K2n
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣2n .
Finalement :

∀n ∈ N,
∣∣∣un − π

4

∣∣∣ 6 (K ∣∣∣u0 −
π

4

∣∣∣)2n

.

11. Justifier que si le terme initial u0 ∈ [0, π
2
[ est choisi convenablement, alors la suite (un)n∈N converge

vers π
4
. Pour les questions suivantes on fixera u0 = 1 et on admettra que K|1−π

4
| < 1

2
. En particulier,

le résultat de la question précédente assure que

∀n ∈ N,
∣∣∣un − π

4

∣∣∣ 6 (1

2

)2n

.

I Si on choisit le terme initial u0 ∈ [0, π
2
[ suffisamment proche de π

4
afin que K|u0 − π

4
| < 1 alors

lim
n→+∞

(
K
∣∣∣u0 −

π

4

∣∣∣)2n

= 0.

On en déduit d’après le résultat de la question précédente et le théorème de la limite par encadrement
que :

lim
n→+∞

∣∣∣un − π

4

∣∣∣ = 0.

Par conséquent, si le terme initial u0 ∈ [0, π
2
[ est choisi tel que K|u0 − π

4
| < 1 alors la suite (un)n∈N

converge vers π
4
.

12. (Info.) L’inégalité précédente permet d’obtenir une approximation de π
4
à n’importe quelle précision.

Écrire en Python la fonction newton(epsilon) qui prend en argument un réel epsilon = ε > 0 et
qui retourne la valeur renvoyée par suiteN(1,n) où n est le premier entier tel que

(
1
2

)2n
6 ε.

I Par exemple :

newton(epsilon) :
n=0
while (1/2)**(2**n)>epsilon :

n=n+1
return suiteN(1,n)

13. Étant donnée une précision epsilon = ε > 0, montrer que l’algorithme précédent choisit pour valeur
de n le plus petit entier supérieur à ln(ln(1/ε)/ ln(2))/ ln(2) avant de retourner une approximation
de π

4
à ε près.

I L’algorithme précédent choisit pour valeur de n le premier entier tel que(
1

2

)2n

6ε⇔ 22n >
1

ε
⇔ 2n ln(2) > ln

(
1

ε

)
⇔ 2n >

ln
(

1
ε

)
ln(2)

⇔ n ln(2) > ln

(
ln
(

1
ε

)
ln(2)

)
⇔ n >

ln

(
ln( 1

ε)
ln(2)

)
ln(2)

car ln est strictement croissante et ln(2) > 0. Ainsi, l’algorithme précédent choisit pour valeur de n
le plus petit entier supérieur à ln(ln(1/ε)/ ln(2))/ ln(2) .
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14. Comparer le résultat de la question précédente avec celui de la question 3. On pourra utiliser le
théorème des croissances comparées quand ε→ 0.
I On a :

lim
ε→0

ln(ln(1/ε)/ ln(2))/ ln(2)

ln(1/ε)/ ln(2)
= lim

ε→0

ln(ln(1/ε)/ ln(2))

ln(1/ε)/ ln(2)
× 1

ln(2)
= lim

X→+∞

ln(X)

X
× 1

ln(2)

en posant X = ln(1/ε)/ ln(2) car X → +∞ quand ε → 0. Or ln(X) = oX→+∞(X) d’après le
théorème des croissances comparées, d’où :

lim
ε→0

ln(ln(1/ε)/ ln(2))/ ln(2)

ln(1/ε)/ ln(2)
= 0.

Ainsi la boucle «tant que» de l’algorithme de la partie 1 est répétée infiniment plus de fois
que celle de l’algorithme précédent quand la précision ε tend vers 0. On peut en conclure que
la méthode de Newton fournit un algorithme plus «efficace» que la méthode de dichotomie .

Partie 3 - Formule de Leibniz

Corrigé de V. Vong

Un inconvénient majeur des méthodes présentées dans les deux premières parties est qu’il faut disposer
d’un algorithme permettant de calculer les valeurs de la fonction tangente. Cette partie (et la suivante)
propose de résoudre ce type de problème à l’aide d’approximations polynomiales.

On rappelle que la fonction tan restreinte à l’intervalle ] − π
2
, π

2
[ est bijective et admet pour bijection

réciproque la fonction arctan : R→]− π
2
, π

2
[. Le principal objectif de cette partie est d’approcher la fonction

arctan par la suite de fonctions polynomiales (Pn)n∈N définie par :

∀n ∈ N, Pn =
n∑
k=0

(−1)k

2k + 1
X2k+1 ∈ R[X].

15. (Info.) Écrire en Python la fonction arctanApprox(x,n) qui prend en argument un réel x et un
entier naturel n, et qui retourne la valeur de Pn(x).
I Cela correspond à de l’évaluation de polynômes. On peut alors utiliser la méthode de Horner. Ce
qui donne l’algorithme suivant :

def arctanApprox(x,n) :
S=(-1)**n/(2*n+1)
for i in range(n-1,-1,-1) :

S=S*x
S=S+(-1)**i/(2*i+1)

return S

16. Rappeler la dérivée de la fonction arctan et justifier que la fonction arctan est de classe C∞ sur R.
I On a :

∀x ∈ R, arctan′(x) =
1

1 + x2
.

On constate que la dérivée est l’inverse du polynôme X2 + 1 qui ne s’annule pas sur R et est de
classe C∞ sur R. Par conséquent arctan′ est de classe C∞ sur R. Il en est donc de même pour arctan.

17. Pour cette question, on fixe x ∈ R? et n ∈ N, et on pose

g : t 7→ arctan(t)− Pn(t)− µt2n+3

où µ ∈ R est une constante.
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(a) Soit t ∈ R. Simplifier la somme
∑n

k=0(−1)kt2k et en déduire que

arctan′(t) = P ′n(t) +
(−1)n+1t2n+2

1 + t2
.

I On a :
n∑
k=0

(−1)kt2k =
n∑
k=0

(−t2)k.

On reconnaît alors la somme des termes d’une suite géométrique de raison−t2 6= 1 (car t ∈ R).
Donc :

n∑
k=0

(−1)kt2k =
1− (−t2)n+1

1− (−t2)
=

1

1 + t2
− (−t2)n+1

1 + t2
.

Or :

P ′n(X) =
n∑
k=0

(−1)k

2k + 1
(2k + 1)X2k =

n∑
k=0

(−1)kX2k

et arctan′(t) = 1
1+t2

, donc :

arctan′(t) = P ′n(t) +
(−1)n+1t2n+2

1 + t2
.

(b) Déterminer la constante µ ∈ R afin que g(0) = g(x) = 0.
I On constate que l’on a g(0) = 0. On cherche donc µ tel que g(x) = 0. Or :

g(x) = 0⇔ arctan(x)− Pn(x)− µx2n+3 = 0

⇔ µx2n+3 = arctan(x)− Pn(x)

⇔ µ =
arctan(x)− Pn(x)

x2n+3
(car x 6= 0)

On pose donc µ =
arctan(x)− Pn(x)

x2n+3
.

(c) Justifier qu’il existe un réel c tel que (−1)n+1

1+c2
= µ(2n+ 3) et en déduire que

arctan(x) = Pn(x) +
(−1)n+1x2n+3

(2n+ 3)(1 + c2)
.

I La fonction g étant combinaison linéaire de la fonction arctan et de polynômes qui sont C∞
sur R, on en déduit qu’elle est C∞ sur R. En particulier, elle est continue sur le segment [a, b]
et dérivable sur ]a, b[, où a = min(0, x) et b = max(0, x). De plus, on a déterminé µ de manière
à avoir g(0) = g(x) = 0. En appliquant le théorème de Rolle, on en déduit qu’il existe c ∈]a, b[
tel que :

g′(c) = 0.

Or :
∀t ∈ R, g′(t) = arctan′(t)− P ′n(t)− µ(2n+ 3)t2n+2,

et (question 17.a) :

∀t ∈ R, arctan′(t) = P ′n(t) +
(−t2)n+1

1 + t2
.

Donc :
∀t ∈ R, g′(t) =

(−t2)n+1

1 + t2
− µ(2n+ 3)t2n+2.
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Comme g′(c) = 0, on en déduit que

(−c2)n+1

1 + c2
− µ(2n+ 3)c2n+2 = 0

Or c 6= 0 car c ∈]a, b[, d’où :

µ(2n+ 3) =
(−1)n+1

1 + c2
donc µ =

(−1)n+1

(2n+ 3)(1 + c2)
.

D’après le résultat de la question précédente, on en déduit que :

arctan(x)− Pn(x)

x2n+3
=

(−1)n+1

(2n+ 3)(1 + c2)

donc arctan(x)− Pn(x) =
(−1)n+1x2n+3

(2n+ 3)(1 + c2)

donc arctan(x) = Pn(x) +
(−1)n+1x2n+3

(2n+ 3)(1 + c2)
.

(d) À l’aide du résultat précédent, démontrer que

∀x ∈ [−1, 1], ∀n ∈ N, | arctan(x)− Pn(x)| 6 1

2n+ 3
.

I Pour x = 0, l’inégalité est clairement vérifiée. Supposons que x ∈ [−1, 1] et x non nul. D’après
la question précédente, il existe c ∈]a, b[ avec a = min(0, x), b = max(0, x) tel que :

arctan(x) = Pn(x) +
(−1)n+1x2n+3

(2n+ 3)(1 + c2)
.

Donc :
| arctan(x)− Pn(x)| =

∣∣∣∣ x2n+3

(2n+ 3)(1 + c2)

∣∣∣∣ .
Or |x| ≤ 1, donc |x2n+3| ≤ 1. De plus, 1 + c2 ≥ 1 > 0, donc 1

1+c2
≤ 1. D’où :∣∣∣∣ x2n+3

(2n+ 3)(1 + c2

∣∣∣∣ ≤ 1

2n+ 3
.

Autrement dit :

| arctan(x)− Pn(x)| ≤ 1

2n+ 3
.

18. Montrer que pour tout x ∈ [−1, 1], la suite (Pn(x))n∈N converge et déterminer sa limite. En parti-
culier, démontrer la formule de Leibniz :

π

4
= lim

n→+∞

n∑
k=0

(−1)k

2k + 1
=

1

1
− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− 1

11
+ . . . .

I Soient x ∈ [−1, 1] et n ∈ N. On sait que :

| arctan(x)− Pn(x)| ≤ 1

2n+ 3
.

Donc :
arctan(x)− 1

2n+ 3
≤ Pn(x) ≤ arctan(x) +

1

2n+ 3
.
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Or limn→∞
1

2n+3
= 0. Donc les extrémités de ces inégalités ont pour limite arctan(x) lorsque n tend

vers l’infini. Par le théorème d’encadrement, on en déduit que :

lim
n→+∞

Pn(x) = arctan(x).

En particulier, pour x = 1, on obtient :

lim
n→+∞

Pn(1) = arctan(1)

D’où :

lim
n→+∞

n∑
k=0

(−1)k

2k + 1
=
π

4
.

19. (Info.) Écrire en Python la fonction leibniz(x,epsilon) qui prend en argument un réel x ∈
[−1, 1] et un réel epsilon = ε > 0, et qui retourne la valeur renvoyée par arctanApprox(x,n) où
n est le premier entier tel que 1

2n+3
6 ε.

I Par exemple :

def leibniz(x,epsilon) :
n=1
while 1/(2*n+3)>epsilon :

n=n+1
return arctanApprox(x,n)

20. Étant donnée une précision epsilon = ε > 0, montrer que l’algorithme précédent choisit pour valeur
de n un entier supérieur à une expression que l’on déterminera en fonction de ε.
I On constate que l’on sort de la boucle dès que l’on a :

1

2n+ 3
≤ ε⇔ 1 ≤ (2n+ 3)ε⇔ 1

ε
≤ 2n+ 3⇔ 1

ε
− 3 ≤ 2n⇔ 1− 3ε

2ε
≤ n .

21. Comparer l’expression de la question précédente avec celle de la question 3. On pourra utiliser le
théorème des croissances comparées quand ε→ 0.

I Dans la partie 1, on a n ≥ ln( 1
ε
)

ln(2)
. Comparons1−3ε

2ε
à ln( 1

ε
)

ln(2)
, lorsque ε tend vers 0. On constate que

ces expressions ne s’annule pas pour ε assez petit. On a :

ln( 1
ε
)

ln(2)

1−3ε
2ε

=
2 ln(1

ε
)

ln(2)1−3ε
ε

∼ε→0

2 ln(1
ε
)

ln(2)1
ε

car 1− 3ε ∼ε→0 1.

Or : limε→0+
1
ε

= +∞ et limx→+∞
ln(x)
x

= 0. Donc limε→0+
ln( 1

ε
)

1
ε

= 0. Il en résulte que le quotient

initial a pour limite 0. Donc ln( 1
ε
)

ln(2)
est négligeable devant 1−3ε

2ε
en 0. Cela signifie qu’il faut “beaucoup”

moins d’itérations dans l’algorithme de dichotomie. Autrement dit celui-ci semble plus efficace que
ce nouvel algorithme.

Partie 4 - Formule d’Euler du type de Machin

Corrigé de V. Vong

Un inconvénient majeur de la méthode présentée dans la partie précédente est son «inefficacité» par
rapport aux méthodes présentées dans les deux premières parties. Cette partie propose d’exploiter quelques
propriétés de la fonction arctan pour améliorer l’efficacité de la méthode précédente.
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22. Pour cette question, on fixe y ∈ R et on pose

h : x 7→ arctan(x) + arctan(y)− arctan

(
x+ y

1− xy

)
.

(a) Discuter du cas y = 0. On supposera y 6= 0 pour les questions suivantes.
I Si y = 0. Dans ce cas, arctan(y) = 0 et on a bien :

∀x ∈ R, arctan(x) = arctan(x).

(b) Déterminer l’ensemble de définition de h et justifier que h est de classe C∞ sur cet ensemble.
I La fonction h est définie si et seulement si 1 − xy 6= 0. Comme y 6= 0, elle est donc définie
surR\{ 1

y
}. La fonction h1 : x 7→ x+y

1−xy est C∞ sur R\{ 1
y
} car quotient de deux polynômes dont le

dénominateur ne s’annule pas sur cet ensemble. Comme arctan est C∞ sur R, on en déduit par
composition que arctan ◦h1 est C∞ sur R\{ 1

y
}. Donc la fonction h est de classe C∞ sur R\{ 1

y
}

comme combinaison linéaire de fonctions C∞ sur R\{ 1
y
}.

(c) Calculer la dérivée de h.
I On a :

∀x 6= 1

y
, h′(x) =

1

1 + x2
− 1

1 + ( x+y
1−xy )2

1 + y2

(1− xy)2

Donc :
∀x 6= 1

y
, h′(x) =

1

1 + x2
− (1− xy)2

((1− xy)2 + (x+ y)2)

1 + y2

(1− xy)2

Donc :
∀x 6= 1

y
, h′(x) =

1

1 + x2
− 1 + y2

1− 2xy + x2y2 + x2 + 2xy

Donc :
∀x 6= 1

y
, h′(x) =

1

1 + x2
− 1 + y2

(1 + y2)(1 + x2)

D’où :
∀x < 1

y
, h′(x) =

1

1 + x2
− 1

1 + x2
= 0.

(d) En déduire que pour tout (x, y) ∈ R2 tel que xy < 1, on a :

arctan(x) + arctan(y) = arctan

(
x+ y

1− xy

)
.

I La fonction h′ est nulle surR\{ 1
y
}. Par conséquent h est constante sur les intervalles suivants :

]−∞, 1
y
[ et ] 1

y
,+∞[.

— Cas 1 : y > 0. Donc 0 ∈] − ∞, 1
y
[. Or h(0) = 0 et h est constante sur cet intervalle. Par

conséquent h = 0 sur ]−∞, 1
y
[. Autrement dit :

∀x ∈]−∞, 1

y
[, arctan(x) + arctan(y) = arctan(

x+ y

1− xy
).

— Cas 2 : y < 0. Donc 0 ∈] 1
y
,+∞[. Or h(0) = 0 et h est constante sur cet intervalle. Par

conséquent h = 0 sur ] 1
y
,+∞[. Autrement dit :

∀x ∈]
1

y
,+∞[, arctan(x) + arctan(y) = arctan(

x+ y

1− xy
).
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Soit (x, y) ∈ R2. Constatons que l’on a :

xy < 1⇔ (x <
1

y
et y > 0) ou (x >

1

y
et y < 0) ou (y = 0)

Pour chacun des trois cas, on a vu que la fonction h est nulle. En résumé, on a pour tout
(x, y) ∈ R2 avec xy < 1 :

arctan(x) + arctan(y) = arctan

(
x+ y

1− xy

)
.

(e) Que se passe-t-il pour (x, y) ∈ R2 tel que xy > 1 ?
I Supposons que xy > 1. Dans ce cas y 6= 0 et cela revient à regarder la fonction h sur
l’intervalle ]−∞, 1

y
[ si y < 0 et sur ] 1

y
,+∞[ si y > 0.

— Cas 1 : y > 0. On sait que h est constante sur ] 1
y
,+∞[. Notons celle-ci c. On a : limx→+∞ h(x) =

c. Or limx→+∞ arctan(x) = π
2
et x+y

1−xy ∼x→+∞
−1
y
. Donc limx→+∞

x+y
1−xy = −1

y
. Donc : limx→+∞ arctan( x+y

1−xy ) =

arctan(−1
y

). D’où :

c =
π

2
+ arctan(y)− arctan(

−1

y
) =

π

2
+ arctan(y) + arctan(

1

y
).

Or, en faisant tendre x vers 1
y
avec x < 1

y
dans l’égalité de 22.(d), on constate que arctan(y)+

arctan( 1
y
) = π

2
. Donc : c = π.

— Cas 2 : y < 0. On sait que h est constante sur ] − ∞, 1
y
[. Notons celle-ci d. On a :

limx→−∞ h(x) = d. Or limx→−∞ arctan(x) = −π
2

et x+y
1−xy ∼x→−∞

−1
y
. Donc limx→−∞

x+y
1−xy =

−1
y
. Donc : limx→−∞ arctan( x+y

1−xy ) = arctan(−1
y

). D’où :

c =
−π
2

+ arctan(y)− arctan(
−1

y
) =
−π
2

+ arctan(y) + arctan(
1

y
).

Or, en faisant tendre x vers 1
y
avec x < 1

y
dans l’égalité de 22.(d), on constate que arctan(y)+

arctan( 1
y
) = −π

2
. Donc : d = −π.

En résumé :
— Si xy > 1 et x, y positifs, alors :

arctan(x) + arctan(y)− arctan

(
x+ y

1− xy

)
= π.

— Si xy > 1 et x, y négatifs, alors :

arctan(x) + arctan(y)− arctan

(
x+ y

1− xy

)
= −π.

23. Démontrer la formule d’Euler du type de Machin :

π

4
= arctan

(
1

2

)
+ arctan

(
1

3

)
.

I On pose a = 1
2
et b = 1

2
. On a bien : ab < 1. Donc d’après la question 22, on a :

arctan(a) + arctan(b) = arctan(
a+ b

1− ab
).

Or : a+b
1−ab =

1
2

+ 1
3

5
6

= 1. Donc :

arctan(
1

2
) + arctan(

1

3
) = arctan(1) =

π

4
.
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24. À l’aide du résultat de la question 17(c), démontrer que

∀x ∈
[
−1

2
,
1

2

]
, ∀n ∈ N, |arctan(x)− Pn(x)| 6

(
1

2

)2n+3

.

I Soit x ∈ [−1
2
, 1

2
]. D’après la question 17.c, on sait que :

| arctan(x)− Pn(x)| =
∣∣∣∣ x2n+3

(2n+ 3)(1 + c2)

∣∣∣∣
Comme |x| ≤ 1

2
en en déduit que |x2n+3| ≤ (1

2
)2n+3. De plus, 1

2n+3
≤ 1 et 1

1+c2
≤ 1 D’où :∣∣∣∣ x2n+3

(2n+ 3)(1 + c2)

∣∣∣∣ ≤ (
1

2
)2n+3

Autrement dit :
| arctan(x)− Pn(x)| ≤ (

1

2
)2n+3

25. Déduire des résultats précédents que

∀n ∈ N,
∣∣∣∣π4 − Pn

(
1

2

)
− Pn

(
1

3

)∣∣∣∣ 6 (1

2

)2n+2

.

I Soit n ∈ N. On a :

|π
4
− Pn(

1

2
)− Pn(

1

3
)| = | arctan(

1

2
) + arctan(

1

3
)− Pn(

1

2
)− Pn(

1

3
)|

En appliquant l’inégalité triangulaire, on en déduit que

|π
4
− Pn(

1

2
)− Pn(

1

3
)| ≤ | arctan(

1

2
)− Pn(

1

2
)|+ | arctan(

1

3
)− Pn(

1

3
)|

Or 1
3
et 1

2
sont dans l’intervalle [−1

2
, 1

2
]. Donc en appliquant l’inégalité précédente, on en déduit que

|π
4
− Pn(

1

2
)− Pn(

1

3
)| ≤ 2(

1

2
)2n+3 = (

1

2
)2n+2.

26. (Info.) L’inégalité précédente permet d’obtenir une approximation de π
4
à n’importe quelle précision.

Écrire en Python la fonction euler(epsilon) qui prend en argument un réel epsilon = ε > 0 et
qui retourne la valeur de Pn(1

2
) + Pn(1

3
) où n est le premier entier tel que

(
1
2

)2n+2
6 ε. On pourra

utiliser la fonction arctanApprox(x,n) de la question 15 qui retourne la valeur de Pn(x).
I

def euler(epsilon) :
n=0
while (1/2)**(2*n+2) > epsilon :

n=n+1
return arctanApprox(1/2,n)+arctanApprox(1/3,n)

27. Étant donnée une précision epsilon = ε > 0, montrer que l’algorithme précédent choisit pour valeur
de n un entier supérieur à une expression que l’on déterminera en fonction de ε. Comparer cette
expression avec celle de la question 3. On pourra utiliser un équivalent quand ε→ 0.
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I On constate que l’on cherche le premier entier n tel que :

(1
2
)2n+2 ≤ ε

⇔ (2n+ 2) ln(1
2
) ≤ ln(ε)

⇔ (2n+ 2) ln(2) ≥ ln(1
ε
)

⇔ 2n ≥ ln( 1
ε
)

ln(2)
− 2

⇔ n ≥ ln( 1
ε
)

2 ln(2)
− 1

Comparons les deux expressions. En effectuant le quotient, on a :

ln( 1
ε
)

2 ln(2)
− 1

ln(1
ε
)/ ln(2)

∼
ln( 1

ε
)

2 ln(2)

ln(1
ε
)/ ln(2)

=
1

2

Donc le n correspondant à dichotomie est deux fois plus grand que le n correspondant à Euler. Il
en résulte que l’algorithme de dichotomie est deux fois moins efficace que l’algorithme Euler.

Exercice
On note C = (−→e1 ,

−→e2 ,
−→e3 ,
−→e4 ) la base canonique de R4 et on considère les sous-ensembles de R4 suivants :

V :


x = λ+ 2µ
y = 2λ+ 2µ+ 2ν
z = 2λ+ µ+ 3ν
t = λ+ µ+ ν

, (λ, µ, ν) ∈ R3 et W :


x+ y − 2z + t = 0

2y − 3z + 2t = 0
3x− y − t = 0

.

1. Justifier que V et W sont des sous-espaces vectoriels de R4.
I Le sous-ensemble V est décrit par une représentation paramétrique qu’on peut aussi écrire de la
façon suivante :

V =
{

(λ+ 2µ, 2λ+ 2µ+ 2ν, 2λ+ µ+ 3ν, λ+ µ+ ν) | (λ, µ, ν) ∈ R3
}

=
{
λ(1, 2, 2, 1) + µ(2, 2, 1, 1) + ν(0, 2, 3, 1) | (λ, µ, ν) ∈ R3

}
= Vect

(
(1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1), (0, 2, 3, 1)

)
.

En particulier, V est un sous-espace vectoriel de R4 .
Le sous-ensembleW est décrit par une représentation cartésienne qu’on peut aussi écrire de la façon
suivante :

W =
{

(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y − 2z + t = 0 et 2y − 3z + 2t = 0 et 3x− y − t = 0
}

=
{

(x, y, z, t) ∈ R4 | x+ y − 2z + t = 0
}
∩
{

(x, y, z, t) ∈ R4 | 2y − 3z + 2t = 0
}

∩
{

(x, y, z, t) ∈ R4 | 3x− y − t = 0
}
.

On reconnaît l’intersection de trois hyperplans de R4, donc W est un sous-espace vectoriel de R4 .

On peut également utiliser la définition d’un sous-espace vectoriel en montrant
que
−→
0 ∈ V et α1

−→v1 + α2
−→v2 ∈ V pour tout (−→v1 ,

−→v2) ∈ V 2 et tout (α1, α2) ∈ R2

(et de même pour W ) mais c’est plus long que la méthode rédigée ici.

2. Déterminer une base (−→v1 ,
−→v2) de V .

I On a vu à la question précédente que

V = Vect
(

(1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1), (0, 2, 3, 1)
)
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donc la famille ((1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1), (0, 2, 3, 1)) est génératrice de V . De plus, on a :

rang
(

(1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1), (0, 2, 3, 1)
)

= rang
(

MatC

(
(1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1), (0, 2, 3, 1)

))

= rang


1 2 0
2 2 2
2 1 3
1 1 1

 = rang


1 2 0
0 −2 2
0 −3 3
0 −1 1

 L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − 2L1

L4 ← L4 − L1

= rang


1 2 0
0 −2 2
0 0 0
0 0 0

 L3 ← L3 − 3
2
L2

L4 ← L4 − 1
2
L2

= 2

donc la famille ((1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1), (0, 2, 3, 1)) est liée. De plus, ce calcul de rang permet également
de montrer que le système linéaire λ(1, 2, 2, 1) + µ(2, 2, 1, 1) + ν(0, 2, 3, 1) = (0, 0, 0, 0) est de rang 2
avec deux équations auxiliaires compatibles et une inconnue auxiliaire. Il admet donc une infinité
de solutions qui s’expriment en fonction de l’inconnue auxiliaire ν = s vue comme un paramètre :

λ+ 2µ = 0
−2µ+ 2ν = 0

ν = s
, s ∈ R⇔


λ = −2µ = −2s
µ = ν = s
ν = s

, s ∈ R.

En particulier, on obtient pour s = 1 :

−2(1, 2, 2, 1) + (2, 2, 1, 1) + (0, 2, 3, 1) = (0, 0, 0, 0) donc (0, 2, 3, 1) = 2(1, 2, 2, 1)− (2, 2, 1, 1).

On aurait aussi pu remarquer cette relation sans calculer le rang. Mais ce calcul
aurait permis de conclure si on avait obtenu un rang égal à 3. De plus, on peut
réutiliser ce calcul pour justifier que la famille ((1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1) est libre
(voir ci-dessous).

On en déduit que

V = Vect
(

(1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1), (0, 2, 3, 1)
)

= Vect
(

(1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1)
)

donc la famille ((1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1)) est génératrice de V . Et en reprenant le calcul du rang pré-
cédent, on obtient :

rang
(

(1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1)
)

= dim
(

Vect
(

(1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1)
))

= dim
(

Vect
(

(1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1), (0, 2, 3, 1)
))

= rang
(

(1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1), (0, 2, 3, 1)
)

= 2

donc la famille ((1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1)) est libre.

Finalement, la famille (−→v1 ,
−→v2) =

(
(1, 2, 2, 1), (2, 2, 1, 1)

)
est une base de V .

On peut bien sûr obtenir d’autres bases avec des méthodes différentes. Par
exemple : on commence par choisir un premier vecteur −→v1 ∈ V \{

−→
0 }, on observe

alors que −→v1 n’est pas générateur de V , puis on complète avec un deuxième vec-
teur −→v2 ∈ V \ {

−→
0 } non colinéaire à −→v1 (donc (−→v1 ,

−→v2) forme une famille libre),
on observe alors que ces deux vecteurs sont générateurs de V .
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3. Déterminer une base (−→w3,
−→w4) de W .

I On a :

W :


x+ y − 2z + t = 0

2y − 3z + 2t = 0
3x− y − t = 0

⇔

 1 1 −2 1
0 2 −3 2
3 −1 0 −1



x
y
z
t

 =

 0
0
0



⇔

 1 1 −2 1
0 2 −3 2
0 −4 6 −4



x
y
z
t

 =

 0
0
0


L3 ← L3 − 3L1

⇔

 1 1 −2 1
0 2 −3 2
0 0 0 0



x
y
z
t

 =

 0
0
0


L3 ← L3 + 2L2

.

On obtient un système linéaire de rang 2 avec une équation auxiliaire compatible et deux inconnues
auxiliaires. Il admet donc une infinité de solutions qui s’expriment en fonction des deux inconnues
auxiliaires z = s1 et t = s2 vues comme des paramètres :

W :


x+ y = 2z − t = 2s1 − s2

2y = 3z − 2t = 3s1 − 2s2

z = s1

t = s2

, (s1, s2) ∈ R2

⇔


x = (2s1 − s2)− (3

2
s1 − s2) = 1

2
s1

y = 3
2
s1 − s2

z = s1

t = s2

L1 ← L1 − 1
2
L2

L2 ← 1
2
L2 , (s1, s2) ∈ R2.

Le sous-espace vectoriel W est maintenant décrit par une représentation paramétrique qu’on peut
aussi écrire de la façon suivante :

W =

{(
1

2
s1,

3

2
s1 − s2, s1, s2

)
| (s1, s2) ∈ R2

}
=

{
s1

(
1

2
,
3

2
, 1, 0

)
+ s2 (0,−1, 0, 1) | (s1, s2) ∈ R2

}
= Vect

((
1

2
,
3

2
, 1, 0

)
, (0,−1, 0, 1)

)
= Vect

(
(1, 3, 2, 0), (0,−1, 0, 1)

)
.

Donc la famille ((1, 3, 2, 0), (0,−1, 0, 1)) est génératrice de W . De plus, on a :

rang
(

(1, 3, 2, 0), (0,−1, 0, 1)
)

= rang
(

MatC

(
(1, 3, 2, 0), (0,−1, 0, 1)

))

= rang


1 0
3 −1
2 0
0 1

 = rang


1 0
0 −1
0 0
0 1

 L2 ← L2 − 3L1

L3 ← L3 − 2L1

= rang


1 0
0 −1
0 0
0 0


L4 ← L4 + L2

= 2
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donc la famille ((1, 3, 2, 0), (0,−1, 0, 1)) est libre.

Finalement, la famille (−→w3,
−→w4) =

(
(1, 3, 2, 0), (0,−1, 0, 1)

)
est une base de W .

De même que la question précédente, on peut obtenir d’autres bases avec des
méthodes différentes ou avec la même méthode mais avec des opérations élé-
mentaires sur les lignes différentes.

4. Déterminer le rang de la famille (−→v1 ,
−→v2 ,
−→w3,
−→w4). Est-elle libre ? Est-elle génératrice de R4 ?

I On a :

rang
(−→v1 ,

−→v2 ,
−→w3,
−→w4

)
= rang

(
MatC

(−→v1 ,
−→v2 ,
−→w3,
−→w4

))

= rang


1 2 1 0
2 2 3 −1
2 1 2 0
1 1 0 1

 = rang


1 2 1 0
0 −2 1 −1
0 −3 0 0
0 −1 −1 1

 L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − 2L1

L4 ← L4 − L1

= rang


1 2 1 0
0 −1 −1 1
0 −3 0 0
0 −2 1 −1

 L2 ↔ L4

L4 ↔ L2

= rang


1 2 1 0
0 −1 −1 1
0 0 3 −3
0 0 3 −3

 L3 ← L3 − 3L2

L4 ← L4 − 2L2

= rang


1 2 1 0
0 −1 −1 1
0 0 3 −3
0 0 0 0


L4 ← L4 − L3

= 3.

Par conséquent, la famille (−→v1 ,
−→v2 ,
−→w3,
−→w4) est de rang 3 . Puisque c’est une famille de 4 vecteurs,

elle n’est pas libre . Et puisque R4 est de dimension 4, elle n’est pas génératrice de R4 .

5. Extraire de la famille (−→v1 ,
−→v2 ,
−→w3,
−→w4) une base de F = Vect (−→v1 ,

−→v2 ,
−→w3,
−→w4).

I On considère le système linéaire suivant :

λ1
−→v1 + λ2

−→v2 + λ3
−→w3 + λ4

−→w4 =
−→
0 ⇔


1 2 1 0
2 2 3 −1
2 1 2 0
1 1 0 1



λ1

λ2

λ3

λ4

 =


0
0
0
0

 .

On reconnait la matrice MatC(
−→v1 ,
−→v2 ,
−→w3,
−→w4) qu’on a échelonné à la question précédente. Par consé-

quent, ce système linéaire est de rang 3 avec une équation auxiliaire compatible et une inconnue
auxiliaire. Il admet donc une infinité de solutions qui s’expriment en fonction de l’inconnue auxiliaire
λ4. En particulier, en fixant le paramètre λ4 = 1, on obtient une relation −→w4 = −λ1

−→v1−λ2
−→v2−λ3

−→w3.
On en déduit que

F = Vect
(−→v1 ,

−→v2 ,
−→w3,
−→w4

)
= Vect

(−→v1 ,
−→v2 ,
−→w3

)
donc la famille (−→v1 ,

−→v2 ,
−→w3) est génératrice de F . Et en reprenant le calcul du rang de la question

précédente, on obtient :

rang
(−→v1 ,

−→v2 ,
−→w3

)
= dim

(
Vect

(−→v1 ,
−→v2 ,
−→w3

))
= dim

(
Vect

(−→v1 ,
−→v2 ,
−→w3,
−→w4

))
= rang

(−→v1 ,
−→v2 ,
−→w3,
−→w4

)
= 3
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donc la famille (−→v1 ,
−→v2 ,
−→w3) est libre.

Finalement, la famille (−→v1 ,
−→v2 ,
−→w3) est une base de F .

Question astucieuse qui peut se faire sans aucun calcul, seulement en exploitant
le calcul du rang de la question précédente. Il est inutile de perdre du temps à
déterminer les coefficients (λ1, λ2, λ3) qui permettent d’écrire −→w4 comme combi-
naison linéaire des autres vecteurs puisque ce n’est pas demandé.

6. On considère les vecteurs
−→
f1 = (1, 0,−1, 0),

−→
f2 = (0,−1, 0, 1) et

−→
f3 = (1, 1, 1, 1).

Montrer que la famille
(−→

f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3

)
est une base de F .

I D’après le résultat de la question précédente, F est de dimension 3. Il suffit donc de démontrer
que (

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ) est une famille libre de F .

Il est également suffisant de démontrer que (
−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ) est une famille généra-

trice de F , c’est-à-dire que F = Vect(
−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ). Pour cela, soit on raisonne par

double inclusion soit on montre une seule inclusion et l’égalité des dimensions.

On a :

rang
(−→

f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3

)
= rang

(
MatC

(−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3

))

= rang


1 0 1
0 −1 1
−1 0 1
0 1 1

 = rang


1 0 1
0 −1 1
0 0 2
0 0 2

 L3 ← L3 + L1

L4 ← L4 + L2

= rang


1 0 1
0 −1 1
0 0 2
0 0 0


L4 ← L4 − L3

= 3

donc la famille (
−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ) est libre. Pour montrer que chaque vecteur de cette famille appartient à

F , on commence par déterminer une représentation cartésienne de F . On a d’après le résultat de
la question précédente :

F = Vect
(−→v1 ,

−→v2 ,
−→w3

)
=
{
λ1
−→v1 + λ2

−→v2 + λ3
−→w3 | (λ1, λ2, λ3) ∈ R3

}
=
{
λ1(1, 2, 2, 1) + λ2(2, 2, 1, 1) + λ3(1, 3, 2, 0) | (λ1, λ2, λ3) ∈ R3

}
d’où une représentation paramétrique de F qu’on transforme en représentation cartésienne :

F :


x = λ1 + 2λ2 + λ3

y = 2λ1 + 2λ2 + 3λ3

z = 2λ1 + λ2 + 2λ3

t = λ1 + λ2

, (λ1, λ2, λ3) ∈ R3

⇔


x = (t− λ2) + 2λ2 + λ3 = t+ λ2 + λ3

y = 2(t− λ2) + 2λ2 + 3λ3 = 2t+ 3λ3

z = 2(t− λ2) + λ2 + 2λ3 = 2t− λ2 + 2λ3

λ1 = t− λ2

, (λ1, λ2, λ3) ∈ R3
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⇔


x = t+ (−z + 2t+ 2λ3) + λ3 = −z + 3t+ 3λ3

y = 2t+ 3λ3

λ2 = −z + 2t+ 2λ3

, (λ2, λ3) ∈ R2

⇔


x = −z + 3t+ 3

(
y − 2t

3

)
= y − z + t

λ3 =
y − 2t

3

, λ3 ∈ R

⇔x− y + z − t = 0.

On peut aussi remarquer que F est un hyperplan de R4 car dim(F ) = 3 d’après
le résultat de la question précédente, il suffit donc de chercher une représentation
cartésienne de F de la forme ax+ by + cz + dt = 0.

En particulier, on a :
—
−→
f1 = (1, 0,−1, 0) ∈ F car 1− 0 + (−1)− 0 = 0,

—
−→
f2 = (0,−1, 0, 1) ∈ F car 0− (−1) + 0− 1 = 0

— et
−→
f3 = (1, 1, 1, 1) ∈ F car 1− 1 + 1− 1 = 0.

Finalement, (
−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ) est une famille libre de F . Puisque dim(F ) = 3 d’après le résultat de la

question précédente, on en déduit que la famille (
−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ) est une base de F .

7. Montrer que la famille B =
(−→

f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ,
−→e4

)
est une base de R4.

I Puisque dim(R4) = 4, il suffit de démontrer que (
−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ,
−→e4 ) est une famille libre. On a :

rang
(−→

f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ,
−→e4

)
= rang

(
MatC

(−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ,
−→e4

))

= rang


1 0 1 0
0 −1 1 0
−1 0 1 0
0 1 1 1

 = rang


1 0 1 0
0 −1 1 0
0 0 2 0
0 0 2 1

 L3 ← L3 + L1

L4 ← L4 + L2

= rang


1 0 1 0
0 −1 1 0
0 0 2 0
0 0 0 1


L4 ← L4 − L3

= 4

donc la famille B = (
−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ,
−→e4 ) est libre. Puisque R4 est de dimension 4, B est une base de R4 .

8. Déterminer la matrice des coordonnées de la famille C dans la base B.
I Soit −→u = (x, y, z, t) = x−→e1 + y−→e2 + z−→e3 + t−→e4 ∈ R4. Les coordonnées de −→u dans la base
B = (

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ,
−→e4 ) de R4 forment l’unique solution du système linéaire suivant :

−→u = λ1

−→
f1 + λ2

−→
f2 + λ3

−→
f3 + λ4

−→e4

⇔


x
y
z
t

 =


1 0 1 0
0 −1 1 0
−1 0 1 0
0 1 1 1



λ1

λ2

λ3

λ4


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⇔


x
y

z + x
t+ y

 =


1 0 1 0
0 −1 1 0
0 0 2 0
0 0 2 1



λ1

λ2

λ3

λ4

 L3 ← L3 + L1

L4 ← L4 + L2

⇔


x
−y

1
2
(z + x)

(t+ y)− (z + x)

 =


1 0 1 0
0 1 −1 0
0 0 1 0
0 0 0 1



λ1

λ2

λ3

λ4

 L2 ← −L2

L3 ← 1
2
L3

L4 ← L4 − L3

⇔


x− 1

2
(z + x)

−y + 1
2
(z + x)

1
2
(z + x)

(t+ y)− (z + x)

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



λ1

λ2

λ3

λ4


L1 ← L1 − L3

L2 ← L2 + L3

⇔


λ1 = 1

2
x− 1

2
z

λ2 = 1
2
x− y + 1

2
z

λ3 = 1
2
x+ 1

2
z

λ4 = −x+ y − z + t

.

Par conséquent :

MatB

(−→u ) = MatB

(
(x, y, z, t)

)
=


1
2
x− 1

2
z

1
2
x− y + 1

2
z

1
2
x+ 1

2
z

−x+ y − z + t

 .

Faire ce calcul pour un vecteur −→u = (x, y, z, t) ∈ R4 quelconque permet de ne
pas avoir à refaire quatre fois le même calcul pour chaque vecteur de C.

En remplaçant −→u = (x, y, z, t) par les coordonnées des vecteurs de la base canonique on obtient :

MatB

(−→e1

)
= MatB

(
(1, 0, 0, 0)

)
=


1/2
1/2
1/2
−1

 , MatB

(−→e2

)
= MatB

(
(0, 1, 0, 0)

)
=


0
−1
0
1



MatB

(−→e3

)
= MatB

(
(0, 0, 1, 0)

)
=


−1/2
1/2
1/2
−1

 , MatB

(−→e4

)
= MatB

(
(0, 0, 0, 1)

)
=


0
0
0
1


et finalement :

MatB

(
C
)

= MatB

(
(−→e1 ,
−→e2 ,
−→e3 ,
−→e4 )
)

=


1/2 0 −1/2 0
1/2 −1 1/2 0
1/2 0 1/2 0
−1 1 −1 1

 .

9. Montrer que pour chaque −→u ∈ R4, il existe un unique couple (
−→
f , τ) ∈ F ×R tel que −→u =

−→
f + τ−→e4 .

I Soit −→u ∈ R4.
Existence. Puisque la famille B = (

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ,
−→e4 ) est une base de R4, il existe une unique liste

de coordonnées (λ1, λ2, λ3, λ4) ∈ R4 telle que −→u = λ1

−→
f1 + λ2

−→
f2 + λ3

−→
f3 + λ4

−→e4 . On pose
−→
f =

λ1

−→
f1 + λ2

−→
f2 + λ3

−→
f3 et τ = λ4. Alors

−→
f ∈ Vect(

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ) = F car (

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ) est une base de F et

−→
f + τ−→e4 = λ1

−→
f1 + λ2

−→
f2 + λ3

−→
f3 + λ4

−→e4 = −→u . Il existe donc bien un couple (
−→
f , τ) ∈ F × R tel que

−→u =
−→
f + τ−→e4 .

Unicité. On suppose qu’il existe deux couples (
−→
f , τ) ∈ F × R et (

−→
f ′ , τ ′) ∈ F × R tels que −→u =

−→
f + τ−→e4 =

−→
f ′ + τ ′−→e4 . Puisque la famille (

−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ) est une base de F , il existe deux uniques listes
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de coordonnées (λ1, λ2, λ3) ∈ R3 et (λ′1, λ
′
2, λ
′
3) ∈ R3 telles que

−→
f = λ1

−→
f1 + λ2

−→
f2 + λ3

−→
f3 et

−→
f ′ =

λ′1
−→
f1 +λ′2

−→
f2 +λ′3

−→
f3 . Par conséquent : −→u = λ1

−→
f1 +λ2

−→
f2 +λ3

−→
f3 +τ−→e4 = λ′1

−→
f1 +λ′2

−→
f2 +λ′3

−→
f3 +τ ′−→e4 . Par

unicité des coordonnées de −→u dans la base B = (
−→
f1 ,
−→
f2 ,
−→
f3 ,
−→e4 ), on en déduit que λ1 = λ′1, λ2 = λ′2,

λ3 = λ′3 et τ = τ ′. En particulier, on obtient que
−→
f = λ1

−→
f1 +λ2

−→
f2 +λ3

−→
f3 = λ′1

−→
f1 +λ′2

−→
f2 +λ′3

−→
f3 =

−→
f ′

et τ = τ ′, c’est-à-dire (
−→
f , τ) = (

−→
f ′ , τ ′).

Conclusion. Par conséquent, pour tout −→u ∈ R4, il existe un unique couple (
−→
f , τ) ∈ F × R tel que

−→u =
−→
f + τ−→e4

Question facile et qui ne nécessite aucun calcul si on maîtrise parfaitement son
cours sur l’espace vectoriel Kn. On peut également exploiter le calcul effectué à
la question 8 qui démontre que pour tout −→u = (x, y, z, t) ∈ R4, l’unique solution
de l’équation −→u =

−→
f + τ−→e4 d’inconnue (

−→
f , τ) ∈ F × R est

−→
f =

(
1

2
x− 1

2
z

)
−→
f1 +

(
1

2
x− y +

1

2
z

)
−→
f2 +

(
1

2
x+

1

2
z

)
−→
f3 et τ = −x+y−z+t.
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DS no 9 de mathématiques
durée : 3 heures

Problème 1
On fixe pour tout le problème une application linéaire f ∈ L(Kn,Kp) où (n, p) ∈ N2 et K désigne R ou C.
Le but de ce problème est de démontrer le théorème du rang, c’est-à-dire : n = dim(Ker(f)) + rang(f).

1. On note i = dim(Im(f)) et on considère une base (
−→
A1,
−→
A2, . . . ,

−→
Ai) de Im(f).

Montrer que pour chaque ` ∈ J1, iK, il existe un vecteur −→a` ∈ Kn tel que f(−→a` ) =
−→
A`.

2. On note k = dim(Ker(f)) et on considère une base (
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) de Ker(f).

Montrer que pour chaque ` ∈ J1, kK, on a f(
−→
b` ) =

−→
0 .

Pour les questions suivantes on pose B = (−→a1 ,
−→a2 , . . . ,

−→ai ,
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ).

3. Pour cette question, on fixe (α1, α2, . . . , αi) ∈ Ki et (β1, β2, . . . , βk) ∈ Kk tels que

i∑
`=1

α`
−→a` +

k∑
`=1

β`
−→
b` =

−→
0 .

(a) Montrer que
∑i

`=1 α`
−→
A` =

−→
0 .

(b) En déduire que α1 = α2 = · · · = αi = 0 puis que β1 = β2 = · · · = βk = 0.
(c) Que peut-on en déduire pour la famille B ?

4. Pour cette question, on fixe −→x ∈ Kn.

(a) Montrer qu’il existe (α1, α2, . . . , αi) ∈ Ki tel que f(−→x ) =
∑i

`=1 α`
−→
A`.

(b) On pose −→a =
∑i

`=1 α`
−→a` et

−→
b = −→x −−→a . Montrer que

−→
b ∈ Ker(f).

(c) En déduire qu’il existe (β1, β2, . . . , βk) ∈ Kk tel que

−→x =
i∑

`=1

α`
−→a` +

k∑
`=1

β`
−→
b` .

(d) Que peut-on en déduire pour la famille B ?
5. Conclure.
6. (Exemple.) Pour cette question, on considère l’application suivante :

f : R3 → R4, (x, y, z)→ (2x− y,−x+ 2y − z, 3x− 3y + z, x+ y − z).

(a) Justifier que f est linéaire.
(b) Déterminer les entiers (i, k) ∈ N2 définis aux questions 1 et 2 pour cet exemple.

(c) Déterminer des familles (
−→
A1,
−→
A2, . . . ,

−→
Ai), (−→a1 ,

−→a2 , . . . ,
−→ai ) et (

−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) vérifiant les condi-

tions des questions 1 et 2 pour cet exemple.

(d) Vérifiez que la famille B = (−→a1 ,
−→a2 , . . . ,

−→ai ,
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) obtenue est bien une base de R3.
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Problème 2
Le but de ce problème est d’étudier la fonction réelle suivante :

g : x 7→
∫ x2

x

dt

ln(t)
.

1. (Étude globale.)
(a) Justifier que g est bien définie sur Dg =]0, 1[∪]1,+∞[.
(b) Montrer que g est positive sur Dg.
(c) Justifier que g est dérivable sur Dg et exprimer sa dérivée en tout point de Dg.
(d) Montrer que g est de classe C∞ sur Dg.
(e) Étudier les variations de g sur Dg (les limites aux bornes de chaque intervalle de Dg ne sont pas

demandées pour cette question).
2. (Étude au voisinage de 0.)

(a) Montrer que :

∀x ∈]0, 1[,
x(x− 1)

2 ln(x)
6 g(x) 6

x(x− 1)

ln(x)
.

(b) En déduire que g se prolonge par continuité en 0 et préciser la valeur de ce prolongement en 0.
Pour la suite, on note encore g le prolongement continu de g en 0.

(c) Montrer que g est dérivable à droite en 0 et préciser g′(0).
(d) Que peut-on dire de la tangente en 0 à la courbe représentative de g ?

3. (Étude au voisinage de 1.)

(a) Déterminer le développement limité à l’ordre 1 de
1

ln(t)
− 1

t− 1
quand t→ 1.

(b) En déduire qu’il existe η ∈]0, 1[ tel que :

∀t ∈]1− η, 1 + η[\{1},

∣∣∣∣ 1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

∣∣∣∣
|t− 1|

6 1.

(c) Montrer que :

∀x ∈
]√

1− η,
√

1 + η
[
\ {1},

∣∣∣∣g(x)− ln(1 + x)− 1

2
x(x− 1)

∣∣∣∣ 6 1

2
x(x+ 2)(x− 1)2.

(d) En déduire que g se prolonge par continuité en 1 et préciser la valeur de ce prolongement en 1.
Pour la suite, on note encore g le prolongement continu de g en 1.

(e) Montrer que :

∀x ∈
]√

1− η,
√

1 + η
[
\ {1},

∣∣∣∣g(x)− ln(2)

x− 1
− ln(1 + x)− ln(2)

x− 1
− 1

2
x

∣∣∣∣ 6 1

2
x(x+ 2)|x− 1|.

(f) En déduire que g est dérivable en 1 et préciser g′(1).

(g) Justifier que g est une primitive de la fonction qui à x > 0 associe
x− 1

ln(x)
si x 6= 1 et g′(1) si

x = 1. En déduire le développement limité à l’ordre 2 de g en 1.
(h) Étudier, au voisinage de 1, la position relative de la courbe représentative de g par rapport à sa

tangente en 1.
4. (Étude au voisinage de +∞.)

(a) Montrer que :

∀x > 1,
x(x− 1)

2 ln(x)
6 g(x) 6

x(x− 1)

ln(x)
.

(b) En déduire la limite de g en +∞.
(c) Démontrer que la courbe représentative de g n’admet pas de droite asymptote en +∞.
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Corrigé du DS no 9 de mathématiques

Problème 1
On fixe pour tout le problème une application linéaire f ∈ L(Kn,Kp) où (n, p) ∈ N2 et K désigne R ou C.
Le but de ce problème est de démontrer le théorème du rang, c’est-à-dire : n = dim(Ker(f)) + rang(f).

1. On note i = dim(Im(f)) et on considère une base (
−→
A1,
−→
A2, . . . ,

−→
Ai) de Im(f).

Montrer que pour chaque ` ∈ J1, iK, il existe un vecteur −→a` ∈ Kn tel que f(−→a` ) =
−→
A`.

I Soit ` ∈ J1, iK. Puisque (
−→
A1,
−→
A2, . . . ,

−→
Ai) forme une base de Im(f), on a en particulier :

A` ∈ Im(f) = {f (−→x ) |−→x ∈ Kn} .

On en déduit bien que pour tout ` ∈ J1, iK, il existe un vecteur −→a` ∈ Kn tel que f(−→a` ) =
−→
A` .

Il s’agit d’une question de cours. Il suffit donc de rappeler la définition de Im(f).

2. On note k = dim(Ker(f)) et on considère une base (
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) de Ker(f).

Montrer que pour chaque ` ∈ J1, kK, on a f(
−→
b` ) =

−→
0 .

I Soit ` ∈ J1, kK. Puisque (
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) forme une base de Ker(f), on a en particulier :

b` ∈ Ker(f) =
{−→x ∈ Kn|f (−→x ) =

−→
0
}
.

On en déduit bien que pour tout ` ∈ J1, kK, f(
−→
b` ) =

−→
0 .

De même, il suffit de rappeler la définition du cours de Ker(f).

Pour les questions suivantes on pose B = (−→a1 ,
−→a2 , . . . ,

−→ai ,
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ).

3. Pour cette question, on fixe (α1, α2, . . . , αi) ∈ Ki et (β1, β2, . . . , βk) ∈ Kk tels que

i∑
`=1

α`
−→a` +

k∑
`=1

β`
−→
b` =

−→
0 .

(a) Montrer que
∑i

`=1 α`
−→
A` =

−→
0 .

I Puisque f est une application linéaire, on a :

−→
0 = f(

−→
0 ) = f

(
i∑

`=1

α`
−→a` +

k∑
`=1

β`
−→
b`

)
(d’après l’hypothèse de l’énoncé)

=
i∑

`=1

α` f (−→a` )︸ ︷︷ ︸
=
−→
A`

+
k∑
`=1

β` f
(−→
b`

)
︸ ︷︷ ︸

=
−→
0

(par linéarité)

=
i∑

`=1

α`
−→
A` +

k∑
`=1

β`
−→
0 (d’après les résultats des questions 1 et 2)

=
i∑

`=1

α`
−→
A` +

−→
0 =

i∑
`=1

α`
−→
A`.

Ainsi, on a bien
∑i

`=1 α`
−→
A` =

−→
0 .
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(b) En déduire que α1 = α2 = · · · = αi = 0 puis que β1 = β2 = · · · = βk = 0.
I La famille (

−→
A1,
−→
A2, . . . ,

−→
Ai) forme une base de Im(f) d’après l’énoncé. En particulier, elle est

libre. On en déduit d’après le résultat précédent et la définition d’une famille libre que :

α1 = α2 = · · · = αi = 0 .

En remplaçant ces valeurs dans l’hypothèse de l’énoncé, on obtient :

−→
0 =

i∑
`=1

α`︸︷︷︸
=0

−→a` +
k∑
`=1

β`
−→
b` =

−→
0 +

k∑
`=1

β`
−→
b` =

k∑
`=1

β`
−→
b` .

Or la famille (
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) forme une base de Ker(f). En particulier, elle est libre. On en

déduit que :
β1 = β2 = · · · = βk = 0 .

(c) Que peut-on en déduire pour la famille B ?
I Nous venons de démontrer que si la combinaison linéaire

i∑
`=1

α`
−→a` +

k∑
`=1

β`
−→
b` = α1

−→a1 + α2
−→a2 + · · ·+ αi

−→ai + β1

−→
b1 + β2

−→
b2 + · · ·+ βk

−→
bk

est égale au vecteur nul alors tous les scalaires α1, α2, . . . , αi, β1, β2, . . . , βk sont nuls. Puisque
ceci est vrai pour toute famille de scalaires (α1, α2, . . . , αi, β1, β2, . . . , βk) ∈ Ki+k, on en déduit

que la famille B = (−→a1 ,
−→a2 , . . . ,

−→ai ,
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) est libre .

4. Pour cette question, on fixe −→x ∈ Kn.

(a) Montrer qu’il existe (α1, α2, . . . , αi) ∈ Ki tel que f(−→x ) =
∑i

`=1 α`
−→
A`.

I Par définition de Im(f), on a f(−→x ) ∈ Im(f). Or la famille (
−→
A1,
−→
A2, . . . ,

−→
Ai) forme une base

de Im(f). En particulier, elle est génératrice de Im(f). On en déduit d’après la définition d’une

famille génératrice qu’ il existe (α1, α2, . . . , αi) ∈ Ki tel que f(−→x ) =
∑i

`=1 α`
−→
A` .

Puisque (
−→
A1,
−→
A2, . . . ,

−→
Ai) est une base de Im(f), les scalaires (α1, α2, . . . , αi)

sont les coordonnées de f(−→x ) dans cette base (ils sont en particulier uniques).

(b) On pose −→a =
∑i

`=1 α`
−→a` et

−→
b = −→x −−→a . Montrer que

−→
b ∈ Ker(f).

I Puisque f est une application linéaire, on a :

f(
−→
b ) = f(−→x −−→a ) = f(−→x )− f(−→a ) (par linéarité)

=
i∑

`=1

α`
−→
A` − f

(
i∑

`=1

α`
−→a`

)
(d’après le résultat de la question 4(a) et la définition de −→a )

=
i∑

`=1

α`
−→
A` −

i∑
`=1

α` f (−→a` )︸ ︷︷ ︸
=
−→
A`

(par linéarité)

=
i∑

`=1

α`
−→
A` −

i∑
`=1

α`
−→
A` (d’après le résultat de la question 1)

=
−→
0 .

Ainsi
−→
b ∈ Ker(f) par définition de Ker(f).
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(c) En déduire qu’il existe (β1, β2, . . . , βk) ∈ Kk tel que

−→x =
i∑

`=1

α`
−→a` +

k∑
`=1

β`
−→
b` .

I La famille (
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) forme une base de Ker(f). En particulier, elle est génératrice de

Ker(f). On en déduit d’après le résultat précédent et la définition d’une famille génératrice qu’il
existe (β1, β2, . . . , βk) ∈ Kk tel que

−→
b =

∑k
`=1 β`

−→
b` . Par conséquent, on a bien :

−→x = −→a +
−→
b =

i∑
`=1

α`
−→a` +

k∑
`=1

β`
−→
b` .

De même que pour la question 4(a), les scalaires (β1, β2, . . . , βk) sont les coor-
données de

−→
b dans la base (

−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) de Ker(f) (ils sont donc uniques).

(d) Que peut-on en déduire pour la famille B ?
I Nous venons de démontrer que le vecteur x peut s’écrire comme une combinaison linéaire des
vecteurs −→a1 ,

−→a2 , . . . ,
−→ai ,
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk :

−→x =
i∑

`=1

α`
−→a` +

k∑
`=1

β`
−→
b` = α1

−→a1 + α2
−→a2 + · · ·+ αi

−→ai + β1

−→
b1 + β2

−→
b2 + · · ·+ βk

−→
bk .

Puisque ceci est vrai pour tout vecteur x ∈ Kn, on en déduit que la famille B = (−→a1 ,
−→a2 , . . . ,

−→ai ,
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) est génératrice de Kn .

5. Conclure.
I D’après les résultats des questions 3 et 4, la famille B = (−→a1 ,

−→a2 , . . . ,
−→ai ,
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) est une

base de Kn. Puisque cette famille contient i+ k vecteurs, on obtient que i+ k = dim(Kn) = n. Or
on a par définition i = dim(Im(f)) = rang(f) et k = dim(Ker(f)). On a donc bien démontré le
théorème du rang :

n = dim(Ker(f)) + rang(f) .

6. (Exemple.) Pour cette question, on considère l’application suivante :

f : R3 → R4, (x, y, z)→ (2x− y,−x+ 2y − z, 3x− 3y + z, x+ y − z).

(a) Justifier que f est linéaire.
I Soient (λ1, λ2) ∈ R2, −→u1 = (x1, y1, z1) ∈ R3 et −→u2 = (x2, y2, z2) ∈ R3. On a :

f
(
λ1
−→u1 + λ2

−→u2

)
=f
(
λ1(x1, y1, z1) + λ2(x2, y2, z2)

)
= f

(
λ1x1 + λ2x2, λ1y1 + λ2y2, λ1z1 + λ2z2

)
=
(

2(λ1x1 + λ2x2)− (λ1y1 + λ2y2),

− (λ1x1 + λ2x2) + 2(λ1y1 + λ2y2)− (λ1z1 + λ2z2),

3(λ1x1 + λ2x2)− 3(λ1y1 + λ2y2) + (λ1z1 + λ2z2),

(λ1x1 + λ2x2) + (λ1y1 + λ2y2)− (λ1z1 + λ2z2)
)

=
(
λ1(2x1 − y1) + λ2(2x2 − y2),

λ1(−x1 + 2y1 − z1) + λ2(−x2 + 2y2 − z2),

λ1(3x1 − 3y1 + z1) + λ2(3x2 − 3y2 + z2),

λ1(x1 + y1 − z1) + λ2(x2 + y2 − z2)
)

=λ1

(
2x1 − y1,−x1 + 2y1 − z1, 3x1 − 3y1 + z1, x1 + y1 − z1

)
+ λ2

(
2x2 − y2,−x2 + 2y2 − z2, 3x2 − 3y2 + z2, x2 + y2 − z2

)
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f
(
λ1
−→u1 + λ2

−→u2

)
= λ1f(x1, y1, z1) + λ2f(x2, y2, z2) = λ1f

(−→u1

)
+ λ2f

(−→u2

)
.

Donc f est une application linéaire de R3 dans R4 .

(b) Déterminer les entiers (i, k) ∈ N2 définis aux questions 1 et 2 pour cet exemple.
I On note E et F les bases canoniques de R3 et R4 respectivement. On a :

MatE,F(f) =


2 −1 0
−1 2 −1
3 −3 1
1 1 −1

 .

On a donc d’après la méthode du pivot de Gauss :

rang(f) = rang(MatE,F(f)) = rang


2 −1 0
−1 2 −1
3 −3 1
1 1 −1



= rang


1 1 −1
0 3 −2
0 −6 4
0 −3 2


L1 ↔ L4

L2 ← L2 + L4

L3 ← L3 − 3L4

L4 ↔ L1 − 2L4

= rang


1 1 −1
0 3 −2
0 0 0
0 0 0

 L3 ← L3 + 2L2

L4 ← L4 + L2

= 2.

On en déduit que i = dim(Im(f)) = rang(f) = 2 et k = dim(Ker(f)) = n− rang(f) = 3− 2 = 1
d’après le théorème du rang démontré à la question 5. Ainsi :

(i, k) = (2, 1) .

(c) Déterminer des familles (
−→
A1,
−→
A2, . . . ,

−→
Ai), (−→a1 ,

−→a2 , . . . ,
−→ai ) et (

−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) vérifiant les condi-

tions des questions 1 et 2 pour cet exemple.
I Puisque i = 2 d’après le résultat précédent, on cherche une base (

−→
A1,
−→
A2) de Im(f). Or on a :

Im(f) =
{
f(−→u ) | −→u ∈ R3

}
=
{

(2x− y,−x+ 2y − z, 3x− 3y + z, x+ y − z) | (x, y, z) ∈ R3
}

=
{
x (2,−1, 3, 1) + y (−1, 2,−3, 1) + z (0,−1, 1,−1) | (x, y, z) ∈ R3

}
= Vect

(
(2,−1, 3, 1) , (−1, 2,−3, 1) , (0,−1, 1,−1)

)
.

Ainsi ((2,−1, 3, 1) , (−1, 2,−3, 1) , (0,−1, 1,−1)) est une famille de trois vecteurs génératrice de
Im(f). En particulier ((2,−1, 3, 1) , (−1, 2,−3, 1)) est une famille de deux vecteurs de Im(f).
Puisque ces deux vecteurs sont non colinéaires, cette famille est libre. Puisque dim(Im(f)) =
i = 2, on en déduit que cette famille libre de deux vecteurs de Im(f) forme une base de Im(f).
Il suffit donc de poser :

−→
A1 = (2,−1, 3, 1) et

−→
A2 = (−1, 2,−3, 1) .

La réponse n’est bien sûr pas unique. Toute famille de deux vecteurs non
colinéaires de Im(f) convient pour le choix de (

−→
A1,
−→
A2).
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On cherche maintenant une famille (−→a1 ,
−→a2) de R3 telle que f(−→a1) =

−→
A1 et f(−→a2) =

−→
A2 d’après

la question 1. Or on a :

∀(x, y, z) ∈ R3, f(x, y, z) = x (2,−1, 3, 1) + y (−1, 2,−3, 1) + z (0,−1, 1,−1)

= x
−→
A1 + y

−→
A2 + z (0,−1, 1,−1) .

Il suffit donc de poser :
−→a1 = (1, 0, 0) et −→a2 = (0, 1, 0) .

De même, la réponse n’est pas unique d’une part car le choix de (
−→
A1,
−→
A2)

n’est pas unique et d’autre part car l’application f n’est pas injective (puisque
dim(Ker(f)) = 1 6= 0) donc

−→
A1 et

−→
A2 admettent plusieurs antécédents. Le

choix précédent de (
−→
A1,
−→
A2) permet de répondre très rapidement si on a bien

compris le cours. Un autre choix de (
−→
A1,
−→
A2) entraîne la résolution de deux

systèmes linéaires : c’est correct mais plus long.

Enfin, puisque k = 1 d’après le résultat de la question précédente, on cherche une base (
−→
b1 ) de

Ker(f). Or on a :

Ker(f) =
{−→u ∈ R3 | f (−→u ) =

−→
0
}

=
{

(x, y, z) ∈ R3 | (2x− y,−x+ 2y − z, 3x− 3y + z, x+ y − z) = (0, 0, 0, 0)
}

ce qui entraîne la résolution du système linéaire suivant écrit sous forme matricielle :
2 −1 0
−1 2 −1
3 −3 1
1 1 −1


x
y
z

 =


0
0
0
0

 .

En utilisant les mêmes opérations sur les lignes qu’à la question 6(b), on obtient le système
linéaire équivalent suivant : 

1 1 −1
0 3 −2
0 0 0
0 0 0


x
y
z

 =


0
0
0
0

 .

On a un système linéaire homogène de quatre équations à trois inconnues de rang 2 avec deux
équations auxiliaires compatibles. Il admet donc une infinité de solutions qu’on peut exprimer
en fonction d’un paramètre t = z (car z est une inconnue auxiliaire) :

x+ y − z = 0
3y − 2z = 0
z = t

, t ∈ R⇔


x = −y + z = −2

3
t+ t = 1

3
t

y = 2
3
z = 2

3
t

z = t
, t ∈ R.

Par conséquent :

Ker(f) =
{

(x, y, z) =
(

1
3
t, 2

3
t, t
)

= t
(

1
3
, 2

3
, 1
)
| t ∈ R

}
= Vect

( (
1
3
, 2

3
, 1
) )
.

Ainsi
((

1
3
, 2

3
, 1
))

est une famille d’un seul vecteur génératrice de Ker(f). Puisque ce vecteur est
non nul, cette famille est libre et forme une base de Ker(f). Il suffit donc de poser :

−→
b1 =

(
1
3
, 2

3
, 1
)
.

Encore une fois, la réponse n’est bien sûr pas unique. Tout vecteur non nul
de Ker(f) convient pour le choix de

−→
b1 .
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(d) Vérifiez que la famille B = (−→a1 ,
−→a2 , . . . ,

−→ai ,
−→
b1 ,
−→
b2 , . . . ,

−→
bk ) obtenue est bien une base de R3.

I D’après les résultats de la question précédente, on a dans la base canonique E de R3 :

rang(B) = rang
(−→a1 ,

−→a2 ,
−→
b1

)
= rang

(
MatE

(−→a1 ,
−→a2 ,
−→
b1

))
= rang

 1 0 1
3

0 1 2
3

0 0 1

 = 3.

Ainsi B =
(−→a1 ,

−→a2 ,
−→
b1

)
est une famille de trois vecteurs de R3 de rang 3. On en déduit bien que

B =
(−→a1 ,

−→a2 ,
−→
b1

)
est une base de R3 .

Problème 2
Le but de ce problème est d’étudier la fonction réelle suivante :

g : x 7→
∫ x2

x

dt

ln(t)
.

1. (Étude globale.)
(a) Justifier que g est bien définie sur Dg =]0, 1[∪]1,+∞[.

I Soit x ∈ Dg.
1er cas : x ∈]0, 1[. Alors 0 < x2 < x < 1. La fonction t 7→ 1/ ln(t) est continue sur sur [x2, x]
comme quotient de fonctions usuelles continues dont le dénominateur ne s’annule pas (car ln(t) =
0⇔ t = 1). En particulier, l’intégrale de t 7→ 1/ ln(t) sur [x2, x] existe. Donc g(x) est bien définie
car

g(x) =

∫ x2

x

dt

ln(t)
= −

∫ x

x2

dt

ln(t)
.

2e cas : x ∈]1,+∞[. Alors 1 < x < x2. De même, l’intégrale de t 7→ 1/ ln(t) sur [x, x2] existe
comme intégrale d’un quotient de fonctions usuelles continues dont le dénominateur ne s’annule
pas. Donc g(x) est bien définie.
Conclusion : dans tous les cas, g(x) est bien définie pour tout x ∈ Dg =]0, 1[∪]1,+∞[ .

(b) Montrer que g est positive sur Dg.
I Soit x ∈ Dg.
1er cas : x ∈]0, 1[. Alors 0 < x2 < x < 1. Puisque ln(t) < 0 pour tout t ∈]0, 1[, on a :

∀t ∈ [x2, x],
−1

ln(t)
> 0.

D’où par linéarité et positivité de l’intégrale :

g(x) =

∫ x2

x

dt

ln(t)
= −

∫ x

x2

dt

ln(t)
=

∫ x

x2

−1

ln(t)
dt > 0.

2e cas : x ∈]1,+∞[. Alors 1 < x < x2. De même, puisque ln(t) > 0 pour tout t ∈]1,+∞[, on a :

∀t ∈ [x, x2],
1

ln(t)
> 0 d’où g(x) =

∫ x2

x

1

ln(t)
dt > 0.

Conclusion : dans tous les cas, g(x) > 0 pour tout x ∈ Dg .

Attention : les bornes doivent être dans l’ordre croissant (c’est-à-dire
∫ b
a
avec

a 6 b) lorsqu’on effectue une comparaison. La disjonction de cas est donc
nécessaire à cette question pour distinguer les cas x2 6 x et x 6 x2.
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(c) Justifier que g est dérivable sur Dg et exprimer sa dérivée en tout point de Dg.
I Puisque la fonction t 7→ 1/ ln(t) est continue sur Dg =]0, 1[∪]1,+∞[ comme quotient de fonc-
tions usuelles dont le dénominateur ne s’annule pas, elle admet des primitives sur cet ensemble
d’après le théorème fondamental de l’analyse. On note F une primitive de cette fonction sur Dg.
On a donc :

∀x ∈ Dg, g(x) =

∫ x2

x

dt

ln(t)
=
[
F (t)

]x2
x

= F (x2)− F (x).

Ainsi g est dérivable sur Dg comme différence et composée de fonctions dérivables sur Dg (car
si x ∈ Dg =]0, 1[∪]1,+∞[ alors x2 ∈ Dg). De plus :

∀x ∈ Dg, g′(x) = 2xF ′(x2)− F ′(x) = 2x
1

ln(x2)
− 1

ln(x)
=

2x

2 ln(x)
− 1

ln(x)
=

x− 1

ln(x)
.

N’oubliez pas de préciser que x2 ∈ Dg si x ∈ Dg pour justifier précisément
que la composée x 7→ F (x2) est dérivable sur Dg.

(d) Montrer que g est de classe C∞ sur Dg.
I D’après le résultat de la question précédente, g′ est de classe C∞ sur Dg comme quotient
de fonctions usuelles de classe C∞ dont le dénominateur ne s’annule pas. On en déduit que
g est de classe C∞ sur Dg comme primitive d’une fonction de classe C∞.

(e) Étudier les variations de g sur Dg (les limites aux bornes de chaque intervalle de Dg ne sont pas
demandées pour cette question).
I On a d’après le principe de Lagrange sur chaque intervalle de Dg :

x

x − 1

ln(x)

g′(x)

g(x)

0 1 +∞

− +

− +

+ +

2. (Étude au voisinage de 0.)
(a) Montrer que :

∀x ∈]0, 1[,
x(x− 1)

2 ln(x)
6 g(x) 6

x(x− 1)

ln(x)
.

I Soit x ∈]0, 1[. Alors 0 < x2 < x < 1. Puisque t 7→ ln(t) est strictement croissante sur ]0,+∞[,
on a :

∀t ∈ [x2, x], 2 ln(x) = ln(x2) 6 ln(t) 6 ln(x) < ln(1) = 0

donc :
∀t ∈ [x2, x],

−1

2 ln(x)
6
−1

ln(t)
6
−1

ln(x)

car la fonction X 7→ −1/X est strictement croissante sur ]−∞, 0[.

N’oubliez pas de préciser que tous les membres de la première ligne d’inéga-
lités sont négatifs avant de composer par la fonction X 7→ −1/X car cette
dernière n’est pas strictement croissante sur R? ! !
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On en déduit par croissance de l’intégrale que :

1

2

∫ x

x2

−1

ln(x)
dt =

∫ x

x2

−1

2 ln(x)
dt 6

∫ x

x2

−1

ln(t)
dt 6

∫ x

x2

−1

ln(x)
dt.

Or on a :∫ x

x2

−1

ln(x)
dt =

[
−t

ln(x)

]x
x2

=
−x+ x2

ln(x)
=
x(x− 1)

ln(x)
et

∫ x

x2

−1

ln(t)
dt =

∫ xZ

x

dt

ln(t)
= g(x)

donc on obtient bien que :

∀x ∈]0, 1[,
x(x− 1)

2 ln(x)
6 g(x) 6

x(x− 1)

ln(x)
.

(b) En déduire que g se prolonge par continuité en 0 et préciser la valeur de ce prolongement en 0.
Pour la suite, on note encore g le prolongement continu de g en 0.
I On a limx→0 x(x− 1) = 0 et limx→0+ ln(x) = −∞. Par quotient de limites, on obtient donc :

lim
x→0+

x(x− 1)

2 ln(x)
= lim

x→0+

x(x− 1)

ln(x)
= 0.

D’après le théorème de la limite par encadrement, on déduit du résultat de la question précédente
que :

lim
x→0+

g(x) = 0.

Ainsi g se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 0 .

(c) Montrer que g est dérivable à droite en 0 et préciser g′(0).
I D’après le résultat de la question 2(a), on a :

∀x ∈]0, 1[,
x− 1

2 ln(x)
6
g(x)

x
6
x− 1

ln(x)
(car x > 0).

Or :
lim
x→0+

x− 1

2 ln(x)
= lim

x→0+

x− 1

ln(x)
= 0

d’où d’après le théorème de la limite par encadrement :

lim
x→0+

g(x)− g(0)

x− 0
= lim

x→0+

g(x)

x
= 0.

Ainsi g est dérivable à droite en 0 et g′(0) = 0 .

(d) Que peut-on dire de la tangente en 0 à la courbe représentative de g ?
I D’après les résultats précédents, la courbe représentative de g admet une tangente en 0
d’équation :

y = g(0) + g′(0)(x− 0) = 0 + 0x = 0.

Ainsi la courbe représentative de g est tangente à l’axe des abscisses en 0 . De plus, la courbe
représentative de g est au-dessus de sa tangente en 0 puisque g est positive d’après le résultat
de la question 1(b).

3. (Étude au voisinage de 1.)
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(a) Déterminer le développement limité à l’ordre 1 de
1

ln(t)
− 1

t− 1
quand t→ 1.

I On a pour tout t au voisinage de 1 :

1

ln(t)
− 1

t− 1
=

1

ln(1 + h)
− 1

h
en posant t = 1 + h donc lim

t→1
h = 0

=
h− ln(1 + h)

h ln(1 + h)

=
h−

(
h− 1

2
h2 + 1

3
h3 + oh→0(h3)

)
h
(
h− 1

2
h2 + oh→0(h2)

)
=

1
2
h2 − 1

3
h3 + oh→0(h3)

h2 − 1
2
h3 + oh→0(h3)

=
1
2
− 1

3
h+ oh→0(h)

1− 1
2
h+ oh→0(h)

=

(
1

2
− 1

3
h+ oh→0(h)

)(
1 +

1

2
h+ oh→0(h)

)
=

1

2
+

(
1

4
− 1

3

)
h+ oh→0(h)

=
1

2
− 1

12
(t− 1) + ot→1(t− 1) .

(b) En déduire qu’il existe η ∈]0, 1[ tel que :

∀t ∈]1− η, 1 + η[\{1},

∣∣∣∣ 1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

∣∣∣∣
|t− 1|

6 1.

I D’après le résultat de la question précédente, on a :

1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

t− 1
=
− 1

12
(t− 1) + ot→1(t− 1)

t− 1
= − 1

12
+ ot→1(1)

d’où :

lim
t→1

1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

t− 1
= − 1

12
.

Par définition de la limite, on a :

∀ε > 0, ∃η ∈]0, 1[, ∀t ∈]1− η, 1 + η[\{1},

1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

t− 1
∈
]
− 1

12
− ε,− 1

12
+ ε

[
.

On fixe ε > 0 afin que − 1
12
−ε > −1 et − 1

12
+ε < 1, c’est-à-dire tel que ε < 11

12
et ε < 13

12
(il suffit

par exemple de prendre ε = 1
12
). Ainsi, tout réel appartenant à l’intervalle

]
− 1

12
− ε,− 1

12
+ ε
[

appartient aussi à l’intervalle ]−1, 1[ et est donc de valeur absolue plus petite que 1. On obtient
donc :

∃η ∈]0, 1[, ∀t ∈]1− η, 1 + η[\{1},

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

t− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

∣∣∣∣
|t− 1|

6 1 .
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(c) Montrer que :

∀x ∈
]√

1− η,
√

1 + η
[
\ {1},

∣∣∣∣g(x)− ln(1 + x)− 1

2
x(x− 1)

∣∣∣∣ 6 1

2
x(x+ 2)(x− 1)2.

I Soit x ∈
]√

1− η,
√

1 + η
[
\ {1} =

]√
1− η, 1

[
∪
]
1,
√

1 + η
[
.

1er cas : x ∈
]√

1− η, 1
[
. Alors 1−η < x2 < x < 1. En particulier, tout réel t ∈ [x2, x] appartient

à l’ensemble ]1− η, 1 + η[\{1}. On a donc d’après le résultat de la question précédente :

∀t ∈ [x2, x],

∣∣∣∣ 1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

∣∣∣∣ 6 |t− 1| (car |t− 1| > 0).

On en déduit par inégalité triangulaire et croissance de l’intégrale que :∣∣∣∣∫ x

x2

(
1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

)
dt

∣∣∣∣ 6 ∫ x

x2

∣∣∣∣ 1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

∣∣∣∣ dt 6 ∫ x

x2
|t− 1| dt.

Or on a par linéarité de l’intégrale :∫ x

x2

(
1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

)
dt =

∫ x

x2

1

ln(t)
dt−

∫ x

x2

1

t− 1
dt−

∫ x

x2

1

2
dt

= −
∫ x2

x

dt

ln(t)
−
[

ln(t− 1)
]x
x2
−
[
t

2

]x
x2

= −g(x)−
(

ln(x− 1)− ln(x2 − 1)
)
−
(
x

2
− x2

2

)
= −g(x)− ln

(
x− 1

(x− 1)(x+ 1)

)
− x(1− x)

2

= −
(
g(x)− ln(x+ 1)− 1

2
x(x− 1)

)
et :∫ x

x2
|t− 1|dt =

∫ x

x2
−(t− 1)dt (car si t ∈ [x2, x] ⊂ [1− η, 1] alors t− 1 6 0)

=

[
−
(
t2

2
− t
)]x

x2
= −

(
x2

2
− x
)

+

(
x4

2
− x2

)
=

1

2

(
x4 − 3x2 + 2x

)
=

1

2
x(x3 − 3x+ 2)

=
1

2
x(x− 1)(x2 + x− 2) (car 1 est racine évidente du polynôme X3 − 3X + 2)

=
1

2
x(x− 1)(x+ 2)(x− 1) =

1

2
x(x+ 2)(x− 1)2.

Finalement, on obtient :∣∣∣∣g(x)− ln(x+ 1)− 1

2
x(x− 1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−(g(x)− ln(x+ 1)− 1

2
x(x− 1)

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ x

x2

(
1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

)
dt

∣∣∣∣
6
∫ x

x2
|t− 1|dt =

1

2
x(x+ 2)(x− 1)2.

2e cas : x ∈
]
1,
√

1 + η
[
. Alors 1 < x < x2 < 1+η. En particulier, tout réel t ∈ [x, x2] appartient
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à l’ensemble ]1− η, 1 + η[\{1}. On a donc en raisonnant comme dans le premier cas :∣∣∣∣g(x)− ln(x+ 1)− 1

2
x(x− 1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ x2

x

(
1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

)
dt

∣∣∣∣∣
6
∫ x2

x

∣∣∣∣ 1

ln(t)
− 1

t− 1
− 1

2

∣∣∣∣ dt
6
∫ x2

x

|t− 1|dt =
1

2
x(x+ 2)(x− 1)2.

Conclusion : dans tous les cas, on a bien :

∀x ∈
]√

1− η,
√

1 + η
[
\ {1},

∣∣∣∣g(x)− ln(1 + x)− 1

2
x(x− 1)

∣∣∣∣ 6 1

2
x(x+ 2)(x− 1)2 .

(d) En déduire que g se prolonge par continuité en 1 et préciser la valeur de ce prolongement en 1.
Pour la suite, on note encore g le prolongement continu de g en 1.
I On a limx→1 ln(1 + x) = ln(2) (par continuité de la fonction ln en 2), limx→1

1
2
x(x − 1) = 0

et limx→1
1
2
x(x + 2)(x − 1)2 = 0. D’après le théorème de limite par encadrement, on déduit du

résultat de la question précédente que :

lim
x→1

∣∣∣∣g(x)− ln(1 + x)− 1

2
x(x− 1)

∣∣∣∣ = 0 donc lim
x→1

g(x) = lim
x→1

(
ln(1 + x) +

1

2
x(x− 1)

)
= ln(2).

Ainsi g se prolonge par continuité en 1 en posant g(1) = ln(2).

(e) Montrer que :

∀x ∈
]√

1− η,
√

1 + η
[
\ {1},

∣∣∣∣g(x)− ln(2)

x− 1
− ln(1 + x)− ln(2)

x− 1
− 1

2
x

∣∣∣∣ 6 1

2
x(x+ 2)|x− 1|.

I Soit x ∈
]√

1− η,
√

1 + η
[
\ {1}. En divisant le résultat de la question 3(c) par |x − 1| > 0,

on obtient : ∣∣g(x)− ln(1 + x)− 1
2
x(x− 1)

∣∣
|x− 1|

=

∣∣∣∣ g(x)

x− 1
− ln(1 + x)

x− 1
− 1

2
x

∣∣∣∣
6

1
2
x(x+ 2)(x− 1)2

|x− 1|
=

1

2
x(x+ 2)|x− 1|.

De plus, on a :

g(x)

x− 1
− ln(1 + x)

x− 1
=
g(x)− ln(2)− ln(1 + x) + ln(2)

x− 1
=
g(x)− ln(2)

x− 1
− ln(1 + x)− ln(2)

x− 1
.

Finalement, on obtient bien que :

∀x ∈
]√

1− η,
√

1 + η
[
\ {1},

∣∣∣∣g(x)− ln(2)

x− 1
− ln(1 + x)− ln(2)

x− 1
− 1

2
x

∣∣∣∣ 6 1

2
x(x+ 2)|x− 1| .

(f) En déduire que g est dérivable en 1 et préciser g′(1).
I Puisque la fonction x 7→ ln(1 + x) est dérivable en 1, on a en reconnaissant la limite de son
taux d’accroissement en 1 :

lim
x→1

ln(1 + x)− ln(2)

x− 1
=

1

1 + 1
=

1

2
.
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De plus, limx→1
1
2
x = 1

2
et limx→1

1
2
x(x + 2)|x − 1| = 0. D’après le théorème de limite par

encadrement, on déduit du résultat de la question précédente que :

lim
x→1

∣∣∣∣g(x)− ln(2)

x− 1
− ln(1 + x)− ln(2)

x− 1
− 1

2
x

∣∣∣∣ = 0

donc lim
x→1

g(x)− ln(2)

x− 1
= lim

x→1

(
ln(1 + x)− ln(2)

x− 1
+

1

2
x

)
=

1

2
+

1

2
= 1.

Ainsi g est dérivable en 1 et g′(1) = 1 .

(g) Justifier que g est une primitive de la fonction qui à x > 0 associe
x− 1

ln(x)
si x 6= 1 et g′(1) si

x = 1. En déduire le développement limité à l’ordre 2 de g en 1.
I D’après le résultat de la question 1(c), on a :

∀x ∈]0, 1[∪]1,+∞[, g′(x) =
x− 1

ln(x)
.

En particulier, g est une primitive de la fonction suivante :

g′ :]0,+∞[→ R, x 7→


x− 1

ln(x)
si x 6= 1

g′(1) si x = 1
.

Or on a pour tout x 6= 1 au voisinage de 1 :

g′(x) =
x− 1

ln(x)
=

h

ln(1 + h)
en posant x = 1 + h donc lim

x→1
h = 0

=
h

h− 1
2
h2 + oh→0(h2)

=
1

1− 1
2
h+ oh→0(h)

= 1 +
1

2
h+ oh→0(h)

= 1 +
1

2
(x− 1) + ox→1(x− 1).

Par primitivation de développement limité, on en déduit que pour tout x au voisinage de 1 :

g(x) = g(1) + 1(x− 1) +
1

2

(x− 1)2

2
+ ox→1

(
(x− 1)2

)
= ln(2) + (x− 1) +

1

4
(x− 1)2 + ox→1

(
(x− 1)2

)
(car g(1) = ln(2) d’après le résultat de la question 3(d)).

(h) Étudier, au voisinage de 1, la position relative de la courbe représentative de g par rapport à sa
tangente en 1.
I D’après les résultats précédents, la courbe représentative de g admet une tangente en 1
d’équation :

y = g(1) + g′(1)(x− 1) = ln(2) + (x− 1).

De plus, on a d’après le résultat de la question précédente pour tout x au voisinage de 1 :

g(x)−
(

ln(2) + (x− 1)
)

=
1

4
(x− 1)2 + ox→1

(
(x− 1)2

)
> 0.

Ainsi la courbe représentative de g est au dessus de sa tangente en 1 au voisinage de 1 .

4. (Étude au voisinage de +∞.)
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(a) Montrer que :

∀x > 1,
x(x− 1)

2 ln(x)
6 g(x) 6

x(x− 1)

ln(x)
.

I Soit x > 1. Alors 1 < x < x2. En raisonnant comme à la question 2(a), on a :

∀t ∈ [x, x2], 0 = ln(1) < ln(x) 6 ln(t) 6 ln(x2) = 2 ln(x)

donc :
∀t ∈ [x, x2],

1

2 ln(x)
6

1

ln(t)
6

1

ln(x)

par conséquent :
1

2

∫ x2

x

1

ln(x)
dt 6

∫ x2

x

1

ln(t)
dt 6

∫ x2

x

1

ln(x)
dt.

Or on a en reprenant les calculs de la question 2(a) :∫ x2

x

1

ln(x)
dt = −

∫ x

x2

−1

ln(x)
dt =

x(x− 1)

ln(x)

d’où :

∀x > 1,
x(x− 1)

2 ln(x)
6 g(x) 6

x(x− 1)

ln(x)
.

(b) En déduire la limite de g en +∞.
I On a :

x(x− 1)

ln(x)
∼

x→+∞

x2

ln(x)
et lim

x→+∞

x2

ln(x)
= +∞ d’après le théorème des croissances comparées.

On en déduit d’après le résultat de la question précédente et le théorème de limite par compa-
raison que limx→+∞ g(x) = +∞ .

(c) Démontrer que la courbe représentative de g n’admet pas de droite asymptote en +∞.
I On raisonne par l’absurde en supposant que la courbe représentative de g admet une droite
asymptote en +∞. On note y = ax + b l’équation de cette asymptote, où (a, b) ∈ R2. On a
donc :

lim
x→+∞

g(x)−
(
ax+ b

)
= 0.

Or on a d’après le résultat de la question 4(a) pour tout x > 1 :

g(x)−
(
ax+ b

)
>
x(x− 1)

ln(x)
−
(
ax+ b

)
=
x(x− 1)− (ax+ b) ln(x)

ln(x)

=
x2

ln(x)

(
1− 1

x
− a ln(x)

x
− b ln(x)

x2

)
.

Or on a d’après le théorème des croissances comparées :

lim
x→+∞

x2

ln(x)
= +∞, lim

x→+∞

ln(x)

x
= 0 et lim

x→+∞

ln(x)

x2
= 0.

On en déduit d’après le théorème de limite par comparaison que :

lim
x→+∞

g(x)−
(
ax+ b

)
= +∞

ce qui est absurde avec notre hypothèse de départ. Par conséquent, la courbe représentative de g
n’admet pas de droite asymptote en +∞ .
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