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DS n°1 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
Le but de cet exercice est de démontrer 'existence de nombres réels z # 0 tel que Vn € N, 2" + an €.

1. Pour cette question, on suppose qu’il existe x € R* tel que = + % €.

(a) Soit n € N. Montrer que

1 1 1 1
(x +F)($+E) (x _|_x_)+(x+ +F>

(b) En déduire que Vn € N, 2" 4+ & € Z.
2. Montrer qu’il existe au moins un z € R* tel que x + % € 7.

3. Conclure.

Probléme 1

Le but de ce probléme est de calculer les valeurs exactes de cos (%) et sin (%)

1. (a) Résoudre I'équation 2° = 1 d’inconnue z € C. On écrira les solutions de cette équation, appelées
racines 5-iémes de I'unité, sous forme exponentielle.
(b) Ecrire les racines 5-i¢émes de I'unité sous forme algébrique a ’aide des fonctions trigonométriques.
On utilisera les valeurs ce ces fonctions uniquement aux angles £ et %’T
2. (a) Montrer qu’il existe une unique fonction polynomiale P : z +— ag + a1z + a2z + az2® + a42* on
(ap, a1, as, as, as) € R telle que 2° — 1 = (z — 1) P(z) pour tout nombre complexe z.

(b) Déterminer trois nombres réels a, b et ¢ tels que
P 1)° 1
Vz e C*, (;):a(z+—) +b(z+—)+c.
z z z

(c) Résoudre I'équation aZ? + bZ + ¢ = 0 d’inconnue Z € C.

(d) En déduire les solutions de I'équation P(z) = 0 d’inconnue z € C. On écrira les solutions de
cette équation sous forme algébrique a 'aide d’expressions a radicaux imbriqués.

3. En utilisant les résultats précédents, conclure en donnant les valeurs exactes de cos (%) et sin (%)

Exercice 2
On considére I'équation suivante d’inconnue z € R :

px - mJ ~0. (E)

Déterminer le domaine de définition de (E).

Pour tout a € R, rappeler un encadrement de la partie entiére de a en fonction de a.
Montrer que résoudre (E) est équivalent a résoudre deux inéquations qu’on déterminera.
Résoudre les deux inéquations obtenues a la question précédente.

Résoudre (E).

A
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Probléme 2

Soit Ut I'ensemble des nombres complexes de module 1 dont les arguments sont compris entre 0 et ,
c’est-a-dire :
Ut ={e’ 6elo,7]}.
Le but de ce probléme est d’étudier le module maximum et minimum des sommes d’éléments de UT.
1. Déterminer le module d’un élément de Ut.
2. Dans cette question, on s’intéresse au module maximum des sommes d’éléments de UT.

(a) Démontrer pour tout entier n > 1 que V(21,29,...,2,) € (UN)", |21+ 20+ -+ 2,/ <n
n > 1.

(b) En déduire le module maximum des sommes de n éléments de UT pour tout entier
(¢) Que peut-on dire du module maximum des sommes d’éléments de Ut ?

3. Dans cette question, on s’intéresse désormais au module minimum des sommes d’éléments U™ .
(a) Pour tout (a, 3) € R?, factoriser expression e + .

(b) En déduire le module minimum des sommes de deux éléments de UT. On donnera explicitement
deux éléments de U™ qui réalisent ce minimum.

(c) Conjecturer la valeur du module minimum des sommes d’un nombre pair d’éléments de UT.
Reédiger la démonstration de cette conjecture a ’aide d’un raisonnement par récurrence.

(d) On considére (a, 3,7) e R¥tel que 0 < a < f<y<metonposea=a—pBetb=vy—2.

i. Démontrer que

. . —b b —-b
’1+ew+e”’}2 =14 4cos (%) cos (a—; ) + 4 cos? (%) )

ii. En déduire que |1 + e + eib‘ > 1.
> 1.

(e) Déduire de la question précédente le module minimum des sommes de trois éléments de Ut.

iii. Conclure que | + ¢’ + ™|

(f) Conjecturer la valeur du module minimum des sommes d’un nombre impair d’éléments de U™.

Exercice 3
On considére le nombre réel suivant :

x:€/10+6\/§+ {’/10—6\/3

1. Montrer que x vérifie 'égalité 2® = 20 — 6z.

2. Montrer qu'’il existe (a,b,c) € R3 tel que VX € R, X3 +6X —20 = (X — a)(X% +bX +¢).
Indication : on pourra choisir pour a une solution évidente de I’équation X3 +6X — 20 = 0.

3. Simplifier x.
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Corrigé du DS n°1 de mathématiques

Exercice 1
Le but de cet exercice est de démontrer [’existence de nombres réels x # 0 tel que Vn € N, x™ + xiﬂ e Z.

1. Pour cette question, on suppose qu’il existe v € R* tel que x + % €.
(a) Soit n € N. Montrer que

1 1 1 1
n+1 n n+2
(:v a:"“) (x :1:) (x x”) (m ZB"+2> '
1 1 i x 1
n+1 n+1
<x N W) (x - E) v x * antt * xntly

n 1 n+2 1
:(7} —|—E>+<£L° +W>

» On a:

(b) En déduire que Vn € N, 2" + 4 € Z.

L’énoncé commence par «<vn € Ny, il faut donc penser a faire une récurrence.
D’apres ce que nous venons de démontrer a la question précédente, il s’agit
trés certainement d’une récurrence double.

» Pour tout n € N, on note P, 'assertion «z" + fn € Z». Nous allons démontrer que cette
assertion est vraie pour tout entier naturel n par récurrence double.

Initialisation : on a 2% + x—lo =1+ % =2¢c Zeta+ % =x+ % € 7Z d’apreés ’hypothése de
I’énoncé. Ainsi Py et P; sont vraies.

Hérédité : on suppose que P, et P,.1 sont vraies pour un entier n > 0 fixé. D’aprés le résultat
de la question précédente, on a :

1 1 1 1
n+2 _ n+1 _ — n
x +x"+2_ (:1: +x"+1> X <x+x) (az +x”) € Z.
- > . > N 7

Vv vV
€ Z car P, 11 est vraie € 7 d’aprés I’énoncé € Z car P41 est vraie

Donc P, 9 est vraie. Puisque ce raisonnement est vrai pour un entier naturel n quelconque, on
vient de démontrer que «vn € N, (P, et P,y1) = P,12».

Conclusion : on en déduit d’aprés le principe de récurrence double que P, est vraie pour tout
entier naturel n, c’est-a-dire que

1
VneN, 2"+ — € Z|
I»TL

Soyez précis et concis dans la rédaction de vos raisonnements par récurrence,
surtout le premier de la copie. Distinguez linitialisation de [’hérédité, indi-
quez ou vous utilisez les hypotheses de récurrences dans ['hérédité, résumez
I’hérédité en montrant que vous connaissez le principe de récurrence, concluez
en citant le principe de récurrence.
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2. Montrer qu’il existe au moins un x € R* tel que x + % € Z.

» Siz € R* est tel que x + % =n € Z alors 22 + 1 = nx donc 22 — nx + 1 = 0. On reconnait une
équation du second degré de discriminant A = n? — 4. Ce discriminant est positif dés que n? > 4
donc dés que |n| > 2, c’est-a-dire lorsque n € Z \ {—1,0,1}. Et dans ce cas, 'équation admet au

moins une solution réelle.

Le raisonnement ci-dessus constitue [’analyse du probléme d’existence. On peut
le faire au brouillon sans l’écrire sur la copie. Par contre la synthése ci-dessous
doit apparaitre sur la copie.

Soit n € Z \ {—1,0,1}. Alors I’équation du second degré z? — nx + 1 = 0 admet au moins une
solution x € R car son discriminant A = n? — 4 est positif (car [n| > 2). On a x # 0 car x = 0 n’est
pas une solution de 22 — nx +1 = 0, donc € R*. De plus 22 — nz + 1 = 0 implique 2% + 1 = nx

donc z 4+ 1 =n € Z (car z # 0). Finalement, on obtient que

1
dJreR*, o+ — € Z]|
T

On peut aussi tout simplement remarquer que 1 + % =2 € Z doncx =1
convient. Cest suffisant pour répondre a la question et gagner tous les points.

Ou encore x© = ”Tﬁ car ”T‘ﬁ + ﬁ =3 (x est solution de x> —3x+1=10).

3. Conclure.

» On a montré a la question 1 que «Vr € R*, (;1: —1—% € Z) — (Vn eN, 2"+ xin € Z)» et a la

question 2 que «dx € R*, = + % € Z». Par conséquent, on obtient par déduction que

1
JreR*VneN, 2"+ — €7Z|
xn

Pour ce type de question de conclusion, montrez que vous avez compris l’énonceé.
Résumez les résultats importants des questions précédentes et citez le type de
raisonnement qui vous permet de conclure.

Probléme 1

Le but de ce probleme est de calculer les valeurs exactes de cos (g) et sin (%)

1. (a) Résoudre l’équation z° =1 d’inconnue z € C. On écrira les solutions de cette équation, appelées

racines 5-iemes de l'unité, sous forme exponentielle.

» On remarque que z = 0 n’est pas une solution de z°

2°> =1, alors z # 0 et on peut écrire z sous forme exponentielle z = re?
0 = arg(z) € R. On a alors :
. , , 1= r=1
0 1 _ .5 i0\5 __ .5 i50
le” =1=2"= (re")’ =rve <:>{OE50[27T]<:>{950[%“]'

On en déduit ensemble des racines 5-iémes de ['unité :

{z eC | 45— 1} _ {€i271-k/5, kc Z} _ {17€i27r/57ei47r/5’ei67r/5,ei87r/5} _

= 1. Donc si z € C est solution de
our = |z >0et

Attention : les racines n-iémes de l'unité ne sont pas officiellement au pro-
gramme de BCPST. Il faut donc refaire cette résolution a chaque fois que
vous les croisez. Soyez concis et précis (n'oubliez pas de vérifier que z # 0
avant de l’écrire sous forme exponentielle). Il ne faut pas perdre de temps sur
ce type de question, ce sont des points facilement gagnés.
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(b) Ecrire les racines 5-iémes de ['unité sous forme algébrique a [aide des fonctions trigonomé-
triques. On utilisera les valeurs ce ces fonctions uniquement aux angles % et %”
» On a d’aprés les propriétés des fonctions symétriques :

e?/5 = cos () +isin (),
— /5 = cos () +isin (F) =cos (7 — Z) +isin (mr — £) = —cos (Z) +isin (%),
e07/5 = cos (%’T) —Hsm( T) = cos (7r+ I) + isin (7 + E) = —cos (5) —isin (%)
— /5 = cog (%) —|—zsm( ) = cos (27 — —) +isin (2 — 2F) = cos (%) —isin (2).
D’ou ’ensemble des racines 5 iémes de 1'unité écrits sous forme algébrique :

{l,cos (2%) + isin (2%) , — Cos (g) + ¢sin (g) , — Cos (%) — isin (g) ,COS (%T) —¢sin (2%)} .

S’aider d’un petit schéma en placant les racines 5-iemes de ['unité sur le
cercle trigonométrique est une excellente idée pour ce type de question.

2. (a) Montrer qu’il existe une unique fonction polynomiale P : z v ag + a1z + azz® + azz® + agz* ou
(ag, a1, as, az, as) € R® telle que 2° — 1 = (2 — 1)P(2) pour tout nombre complexe z.
» Soit P: 2+ ag+ a1z + azz® + azz® + ayz* o (ag, ay, as, as, as) € R®. On a pour tout z € C :
(z = 1)P(z) =(z — 1) (ap + a1z + a22” + azz” + as2?)
=apz + a1z2 + a2z3 + a3z4 + a4z5 — Qg — @12 — ang — a323 — a4z4
=a42° + (a3 — ag)2* + (ag — a3)2® + (a1 — az)2* + (a9 — a1)z — ay.

Par conséquent :

( 1ZCL4
0:a3—a4
<Vz €C, 2 —1=(2— 1)P(z)) = B 22 B Z?’ (par identification des coefficients)
= ap — a
O:ao—al
\—1:—&0
(
(14:1 aozl
a3 =a4 =1 a =1
e {e=ae=l )
CL1:CL2:]_ CL3:1
GQZCLl:]_ an = 1
\(1,0:1 4

Finalement, 'unique fonction polynomiale qui vérifie les hypothéses de ’énoncé est :

‘PZZI—)1+Z+ZZ+Z3+Z4

Inutile de faire la synthése ici vu qu’on a raisonné par équivalences. Au lieu
d’identifier les coefficients de deux polyndmes, on peut également écrire des
équations obtenues en remplagant z par certaines valeurs bien choisies (par
exemple z = 0 donne —1 = —ag) mais dans ce cas la synthése doit apparaitre.

(b) Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que

P 1\° 1
Vz e C*, <§):a<z+—> +b<z—|——>+c.
z z z
» Soit z € C*. On a :

P(z) 14+z+22+234+24 1 1 9
— = - =S+ -+1+z+z
22z

z z

) 1 1 1\’ 1
=\ +2-—=5 ) -2+ |z+-)+l=(2z+-) + |2+ - L
z z z z

Donc il suffit de poser‘a =1,b=1etc= —1‘.
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(¢) Résoudre l’équation aZ* + bZ + ¢ =0 d’inconnue Z € C.
» D’apres le résultat de la question précédente, il suffit de résoudre I’équation du second degré
Z?+ 7 —1 =0 de discriminant A =1 +4 =5 > 0. L’ensemble des solutions est donc :

{—1+\/5 —1—\/5}

2 2

(d) En déduire les solutions de ’équation P(z) = 0 d’inconnue z € C. On écrira les solutions de
cette équation sous forme algébrique a l'aide d’expressions a radicaux imbriqués.

» Puisque P(0) = 1 d’aprés le résultat de la question 2(a), z = 0 n’est pas une solution de
I'équation P(z) = 0 donc on peut supposer z # 0. Soit z € C* une solution de I’équation
P(z) = 0. D’aprés le résultat de la question 2(b), on a :

1\2 1 P 0
(1) ()=t 0
zZ ya zZ VA

Ainsi Z = z+ % est une solution de ’équation Z2 + 7 —1 = 0. D’aprés le résultat de la question

précédente, on en déduit que Z = #5 ou Z = %5 On raisonne donc par disjonction de
cas.
1 cas : Z = #‘F’ Puisque z # 0, on a :

1
it - ==+ 1=Zr=2—-Zz+1=0.
z
On obtient une équation du second degré de discriminant :

2
A:Zu:(ﬂ) _4:¢_ 83—V, =55

2

Par conséquent :

T T 2 T4 8
. Z—ivV=A —1++5 5+V5
u z= —
2 4 8
2¢cas: Z = %5 On obtient la méme équation du second degré de discriminant :
-5 5
A:ZZ—4:i<O (car V5 < 5).

2

Par conséquent :

Z+iv—A —1-5 [5-45 Z—iv/-A -1-+v5 [5-+5
z = 5 = 1 +1 3 ou z = 5 = 1 —1 3 .

Le gros piége de ce type de question est de perdre du temps en rédaction. Evitez
le plus possible de réécrire des calculs déja faits sl n’y a qu’un seul signe qui
change. Analysez ce que vous avez écrit et comprenez les modifications que
ce changement de signe va entrainer sur vos résultats.

Finalement, I’ensemble des solutions de ’équation P(z) = 0 d’inconnue z € C est :
—14+v6 | [5+VE —14+v6 (545 —1-v6 [5-VE —1-v6  [5-V5
7 e e
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3. En utilisant les résultats précédents, conclure en donnant les valeurs exactes de cos (%) et sin (%)
» Puisque «Vz € C, 2° —1 = (2 — 1) P(2)», 'ensemble des racines 5-iémes de I'unité est la réunion
des ensembles des solutions des équations z — 1 = 0 et P(z) = 0 d’'inconnue z € C. Or z = 1 est
la solution de la premiére équation, on peut donc identifier ’ensemble des solutions de P(z) = 0
obtenu a la question précédente avec I’ensemble des racines 5-iémes de I'unité différentes de 1 (voir
le résultat de la question 1(b)) :

{—1+W+Z\/m —1+f \/W 1+\f+z\/w 1+f \/W}

—{cos( )—f-ZSlH(?W) cos( )—i—zsm(%) —COS(5)—ZSID(5) 008(5)—1811&(3“)}

Soyez précis sur votre copie en indiquant les références a chaque question dont
vous utilisez les résultats.

Puisque 0 < £ < %’r < 3, on en déduit que cos (%), coS (2?”), sin (%) et sin (2;) sont strictement

positifs. Or _11"/5, 1+4\/5, \/ 5+8‘/5 et \/ 5_8‘/5 sont aussi strictement positifs. On en déduit donc par

identification :
Ccos 2—7T _—_14—\/3 sin 2—7T = 5+\/§
5) 4 7 5) g

5

cos<7T>:1+\/3 sin<ﬂ> 5_\/3.

t
1 e

Exercice 2
On considere [’équation suivante d’inconnue x € R :

{2:(; - \/5557—1J = 0. (E)

1. Déterminer le domaine de définition de (E).
» Puisque la partie entiére est définie pour tout nombre réel et que la valeur absolue est définie
seulement sur ’ensemble des nombres réels positifs, I’équation (E) est définie pour les x € R tels

que 5z — 1 > 0, c’est-a-dire pour les > +. Le domaine de définition de (E) est donc [%, +oof |-

2. Pour tout a € R, rappeler un encadrement de la partie entiére de a en fonction de a.
» Soit a € R. Puisque |a| < a < |a] + 1 par définition de la partie entiére, on en déduit que

a—1<|a] <a

C’est une question de cours, répondez précisément a ’énoncé (I’encadrement de
a en fonction de |a] ne constitue par une réponse suffisante).

3. Montrer que résoudre (E) est équivalent & résoudre deuz inéquations qu’on déterminera.
» En posant a = 2x — v/bxr — 1 dans la définition de la partie entiére rappelée a la question

précédente avec x € [£, +oo[ une solution de (E), c’est-a-dire |2z — /52 — 1] = 0, on obtient :
0= |20~ VB —1| <20 VBr—1< |20 VB —1| +1=1.

En particulier, z € [£, +00| est une solution de (E) si et seulement si

20 —vVbxr —12>20 et 20 —Vdz—1<1|
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Attention au petit piége : pour gagner du temps, il est plus facile d’utiliser [’en-
cadrement de a en fonction de |a| plutét que l’encadrement de |a| en fonction
de a demandé a la question de cours précédente.

4. Résoudre les deux inéquations obtenues a la question précédente.
» Pour la premiére inéquation, on a pour tout x € [%, +ool :

20 —Vhr—1>20<—2x > VvVbr—1
— (22)* > (Vbx — 1)2 (car t + t* est croissante sur R )
= 42? > 52 —1 (car 5bx — 1 > 0 puisque z € £, +o0])
42> —5r+1>0.

N’oubliez pas de préciser que bx —1 = 0 pour justifier I’équivalence. L’argument
serait inutile pour justifier ['implication mais ici on raisonne par équivalences.

On reconnait une expression polynomiale du second degré de discriminant A = 25 — 16 =9 > 0.
Les deux racines sont donc %g =1let 52_;{15 = i. Puisque le coefficient dominant 4 est positif, on
en déduit que

20 —Vbr —1>0<=xz € [$, 7] U[L,+oo[|

Pour la deuxiéme inéquation, on a pour tout x € [%, +ool :

20 —Vhr—1<1<«= 2z —1<+bHx —1.

Attention : pour pouvoir utiliser la croissance de t — t2 comme pour la premiére
méquation, il faudrait que 2z —1 > 0 ce qui n’est pas vrai pour tout x € [% +ool.
On raisonne donc par disjonction de cas.
1°* cas : 2 — 1 < 0, c’est-a-dire z < %, alors 2z — 1 < 0 < /52 — 1 donc 2z — v/bx — 1 < 1. Par
conséquent, tout = € [3, 3] est solution.
2° cas : 2x — 1 > 0, c’est-a-dire = > %, alors :

20 —Vir—1<l<=2z-1<vdr—-1

2

> (20 —1)> < (VBr —1)" (car t — t* est croissante sur R, )
> 4a® —4x+1<5x—1 (car 5z — 1> 0 puisque = € [}, +00|)
=42 -9z +2<0.

On a une nouvelle expression polynomiale du second degré de discriminant A = 81 — 32 =49 > 0.

Les deux racines sont donc %4479 =2et %{9 = i. Puisque le coefficient dominant 4 est positif,

on en déduit que = € [3,2].
Conclusion : I'ensemble des solutions est la réunion des ensembles obtenus dans les deux cas, d’ou :

20 —Vbr — 1 <1<z €[}, 1[U3,2[=[3,2[|

5. Résoudre (E).
» D’apreés le résultat de la question 3, ’ensemble des solutions de (E) est U'intersection des deux
ensembles des solutions obtenus a la question précédente. On en déduit que ’ensemble des solutions

de (E) est ([£, 3] U[1,400]) N[}, 2[=|[3, 3] U[1,2[|

Probléme 2

Soit Ut ’ensemble des mombres complexes de module 1 dont les arguments sont compris entre 0 et T,
c’est-a-dire : '
Ut ={e", 6€0,7]}.

Le but de ce probleme est d’étudier le module maximum et minimum des sommes d’éléments de UT.
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1. Déterminer le module d’un élément de UT.

> Soit z un élément de U*. Donc z = e ot 6 € [0, 7] et son module vaut |[z| = |¢”| = 1|

2. Dans cette question, on s’intéresse au module mazximum des sommes d’éléments de UT.
(a) Démontrer pour tout entier n > 1 que ¥(z1,29,...,2,) € (U™, |21 + 20+ -+ + 2| < 1.

» Pour tout n € N*, on note P, lassertion «V(z1, 22, ...,2,) € (UN)", |21 4+ 20 + - -+ + 2, < m».
Nous allons démontrer que cette assertion est vraie pour tout entier n > 1 par récurrence.
Initialisation : on a démontré a la question précédente que «Vz € Ut, |z| = 1», on en déduit
donc en particulier que «Vz; € Ut, |z1] < 1», c’est-a-dire que P; est vraie.
Hérédité : on suppose que P, est vraie pour un entier n > 1 fixé. Soit (21, 29, . . ., 2py1) € (UT)" L.
On a d’apres I'inégalité triangulaire pour les nombres complexes :

lz1+ 204+ + zpp1| =1+ 22+ -+ 20) + 20| <2+ 220+ + 2] F 20|

Or |21 4+ 29+ -+ - + 2,| < n puisqu’on a supposé que P, est vraie et |z,,1| = 1 d’aprés le résultat
de la question 1. On en déduit que |23 + 22 + -+ + 2,41 < n + 1. Puisque cette inégalité est
vraie pour (z1,22,...,2,41) € (UT)" quelconque, on vient de démontrer que P, est vraie.
Finalement, on a bien que «Vn € N*, P, = P, ».

Conclusion : on en déduit d’aprés le principe de récurrence que P, est vraie pour tout entier
n > 1, c’est-a-dire que

VRGN*, |21+z2+---+zn]<n.

1l faut savoir rédiger clairement et précisément ce type de récurrence trés
classique le plus rapidement possible.

(b) En déduire le module maximum des sommes de n éléments de U pour tout entier n > 1.
» Soit n > 1 un entier. D’apres le résultat de la question précédente, le module d'une somme
de n éléments de U™ est majorée par n. Pour montrer que le module maximum des sommes de
n éléments de Ut est égale a n, il suffit donc de trouver n éléments de Ut dont le module de la
somme est égale a n. Or on a en posant 23 = 29 =--- =z, =1 (car 1 = = U+) :

1+ 22+ + 2z =[1+1+---+1|=n.
———/—™

n fois

On en déduit donc que ‘le module maximum des sommes de n éléments de Ut vaut n ‘

Question facile si on a compris et retenu les définitions du cours d’un majo-
rant et du mazximum (plus grand élément). Mais attention de ne pas confondre
ces deux notions!!! A la question précédente, on a seulement prouvé que n
est un majorant, et non un marimum.

(c) Que peut-on dire du module mazimum des sommes d’éléments de UT ?
» D’aprés le résultat de la question précédente, on peut montrer que le module des sommes
d’éléments de Ut n’est pas majoré. En effet, sinon il existerait un réel M > 0 tel que le module
de n’importe quelle somme d’éléments de Ut soit plus petite que M. Or en choisissant un entier
n > 1 strictement plus grand que M, on aurait :

M<n=|l4+1+---+1|<M

n fois

ce qui est absurde! Puisque le module des sommes d’éléments de U™ n’est pas majoré, on en

déduit que |le module maximum des sommes d’éléments de Ut n’existe pas |

La difficulté ici est de bien comprendre que le nombre d’éléments de Ut dans
les sommes n’est plus fixé. Pour rédiger une réponse claire a ce type de ques-
tion, un raisonnement par l’absurde est souvent la bonne solution.
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3. Dans cette question, on s’intéresse désormais au module minimum des sommes d’éléments U™ .

(a) Pour tout (o, B) € R%, factoriser 'expression e + €.
» Soit (o, 8) € R*. On a:

¢ 1 ¢ = (eHla—(atB)/D) | GilB—(a+D)/2)) gilats)/?
= (¢RI 4 gmila=P/2) gilats)2

= 2cos (QT_B) e etB/2 (dapres les formules d’Euler).

Question de cours donc points facilement gagnés. Attention tout de méme a
bien lire l’énoncé : «factorisery ne signifie par «rappelery. On ne peut donc
pas se contenter d’écrire la formule de factorisation par ’angle moitié, il faut
aussi donner la preuve.

(b) En déduire le module minimum des sommes de deuz éléments de UT. On donnera explicitement
deux éléments de UT qui réalisent ce minimum.

» Soit z; et 2o deux éléments de UT. Donc 21 = €™ et z, = € ot (a, ) € [0, 7] D’aprés le
résultat de la question précédente, on a :
a [—
cos ( 5 5)‘ > 0.

2 cos (_a — 5) ellath)/2
2
En particulier, |z + 23| = 0 dés que O‘T_ﬁ = 7. C'est le cas en prenant o = 7 et 3 = 0. Finalement,

puisque le module des sommes de deux éléments de U™ est minorée par 0 et que |—1+1| = 0 avec

|21 + 2| = | + €| = =2

‘ —1=€"eU" ‘ et ’ 1=e°cU" ‘, on en déduit que |le module minimum des sommes de deux|

| éléments de Ut vaut 0|

En fait, la derniere phrase est suffisante pour répondre a la question et gagner
tous les points.

(c) Conjecturer la valeur du module minimum des sommes d’un nombre pair d’éléments de UT.
Rédiger la démonstration de cette conjecture a l’aide d’un raisonnement par récurrence.

» Si 2k est un entier naturel pair, alors on a :

(D +1+ (D) +1+-+ (-D)+1|=[(-1+ 1)+ (=1+1)+---+(-1+1)|=0.

/

~

~
2k fois k fois

On peut donc conjecturer que ‘le module minimum des sommes d’un nombre pair d’éléments‘

‘de U™ vaut 0 ‘ Nous allons démontrer cette conjecture par récurrence en notant 2k le nombre
pair d’éléments de Ut dans les sommes, ou k& > 1 est un entier.

Initialisation : pour £ = 1, on a déja démontré a la question précédente que le module minimum
des sommes de 2 x 1 = 2 éléments de U™ vaut 0.

Hérédité : on suppose que le module minimum des sommes de 2k éléments de Ut vaut 0 pour
un entier k£ > 1 fixé. En particulier, il existe 2k éléments de U™, notons les 21, 2o, . .., 2or, qui
réalisent ce minimum, c’est-a-dire tels que |z + 2o+ -+ 4 291| = 0. Donc 21 + 29+ -+ - + 295, = 0
et on en déduit que

|21+ 204+ -+ 206+ (=1)+ 1] =[]0+ (=14 1)] =0.

On a obtenu une somme de 2k + 2 éléments de U dont le module vaut 0, par conséquent le
module minimum des sommes de 2(k + 1) éléments de U vaut 0.
Conclusion : on en déduit que la conjecture est vraie d’aprés le principe de récurrence.

Une récurrence un peu difficile car trés abstraite. Pourtant, l’idée sous-jacente
(résumée dans la premiére phrase de la réponse) est trés simple.
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(d) On considére (o, 8,7) € R tel que 0 < a < B<y<meltonposea=a—Leth=r~—.

1. Démontrer que
. . —b b —b
‘1+e’“+elb‘2:1+4cos<a2 )cos(a; )+4COS2 (%)

2

» On a:

. . —b ,
|1+e“+ e’b|2 = '1 + 2 cos (GT) eilatt)/2 (d’apreés le résultat de la question 3(a))

= (1 + 2cos <aT—b) ei(‘”bm) <1 + 2cos (aT—b) ei(a+b)/2>
a—b i(a+b)/2 a—b —i(a+b)/2
=1+ 2cos — e 1+ 2cos 5 e

=1+2cos (CLT_I)) (@02 =i (ath)/2) 4 4 cos? (GT_b) eilatt)/2p=ilatt)/2,

Or e@th)/2 4 e=ilath)/2 = 2 cos (2E) (d’aprés les formules d’Euler) et e(@0)/2g=ilatt)/2 — 1,

On en déduit donc que

. , —b b —b
‘1+€w+€Zb|2 =1+4cos (CLT) cos (a;— ) + 4 cos? (GT> )

1. En déduire que ‘1 + el + eib} > 1.

Cette question est difficile. Il s’agit de justifier précisément que chaque
terme qui apparait dans le résultat précédent est positif.

»Onaa—b=(a—f)—(y—B)=a—~v€[-m0] car 0 < a <~y < Donc &2 € [-Z,0]
et cos (%52) > 0. De méme, a=a— B € [-m 0 car 0 <a< B<metb=v— € [0,7] car
0< B <y <m Donc %’ € [~5, 5] et cos (“T*b) > 0. On en déduit d’apres le résultat de la
question précédente que

A . —b b —b
|1—|—em+elb‘2:1—|—4cos (a2 )COS (a—2|— )+40052 (aT) > 1.

~~ ~~ ~~
=20 20 =0

Par conséquent, |1 + e+ eib‘ > 1| en utilisant que t — v/t est croissante sur R,.

iti. Conclure que |ei°‘ + e+ e’ﬂ = 1.

» On a :

e + e 4 &) = | (100 4 14+ 0N | = ] e + 1 4 €| = |1 + € + €]

On en déduit que ’eia + e + e”‘ > 1| d’aprés le résultat de la question précédente.

(e) Déduire de la question précédente le module minimum des sommes de trois éléments de UT.
» D’apreés le résultat de la question précédente, le module d’une somme de trois éléments de U™
est minorée par 1. De plus, on a |1 + (=1) + 1| =1 avec 1 = ¢ € Ut et —1 = €™ € U*. Par

conséquent, |le module minimum des sommes de trois éléments de U vaut 1|

(f) Congecturer la valeur du module minimum des sommes d’un nombre impair d’éléments de UT.
» Le module d’une somme de un élément de U™ correspond au module d’un élément de Ut donc
a 1 d’aprés le résultat de la question 1. Ainsi, on remarque que le module minimum des sommes de
un ou trois éléments vaut 1 (d’aprés le résultat de la question précédente). On peut donc conjec-

turer que |le module minimum des sommes d’un nombre impair d’éléments de Ut vaut 1|.
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Question facile qui permet d’avantager ceux qui arrivent au bout du probleme.
Il ne faut pas perdre du temps sur ce type de question : si on a répondu aux
questions précédentes il suffit de rédiger une réponse tres rapide, sinon on a
aucune chance de trouver la réponse et il faut passer a autre chose.

Exercice 3
On consideére le nombre réel suivant :

x:€/10+6\/§+ {’/10—6\/5.

1. Montrer que x vérifie l’égalité x> = 20 — 6.
» On pose a = V10 +6v3 et b= v/10 — 64/3. On a alors :
2% = (a+ )% = a® + 3a®b + 3ab® + b = a® + b* + 3ab(a + b) = a® + b* + 3ab.

3 3
a® 4+ b = <\3/10+6\/§> + (\3/10—6\/3) =10+ 6vV3 + 10 — 6vV3 = 20

et ab= ({’/10+6¢§) (f/m-Wﬁ) - \3/(10+6x/§> (10~ 6v3) = /100 — 108 = —2.

Or:

En reportant dans I’expression de 22, on obtient ‘1‘3 =20 — 6z ‘

FExercice tres classique. Pensez a introduire les nombres a et b afin d’alléger la

rédaction des calculs et de gagner en rapidité.

2. Montrer qu’il existe (a,b,c) € R® tel que VX € R, X2 +6X —20 = (X —a)(X%+bX +¢).
Indication : on pourra choisir pour a une solution évidente de l’équation X> +6X — 20 = 0.

» On remarque que X = 2 est une solution évidente de 1’équation X2 + 6X — 20 = 0. On pose
a =2 et on cherche (b,c) € R? tel que VX € R, X3 +6X —20= (X —2)(X?>+0X +¢). On a:

VX ER, (X —2)(X?+bX +¢) = X> +bX* + X — 2X% — 20X — 2¢
=X*+(b—2)X%+ (c—2b)X — 2c.

Par conséquent :

(VXER, X3+6X—20:(X—2)(X2+6X+c)>

<:><VX6R, X3+6X—20:X3+(b—2)X2+(c—2b)X—2c>

6=c—2b
—-20 = —2¢
b=2 b=2
— c:6+2b:10<:>{ o )
c =10
c =10

1=1
0=b-2 . . . .
= (par identification des coefficients)

Finalement, il suffit de poser | (a,b,c) = (2,2,10)|.
3. Simplifier x.

» D’aprés le résultat de la question 1, X = z est une solution de 1’équation X3 + 6X — 20 = 0,

donc de I'équation (X — 2)(X? + 2X + 10) = 0 d’apres le résultat de la question précédente. Or

I'équation du second degré X2 +2X 4 10 = 0 n’a pas de solutions réelles puisque son discriminant

A = 4—40 = —36 est strictement négatif. On en déduit que X = 2 est la seule solution de I’équation

(X —2)(X?+2X +10) = 0 et par conséquent [z = 2]
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DS n° 2 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1

Le but de cet exercice est de retrouver la formule de la somme des premiers cubes a 'aide de la pyramide
ci-dessous formée avec la suite des entiers naturels impairs. Le nombre de lignes de cette pyramide est fixé
et désigné par n € N* . On note NN, le nombre d’entiers écrits dans cette pyramide, GG,, 'entier le plus a
gauche de la derniére ligne et D,, celui le plus a droite (ainsi Ny = 10, G4 = 13 et Dy = 19).

. Exprimer N,, en fonction de n.

. Exprimer D,, en fonction de n.

1

2

3. Exprimer G, en fonction de n. 3195

4. Calculer la somme S,, de tous les entiers écrits dans 719 111
cette pyramide, c’est-a-dire S,, = 1+3+5+---+D,,.

5. Calculer la somme ¢,, de tous les entiers écrits dans 131517 |19
la derniére ligne (la n-iéme) de cette pyramide, T | ]
c’est-a-dire £, = G,, + -+ D,,. / / \

6. Conclure. (Indication : on pourra introduire pour RS |
chaque k£ € [1,n] la somme ¢, de tous les entiers
écrits dans la k-iéme ligne de cette pyramide.) Gpl |- D,

Probléme 1

On propose d’étudier la suite (uy,),>0 définie par :

Uy, + 2

=4 et Yn=>0, upp1 = ———.
Ug € n =Y, Unp 2, + 1

x+2

1. On considére la fonction f:z — 715

(
(

(c) Etudier la position de la courbe représentative de f par rapport & la premiére bissectrice.

a) Etudier les variations de f.

b) En déduire que la suite (u,),>o est bien définie.

(d) Que peut-on dire de la monotonie de la suite (u,)n>0?
2. On considére les suites (ag)r=0 = (u2r)k=0 €t (bg)k>0 = (Uak+1)k>0-
(a) Calculer ag et by.
(b) Montrer qu’il existe une fonction g telle que a1 = g(ax) et by = g(bg) pour tout entier k& > 0.
(c) Etudier les variations de g.
(d) Etudier la position de la courbe représentative de g par rapport a la premiére bissectrice.
(e) En déduire la monotonie des suites (ax)g=0 et (bg)r=0-
(f) Montrer que les suites (a)r=0 et (bx)r>0 sont bornées.

3. En déduire que la suite (u,),>o est bornée.
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Exercice 2
Le but de cet exercice est de déterminer la forme exponentielle du nombre complexe suivant :

. L+ cos(0) +isin(d) ot 0 € [0, 7.

1+ sin(20) + /1 — sin(20)

1. Justifier que z est bien défini.

2. Déterminer la forme exponentielle du numérateur de z.
3. (a) Montrer que 1+ sin(20) = (cos(f) + sin(#))? et obtenir une formule similaire pour 1 — sin(26).
(

b) Ecrire les expressions cos(8)+sin(f) et cos(6) —sin(6) sous la forme r cos(6+¢) ot (r, ) € R% xR.
(¢) Résoudre les inéquations cos (z — Z) > 0 et cos (z + Z) > 0 d’inconnue = € [0, 7|,
)

1
(d) Déduire des questions précédentes la forme exponentielle du dénominateur de z.
(Indication : on pourra distinguer plusieurs cas selon les valeurs de 6 € [0, 7].)

4. Conclure.

Probléme 2

Une classe de BCPST décide d’adopter trois poissons d’aquarium nommés Anne, Valérie et Sébastien. Les
étudiants, qui sont débordés de travail, ont malheureusement mis en place des régles trés compliquées et
peu judicieuses pour les nourrir quotidiennement. En notant respectivement a,, v, et s, le nombre de
rations de nourriture distribuées a chaque poisson le n-iéme jour, les régles d’alimentation établies par les
étudiants sont les suivantes :

Vn > 1 {an+1:2an—3vn+4

Un4+1 = Qpn — Up

et Spq42 =
Sn,

1. On s’intéresse tout d’abord au nombre de rations quotidiennes des poissons rouges Anne et Valérie.
On suppose que les étudiants leur ont donné deux rations chacun le premier jour.

(a) Calculer ay et vs.
(b) Soit n > 1. Exprimer a, o en fonction de a,1 et a,, puis v,,2 en fonction de v, 41 et vy,.

(¢) En déduire qu’il existe deux réels a et v tels que (a, — a),>1 et (v, — V),>1 sont des suites
récurrentes linéaires d’ordre deux.

(d) Conclure en donnant les expressions de a, et v, en fonction de n pour tout entier n > 1.

2. On s’intéresse désormais au nombre de rations quotidiennes du combattant Sébastien. On suppose
que les étudiants lui ont donné deux rations le premier jour et cinq rations le deuxiéme.

(a) Calculer s3 et s4.

(b) On conjecture que (s,),>1 est une suite arithmético-géométrique, c’est-a-dire qu’il existe deux
réels a et b tels que s,.1 = as, + b pour tout entier n > 1. A l'aide des valeurs de sq, so et s3,
calculer les valeurs que doivent nécessairement prendre a et b. Discuter la pertinence de cette
conjecture a ’aide de la valeur de sy.

(¢) On considére la suite (u,),>1 définie par u; = 2 et u, 1 = 2u, + 1 pour tout entier n > 1.
i. Pour tout entier n > 1, déterminer u,, en fonction de n.

ii. Démontrer que

2
(U/n+1) - Un+2 — 1 +

Vn > 1 v
nEh 3xon1_ ]

iii. En déduire que (uy,),>1 vérifie la méme relation de récurrence que (S,),>1-
(d) Conclure en donnant I’expression de s, en fonction de n pour tout entier n > 1.

Exercice 3
Soit n € N. Résoudre I'équation » ), cos(kf) = 0 d’inconnue 0 € R.
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Corrigé du DS n° 2 de mathématiques

Exercice 1

Le but de cet exercice est de retrouver la formule de la somme des premiers cubes a [’aide de la pyramide
ci-dessous formée avec la suite des entiers naturels impairs. Le nombre de lignes de cette pyramaide est fixé
et désigné par n € N* . On note N,, le nombre d’entiers écrits dans cette pyramide, G,, l'entier le plus a
gauche de la derniére ligne et D,, celui le plus a droite (ainsi Ny = 10, G4 = 13 et Dy = 19).

1. Exprimer N, en fonction de n.
» On remarque que la premiére ligne contient un entier, la deuxiéme deux entiers, la troisiéme trois
entiers, etc. Par conséquent, le nombre d’entiers écrits sur les n lignes correspond a la somme des
n premiers entiers 1 +2 + 3+ - - - + n, c’est-a-dire :

Nn:Zk: n(n2—|—1) .
k=1

2. Exprimer D, en fonction de n.
» La suite des entiers naturels impairs (ug)x>1 est une suite arithmétique de premier terme u; = 1
et de raison 2. Donc u, = 14 2(k — 1) = 2k — 1 pour tout entier k > 1. Puisque D,, est le dernier
entier écrit dans la pyramide, il est égal au N,-iéme entier naturel impair. On en déduit que

n+1)

Dy — uy, — 2N, — 1 — 2™ S —Ll=n+1)-1.

Dou|D,, =n*4+n—1|.

3. Exprimer G,, en fonction de n.
» En raisonnant comme pour la question 1, on sait que la derniére ligne contient n entiers. Puisque
D,, est le N,-iéme entier naturel impair d’aprés le raisonnement de la question précédente, on en
déduit que G, est le (IV,, — n + 1)-iéme entier naturel impair carily a N, — (N, —n+1)+1=n
entiers entre (IV,, —n + 1) et V,,. Par conséquent :

n(n+1)

Gn =UnN,—nt1) =2(Np —n+1)—1=2 —2n+1=n(n+1)—2n+1

Dou|G,=n*—n+1|
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On pouvait également raisonner avec la pyramide plus petite dans laquelle on

a suppm'mé la derniére ligne. Elle contient Y1 k = m;”" entiers et G, est

donc le (=1 1)” + 1)-iéme entier naturel impair, d’ot :

p _1/ -
G = (= 1>n+1):2<(n2)n+1> 1=(m-Dn+2-1=n—n+1

Ou encore : G, =D, 1+2=Mn—-1>*+n—-1)+1=n*—n+1.

4. Calculer la somme S,, de tous les entiers écrits dans cette pyramide, c’est-a-dire S,, =1+ 3+ 5+
-+ D,.
» On reconnait la somme des termes de la suite des entiers naturels impairs (ug)r>1 utilisée a la
question 2. Puisque cette suite est arithmétique, on en déduit que

N,
- ui +uy 14D, nn+1) 1+®m2+n—1)
S,=1434+5+---4+D, = =N, ~ =N, = )
+3+54--+ ) . 5  x .
2 1 2
D’ou la somme de tous les entiers écrits dans la pyramide : | .S, = i (n4—|— )

Utilisez le plus possible vos résultats précédents pour éviter de perdre du temps
en calculs déja faits. Attention de ne pas confondre D,, qui est le dernier terme
de la somme et N,, qui est le nombre de termes dans la somme.

5. Calculer la somme (,, de tous les entiers écrits dans la derniére ligne (la n-iéme) de cette pyramide,
c’est-a-dire 0, = G,, +---+ D,,.
» Toujours en utilisant la somme des termes de la suite arithmétique (ug)g>1, on a :

Nn
—n+1) T UN,
¢, =G, +--+D, = Z Uk:(Nn—(Nn—n+1)+1)u(N" +21) un,
k=N,—n+1
G, + D, (n>—n+1)+n*+n-1)
2 2

D’ou la somme de tous les entiers écrits dans la derniére ligne de la pyramide : | ¢, = n®

6. Conclure. (Indication : on pourra introduire pour chaque k € [1,n] la somme {, de tous les entiers
écrits dans la k-iéme ligne de cette pyramide.)

» En raisonnant comme pour la question précédente, la somme de tous les entiers écrits dans la
k-ieme ligne de la pyramide est £, = k* pour tout k € [1,n]. Par conséquent, la somme S,, de tous
les entiers écrits dans la pyramide est égale a :

S, = znjfk = Zn: k3.
k=1 k=1

D’apres le résultat de la question 4, on en déduit que

Exercice pas difficile, mais il ne faut pas se mélanger dans toutes les notations.
Lisez tres attentivement [’énoncé et relisez-vous plusieurs fois.
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Probléme 1

On propose d’étudier la suite (up)n>0 définie par :

Uy + 2

up=4 et Yn =0, upp1 = ——m—.
0 1 2u, + 1
T+2

1. On considére la fonction f:x— 555

(a) Etudier les variations de f.

» f(z) est définie pour tout z € R tel que 2x + 1 # 0, c’est-a-dire tel que x # —%. Donc f est
définie et dérivable sur R \ {—%} comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur
ne s’annule pas. De plus, on a pour tout x € R\ {—% :

Ix2r+1)—(x+2) x2 -3
fi(x) = ( )= 5 )x2 _ = <0.
(2x +1) (2z+1)
On en déduit le tableau des variations de f :
x —00 —% +00
/() - -
! oo
flz
( ) \ \ 1
—00 2
car
+2 . 1+7 1
2 2
lim f(z)= lim 3/ —~ = —00, lim f(x)= lim L1 = +00.
o (-2) eo(-2) 2(z+3) e (-2) es(-2)" 2(2+3)

N’oubliez jamais d’étudier le domaine de définition d’une fonction et de jus-
tifier sa dérivabilité avant de calculer sa dérivée. De plus, pensez a justifier
vos calculs de limites dont les résultas apparaissent dans le tableau des varia-
tions. Attention ici : la fonction f n’est pas strictement décroissante!! Elle
lest seulement sur chaque intervalle | — oo, —%[ et | — 3, +oo[ mais pas sur
le domaine de définition R\ {—3}.

(b) En déduire que la suite (u,),>o est bien définie.

» Puisque la suite (uy,),>0 est définie par la relation de récurrence u,.; = f(u,) pour tout entier
n > 0, elle est bien définie si et seulement si chaque terme appartient au domaine de définition
de f quiest R\ {—% (voir question précédente). Il suffit donc de prouver que wu,, > —% pour
tout entier n > 0. Nous allons raisonner par récurrence.

Initialisation : ug = 4 > —%.

Hérédité : on suppose que u, > —% pour un certain entier n > 0 fixé. D’aprés le tableau des
variations obtenu & la question précédente, on obtient que u,11 = f(u,) > % donc w1 > —%.

Conclusion : d’apreés le principe de récurrence, on en déduit pour tout entier n > 0 que u,, > —%,

donc en particulier que u,, # —i. Par conséquent, |la suite (u,),>0 est bien définie|.
2 ) 20

Utilisez le tableau de variations de la question précédente pour trouver la
bonne propriété a démontrer. Il est tres fortement conseillé de réaliser un
croquis de la courbe représentative de f.
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(c) Etudier la position de la courbe représentative de f par rapport & la premiére bissectrice.

» On ¢tudie le signe de la fonction z — f(z) —z qui est définie et dérivable sur R\ {—3} comme
somme de fonctions qui le sont aussi. De plus, on a pour tout = € R\ {—%

x4+ 2 L r+2—z(2z+1) 2-22 2(1-2°) 2(1-z)(1+x)

“ory1 ¢ 2% + 1 2w +1  2r+1 2% + 1

flx) —=

On en déduit le tableau de signes de x — f(z) — z :

x —00 -1 —% 1 +00
1 —=x + + + 0 —
T+ 1 — 0 + + +
2x + 1 — — 0 + +
fla) — o = 2500+ + 0 - + 0 -

Par conséquent :

la courbe représentative de f est :
— au-dessus de la premiére bissectrice sur | — oo, —1[U] — %, 1],
— au-dessous de la premiére bissectrice sur | — 1, —1[U]1, +-00[.

Evitez d’appeler g la fonction x — f(x)—x car cette notation est déja utilisée
dans la suite de [’énoncé. Respectez les notations de [’énoncé.

(d) Que peut-on dire de la monotonie de la suite (uy,)n>o ¢

» | La suite (u,),>0 n’est ni croissante, ni décroissante | En effet, on a :

4 Ug + 2 6 2 - ‘ up + 2 8/3 8 2 8
O T T o +1 9 3 " T o +1 737

Comme pour la question 1(b), aidez-vous d’un dessin. Un croquis de la courbe
représentative de [ et de la premiere bissectrice permet de visualiser les pre-
miers termes de la suite (uy,),>0. Attention, il n’y a aucun lien entre la mo-
notonie de f et celle de la suite (U )n>o-

2. On considére les suites (ag)r=0 = (U2k)k=0 €t (br)k=0 = (U2k+1)k>0-
(a) Calculer ay et by.

» On a : ao:u2X0:u0:4‘et‘b0:u2X0+1:u1:§

(b) Montrer qu’il existe une fonction g telle que a1 = g(ag) et by = g(by) pour tout entier k > 0.
» Soit k£ > 0 un entier. On a :

Uy + 2 5
s — w0 _ :u2k+1+2: 2ugy, + 1 :5u2k+4><2“2k+1:5ak+4
k+1 2(k+1) 2k+2 2ugpy1 + 1 2U2k—+2 1 2u9p + 1 dugr +5  4dap +5
2ugr + 1
. S5br + 4
et (de méme) : by = U(fy1)+1 = Uk43 = fuopio) = f(f(uarsr)) = f(f(br)) = ST
. ) Sr +4
Ainsi, on a apy1 = g(ag) et bpr1 = g(bg) pour tout entier £ > 0 en posant | g : x +— yrewrd
T

Avec le vocabulaire des applications, nous avons démontré que g = f o f. ‘
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(c)

(d)

(¢)

Etudier les variations de g.

» La fonction g est définie et dérivable sur R\ {—2} comme quotient de fonctions dérivables
dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, on a pour tout z € R\ {—g

OX (4z+5) — (bx +4) x 4 9
gy D ZBril)xd 9,
(4x +5) (4z +5)
On en déduit le tableau des variations de g :
T —00 —% +00
g'(x) + +
+00 %
g@) | _—
5
4 —00
car
. 5+2 5 , . 5+2 5
—-9/4 —-9/4
lim g(z)= 1 —/5 = 400, lim g(z) = / s = —00.
e (-3)” e(-3)" 4 (2 +3) (-3 eo(-p 4@+ )

Etudier la position de la courbe représentative de g par rapport & la premiére bissectrice.

» On ¢tudie le signe de la fonction z — g(x) —x qui est définie et dérivable sur R\ {—2} comme
somme de fonctions qui le sont aussi. De plus, on a pour tout z € R\ {—%

() Sz + 4 Sr+4—x(dr+5) 4—422 41 —-z)(1+2)
xr)—x= —z= = = :
g dr +5 4z +5 4z +5 dr +5
On en déduit le tableau de signes de x — f(z) — z :
x —00 -3 -1 1 +00
1— + + + 0 -
x+ 1 - — 0 + +
dr + 5 - 0+ + +
g(z) —z = m%ﬁﬂ) + — 0 + 0 -
Par conséquent :
la courbe représentative de g est :
— au-dessus de la premicre bissectrice sur | — oo, —2[U] — 1, 1],
— au-dessous de la premiére bissectrice sur | — 2, —1{U]1, +-00|

En déduire la monotonie des suites (ay)g=o €t (bx)g=0-
» Montrons par récurrence que —1 < by < bry1 < 1 < axy1 < ag pour tout entier £ > 0.

Encore une fois, aidez-vous d’un dessin pour savoir ce qu’il faut démontrer.
La question précédente permet de positionner la courbe représentative de g par
rapport a la premiere bissectrice et donc de visualiser les premiers termes des
suites (ag)k=0 €t (bg)k=0 SUr un croquis.
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Initialisation : ag = 4 et by = 2 d’apres le résultat de la question 2(a). De plus, a; = g(ag) =
Sag+4 _ 24 _ 8 Shotd _ 22/3 _ 22
%2527etblzg(bo):4bgi5:Fg:ﬁ.Donc—1<b0<b1<1<a1<a0.

Hérédité : on suppose que —1 < by < bry; < 1 < agyy < ag pour un certain entier k£ > 0
fixé. D’apreés le tableau des variations obtenu a la question 2(c) et car —1 > —%, on obtient en

appliquant g qui est strictement croissante sur | — g, +oo[ que

g(—=1) < g(bx) < g(brs1) < 9(1) < glars1) < glax)
donc —1< bk+1 < bk+2 < 1 < Qo < Ag41

d’aprés le résultat de la question 2(b) et car g(—1) = =4 = —l et g(1) = 32 = 1.

Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, on en déduit que —1 < by < b1 < 1 < agsq < ag

pour tout entier k£ > 0. En particulier, | (ax)x>o est décroissante | et | (bg)r=0 est croissante |.

Comme a chaque fois qu’on étudie une suite définie par une récurrence du
type uny1 = f(un), le plus difficile est de trouver ce qu’il faut démontrer
(faites un dessin!!), c’est-a-dire de faire les bonnes conjectures. La rédaction
de la récurrence est ensuite une formalité.

(f) Montrer que les suites (ax)r=o0 et (br)r=0 sont bornées.
» D’apreés le résultat de la question précédente, (ay)r=o est décroissante donc majorée par ag = 4
et (bg)r=o0 est croissante donc minorée par by = % De plus, en reprenant la démonstration par
récurrence de la question précédente, on a également prouvé que (ay)g>o est minorée par 1 et

(bi)k>0 est majorée par 1. Finalement, | (ax)r=0 et (bx)r=0 sont bornées |.

3. En déduire que la suite (uy,)n>0 est bornée.
» On pose m = min{%, 1} et M = max{4,1}. D’aprés ce qu’on a vu a la question précédente,
(ar)r=0 et (br)k=0 sont minorées par m et majorées par M. Soit n > 0 fixé. Si n est pair, alors il
existe k > 0 tel que n = 2k et donc w,, = ug, = a € [1,4] C [m, M]. Si n est impair, alors il
existe £ > 0 tel que n = 2k + 1 et donc u,, = ugy1 = by, € [%, 1] C [m, M]. Dans tous les cas, on a

m < u, < M. Puisque c’est vrai pour tout entier n > 0, on en déduit que | (u,)n>0 est bornée |

Les deux derniéres questions sont trés faciles si on a réussi question 2(e) difficile.
L’objectif de I’énoncé est de récompenser ceux qui sont allés au bout.

Exercice 2
Le but de cet exercice est de déterminer la forme exponentielle du nombre complexe suivant :
1 + cos(f) + isin(0)
z =
1 +sin(20) 4 i4/1 — sin(260)

ou 6 € [0, 7.

1. Justifier que z est bien défini.

» Le nombre complexe z est bien défini si et seulement si les expressions sous les racines sont
positives et le dénominateur est non nul. Or on a pour tout 6 € [0, 7| :

1 +sin(20) > 0

—1<sin(20) <1 donc { 1 —sin(260) > 0

et /1 +sin(20) +iy/1— sin(20) <= {i:ﬁgz; L= {:Eggg -

Puisque sin(260) ne peut étre égal a la fois & 1 et & -1, on en déduit que ‘z est bien défini ‘

2. Déterminer la forme exponentielle du numérateur de z.
» On obtient en utilisant une factorisation par 1’angle moitié :

4 4 . . ) .
14 cos() +isin(f) =1+ e = (€7Z9/2 + 629/2) =2 = 2cos <§> /2,
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Or & € [0, Z[ donc 2cos (%) > 0, autrement dit 2cos (£) est bien le module de 1 + cos(6) + i sin(f).

On a donc obtenu la forme exponentielle du numérateur de z :

1+ cos(#) + isin(f) = 2 cos (g) 2|

Pensez a utiliser une factorisation par [’angle moitié pour gagner du temps. Par
contre, n’oubliez pas que cette factorisation n’est pas toujours la forme exponen-
tielle, il faut donc vérifier que le module obtenu est strictement positif.

3. (a) Montrer que 1 + sin(26) = (cos(6) + sin(0))? et obtenir une formule similaire pour 1 — sin(26).
» On a :
(cos(#) + sin(0))* = cos*(8) + 2 cos(f) sin(#) + sin?(0) = 1 + sin(26)

d’aprés le théoréeme de Pythagore et la formule de duplication du sinus.

Ayez toujours le réflexe de partir par le coté de ’égalité le plus compliqué. Il
est plus facile de simplifier que de compliquer.

De méme :

(cos(8) — sin(#))? = cos*(#) — 2 cos(#) sin(#) + sin*(0) = 1 — sin(26).

Finalement, on a |1 + sin(20) = (cos(#) + sin())? | et | 1 — sin(260) = (cos(f) — sin(6))?|.

(b) Ecrire les expressions cos(f) + sin(0) et cos(d) — sin(6) sous la forme rcos(6 + ) ot (r,¢) €
RY x R.
» On pose w = 1+ 4. Alors |w| = v/2 et arg(w) = arccos(\/ii) = arccos(‘/Ti) = 7 [27] (car
Im(w) > 0). Donc 1 +i = v/2 (cos(Z) +sin(%)). On en déduit que :

cos(f) + sin(f) = v/2 cos(8) cos <%> + V/25in(f) sin (%) = V2cos (0 — %) .

De méme :

cos(6) — sin(f) = V2 cos(8) cos (—%) + /2 sin(f) sin (—%) = v/2cos (9 + %) :

Finalement, on a |cos(6) + sin(f) = v/2cos (0 — T) | et | cos(¢) — sin(f) = v2cos (0 + Z) |

(¢) Résoudre les inéquations cos (x — %) >0 et cos (z + F) >0 d’inconnue x € [0, |,

» On a d’aprés le cercle trigonométrique pour tout x € R :

T T ™ s s 3T
— = = - = —— 4 2km, — 2]{;] —— 4+ 2km, — + 2km| .
cos(x 4> 0<—=z 46,[62][ 2+ 7r2—|— 7r<:>x€k|ezll 4+ T 4—|— 7T:|

Or ici z € [0, 7 donc :

cos(x—%)>0<:>x€ [0,32].

4
On peut également poser X = x — T el résoudre cos(X) > 0 d’inconnue
Xel[-7 %’r[ Cela évite d’avoir a écrire 'ensemble des solutions sur R.

De méme, on a pour tout x € R :

™ 3m ™
—) 20+ —— 4 2km, — + 2km| .
cos(x+4> 0 kaLEJZ[ 4+ 7r4—|— 71}

Ce qui donne pour z € [0, 7| :

T P
— ) > — 1
cos<x+4>/0<:>x€ [0,4]

BCPST1A lycée Hoche 2015-2016 23 sur 141 Sébastien Godillon



(d) Déduire des questions précédentes la forme exponentielle du dénominateur de z.
(Indication : on pourra distinguer plusieurs cas selon les valeurs de 6 € [0, 7[.)

» On a d’aprés les résultats des questions 3(a) et 3(b) :

V1 +5in(20) +iy/1 —sin(260) = \/(cos(0) + sin(6))2 4 i+/(cos(#) — sin(6))2

- ’ cos() + sin(G)‘ + Z} cos() — Sin(9)|

3 (e (0- ) o 0 3))

D’aprés les résultats de la question 3(c), on distingue 3 cas.
1°" cas : 0 € [0, 7]. Alors cos(6 — §) > 0 et cos(6 + §) > 0, donc :

(0-5)+ i
= 2<cos(9—%>_ism<9+%_g>)
(-5 i

Calculer le module et déterminer un arqument est une perte de temps ici.
La forme obtenue est presque une forme exponentielle. Il faut donc penser a
utiliser les propriétés de trigonométrie pour revenir a une forme exponentielle
du type €? = cos(yp) + isin(yp).

2° cas : 0 € [, 27]. Alors cos(f — T) > 0 et cos(f + Z) < 0, donc :

\/1 + sin(26) —|—z\/1—sm 20) (cos (9——)—@'008 <9—|—%>>
)

—\/_(cos 0 — >+zsm(6’+£—g>>

— \/26i0-%).

3¢ cas : 0 € [3F, 7[. Alors cos(f — ) < 0 et cos(d + %) < 0, donc :

4

V1 +sin(20) + iy/1 — sin(20) = ( cos(@—%)—icos(GjLZ))

4
=2 (cos (9 — %) + i cos (9 + %))
ENNGRIES)

— /2l 5 —0)
_ /261 -0)

Conclusion : finalement, on a obtenu la forme exponentielle du dénominateur de z :

fei(H si 0 €[0,2]
V1 +sin(20) +iy/1 — sin(20) = \/‘e“@ i s19€ [z, 2] |
V2610 s g e (2, |
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4. Conclure.
» En associant les résultats des questions 2 et 3(d), on obtient la forme exponentielle de z :

36

=V2cos (§) 2 -1 si g € [0, %]

1 + cos(f) + isin(6) 2 cos (&) e/ o\ im0y .
a— g —_— = 2 =z 1(1_5) 9 6 E’ 3_7I' .
V/1+sin(260) +iy/1 — sin(26) V2ei =) vacos(3)e Ol

2 cos (&) e/

[ V2670

=V2cos (§) 2 %) si 0 € [3, 7

Probléme 2

Une classe de BCPST décide d’adopter trois poissons d’aquarium nommés Anne, Valérie et Sébastien.
Les étudiants, qui sont débordés de travail, ont malheureusement mis en place des régles trés compliquées
et peu judicieuses pour les nourrir quotidiennement. En notant respectivement a,,, v, et s, le nombre de
rations de nourriture distribuées a chaque poisson le n-ieme jour, les regles d’alimentation établies par les

e¢tudiants sont les sutvantes :

pi1 = 20, — 30, +4

et Sp4+2 =
Sn

Vn > 1, {

Unt1 = An — Up

1. On s’intéresse tout d’abord au nombre de rations quotidiennes des poissons rouges Anne et Valérie.
On suppose que les étudiants leur ont donné deux rations chacun le premier jour.

(a) Calculer ay et vs.
» D’aprés I'énoncé a; = vy = 2. Donc‘ag =2a1 — 31 +4 = Q‘et "Ug =a;—v; =0

(b) Soit n > 1. Exprimer a,,o en fonction de a,.1 et a,, puis v,o en fonction de v, et v,.
» Puisque a,,1 = 2a, — 3v, +4, on a v, = % (2a, + 4 — a,41) pour tout n > 1. En remplagant
n par n + 1, on a aussi v,y = %(2an+1 +4 — ap12). En reportant ces deux relations dans

Up+1 = Gn — Uy, ON Obtient :

1 1
g (2an+1 +4 - an+2) = ap — g (20% +4— an—‘rl)

donc 2a,.1+4 — apio = 3a, —2a, — 4+ apq
= a1 +a, —4

donc ‘an+2 = Qpy1 —ap + 8 ‘

De méme, on a a, = v,41 + v, (car v,y = ap — V) €t apy1 = Upia + Vpy1, ce qui donne en
reportant dans a,; = 2a, — 3v, +4 :

Una2 + Uns1 = 2 (Upy1 +0p) — 30, + 4
=2Up41 — U, +4

donc ‘UHH = Upsi1 — U +4 ‘

Un exemple classique de question qui semble facile mais pour laquelle on peut
perdre beaucoup de temps si on ne trouve pas par quel bout prendre les calculs.
1l ne faut surtout pas rester les bras croisés a attendre de trouver la solution
de téte. Ecrivez, griffonnez des calculs au brouillon, manipulez les expressions
dans tous les sens, c¢’est comme cela que la solution apparaitra.
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(c) En déduire qu’il existe deux réels a et v tels que (a, — a)p>1 et (v, — V),>1 sSont des suites
récurrentes linéaires d’ordre deuz.
» Soit n > 1. On a d’apreés les résultats de la question précédente :

Upyog — Q= apy1 — ap +8 — = (ap11 — @) — (a, — @) + (8 — «).

Ainsi (a, — a),>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre deux si et seulement si .
De méme :
Upp2 =V ="Upt1 —Up+4—v=(0py1 — V) — (v, —v)+ (4 —1).

Ainsi (v, — @),>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre deux si et seulement si [v = 4]

Comme pour les suites arithmético-géométriques, la méthode générale (qui
n'est pas a connaitre) est de chercher o comme étant un «point fixey de la
relation de récurrence, c’est-a-dire tel que @ = o — o+ 8. De méme pour v.

(d) Conclure en donnant les expressions de a,, et v, en fonction de n pour tout entier n > 1.

» On a vu a la question précédente que (a, — 8),>1 et (v, — 4),>1 sont des suites récurrentes
linéaires d’ordre deux ayant la méme équation caractéristique :

¢ =q-1.

Cette équation a pour discriminant A = (—1)? —4 x 1 x 1 = —3, donc elle admet deux racines
complexes conjuguées : % = %—H‘/Tg =e™/3 et 1 z‘/Tg = ¢7"/3. On en déduit qu’il existe
quatre constantes réelles A, B, A’ et B’ telles que :

3 3

a, —8 = 1" (Acos (nZ) + Bsin (n%)) = Acos (ng) 4 Bsin (n%)
v, —4 = A cos (ng—r) + B’sin (ng_f) )

Vn}l,{

Pour n =1 et n = 2, on obtient les systémes d’équations linéaires suivants :

a, — 8 = Acos (%) + Bsin (%) 2-8=A4+BL I,
az — 8 = Acos () + Bsin (3) 2-8=—Al+BY Ly
— —6=AL+BLY I
0=—A Ly Ly— I,
- 2 —
. [B=-6%= 43
A=0
_ ™ : s _ 1 V3
er T d=Aeos(G) Bain(3) 2_4_A/5+B/7f I
vy —4 = A'cos () + B'sin (5) 0—d4=—AL4 B2 L
. [2=At4BE L
—2= A Ly« Ly — L}
— B = (-2-23)5=-2V3
A =2

Finalement, on obtient :

a, =8 — 44/3 sin (ng)

Vn

WV
—_

v, =4+ 2cos (n%) — 2v/3sin <n%)
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2. On s’intéresse désormais au nombre de rations quotidiennes du combattant Sébastien. On suppose
que les étudiants lui ont donné deux rations le premier jour et cing rations le deuzieme.

(a) Calculer sz et sy.
» D’aprés I’énoncé s; = 2 et s = 5. On en déduit que

33:{MJ—lz{ﬁJ—1:L12,5J—1:12—1:11

S1 2
2 121
o s {(53) J i {?J 1= [24,2) —1=24—1=23,
52

Finalement, ‘33 =11 ‘ et ‘34 =23 ‘

(b) On conjecture que (S,)n>1 est une suite arithmético-géométrique, c’est-a-dire qu’il existe deux
réels a et b tels que s, 1 = as, + b pour tout entier n > 1. A l'aide des valeurs de sy, s et s3,
calculer les valeurs que doivent nécessairement prendre a et b. Discuter la pertinence de cette
congecture a l’aide de la valeur de sy.

» En supposant qu'’il existe (a,b) € R? tel que s,,1 = as, + b pour tout entier n > 1, on obtient
le systeme d’équations linéaires suivant pourn =1et n =2 :

Sy = as; +b 5=2a+4+b L
53:a52+b 11 =5a+5b L2
— 5:2a+b Ll

6 = 3a LQ%LQ—Ll

{b-5—2a—1
<~ .
a=2

Ainsi, si cette conjecture est vraie alors | (a,b) = (2,1)| De plus, on obtient avec ces valeurs de
aeth:

ass3 +b=2s3+1=23=s,.

Donc, ‘la conjecture semble pertinente‘ car elle n’est pas contredite dans le cas ou n = 3.

(c) On considére la suite (uy)n>1 définie par u; = 2 et up11 = 2u, + 1 pour tout entier n > 1.
i. Pour tout entier n > 1, déterminer u, en fonction de n.

» On reconnait une suite arithmético-géométrique. On fixe a € R tel que o = 2a + 1,
c’est-a-dire a = —1. On a alors pour tout entier n > 1 :

Upi1 — = (2u, + 1) — a+ 1) = 2(u, — ).

Par conséquent, (u, — a)p>1 = (un + 1),>1 est une suite géométrique de raison 2. On a donc
pour tout entier n > 1 :

Uy +1=2""(u; +1)=2"12+1) =3 x 2"

Ainsi, |u, = 3 x 2»~! — 1| pour tout entier n > 1.
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1. Démontrer que

2
(tnt)” _ Upyo = 1+

Vn > 1 _ .
" T 3x 21— 1

» Soit n > 1. D’aprés le résultat de la question précédente, on a :

Up i) 3 x 2n —1)2 .
e T e i R
9 x 227 — 3 x 2L 4 1 — (3 x 271 — 1) (3 x 2771 — 1)
B 3x2n1—1
Ox2M 3 x 2" 41 —9x 23 x 2l 3 x2n -1

Ix a1l 1

_ 3 x 2n1

3 x2onl
C3x 2141
- 3x 2l

=1+—
+3><2”*1—1

iii. En déduire que (up,)n>1 vérifie la méme relation de récurrence que (Sy)n>1-
» Soit n > 1. D’aprés le résultat de la question précédente, on a :

1
:un+2+]—+_

2
Up,
( +1) < un—‘,—Q + ]- + 2

3x 11 . 3x 21— 1

Upy2 + 1 <tUppo+ 1+

2
donc LMJ = Upio+ 1 (car (u,),>1 est une suite d’entiers).
Unp,

On en déduit que |u, 0 = LMJ — 1| pour tout entier n > 1, donc (u,),>1 vérifie bien la

Un

méme relation de récurrence que (8,)n>1-
(d) Conclure en donnant l’expression de s, en fonction de n pour tout entier n > 1.

» Montrons par récurrence double que s, = u,, pour tout entier n > 1.

Initialisation : s; = uy = 2 d’aprés I’énoncé et us = 2u; +1 =5 = ss.

Hérédité : on suppose que s, = u, et s,+1 = u,+; pour un certain entier n > 1 fixé. On a alors
d’aprés le résultat de la question précédente :

Concusion : d’apreés le principe de récurrence double, on en déduit que s,, = u,, pour tout entier
n > 1. En particulier, on obtient d’aprés le résultat de la question 2(c) :

Vn>1, s, =3x2"1—-1|

Exercice 3
Soit n € N. Résoudre I’équation )", _, cos(k) = 0 d’inconnue 0 € R.

» Soit § € R. On a:
Z cos(kf) = Z Re (¢) = Re (Z () k) :
k=0 k=0

k=0
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Si 0 = 0 [27] alors € = 1 et donc >,_,cos(kf)) = n+ 1 # 0. On peut donc supposer que 0 % 0 [27],
c’est-a-dire que e # 1. On a alors d’aprés la formule de la somme des termes d'une suite géométrique :

- 1 — ein+1)e 2 si 1)8/2)ei(n+1)6/2
> " cos(k) = Re <€—> _ Re( isin((n+1)0/2)e )
k=0

1— et 2isin(0/2)et/2
_ Re sin((n +1)6/2) AN sin((n + 1)8/2) cos(nb/2)
R ( sin(6/2) ) sin(0/2)

Ainsi 6 est solution de Y _;_, cos(k#) = 0 si et seulement si sin((n + 1)0/2) cos(nf/2) = 0, c’est-a-dire si et
seulement si sin((n 4+ 1)0/2) = 0 ou cos(nf/2) = 0. Or on a :

sin((n+1)0/2) =0 <= (n+1)0/2 =0 [r] = 0 =0 [nzfl}

ot cos(nd/2) = 0 <= nf/2 = (] =0 =" {2—”}

n n

bo |

On en déduit I'ensemble des solutions de 'équation ), cos(kf) =0 :

2 142
({ kw,keZ}U{ +k7r,k:€Z}>\{2k7r,k€Z}.
n+1 n

N’oubliez pas de retirer les cas ot § = 0 [27] de l’ensemble des solutions
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DS n° 3 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Probléme 1 (Méthodes de calcul et raisonnement)
Une séquence de Skolem (du nom du mathématicien norvégien Thoralf Skolem spécialiste de logique
mathématique et de théorie des ensembles) d’ordre n € N* est un 2n-uplet S = (s1, Sg, S3, - - ., S2,,) tel que
pour tout k € [1,n] :
— l’entier k apparait exactement deux fois dans les composantes de S';
— les deux apparitions de l'entier k sont distantes de k£ composantes dans S.
Par exemple, (4,5,1,1,4,3,5,2,3,2) est une séquence de Skolem d’ordre 5 car les deux 1 sont distants de
une composante, les deux 2 sont distants de deux composantes, etc.
Le but de ce probleme est d’étudier quelques propriétés des séquences de Skolem et surtout d’obtenir une
condition nécessaire sur I'entier n € N* pour 'existence de séquences de Skolem d’ordre n. Pour chaque
séquence de Skolem S = (si, So, 83,. .., S2,) et pour chaque entier k € [1,n], on notera (px,qx) € [1,2n]?
I'unique couple tel que s,, = s, =k et g, —pr = k.
1. (a) Déterminer toutes les séquences de Skolem d’ordre 1.
(b) Existe-t-il des séquences de Skolem d’ordre 2?7 Justifier votre réponse.
(c) Existe-t-il des séquences de Skolem d’ordre 37 Justifier votre réponse.
(d) Déterminer un exemple de séquence de Skolem d’ordre 4.

2. Déterminer les couples (p1,q1), (p2,q2), (Ps3,q3), (Ps,qs) et (ps,qs) pour la séquence de Skolem
(4,5,1,1,4,3,5,2,3,2) de I’énoncé.

3. Désormais, on fixe une séquence de Skolem S = (s1, S, 83, ..., S2,) d’ordre n € N*. On considére
les applications suivantes :

e:[L,2n] = [1,n]  P:[l,n] — [1,2n] ¢ Q: [1,n] — [1,2n]
l = S kK~  p ¢ k'~ q

Démontrer que I'application ¢ est surjective.

o~

L’application ¢ est-elle injective 7 Si non, déterminer les antécédents de chaque entier k € [1,n].

—
o

Démontrer que 'application P est injective.

o
~— ~— ~— ~—

=

L’application P est-elle surjective ? Si non, déterminer le sous-ensemble des éléments de [1,2n]
qui n’admettent pas d’antécédents.

Etudier briévement I'injectivité et la surjectivité de Iapplication Q.

—_—
@

Calculer ¢ o P.

En raisonnant par I’absurde, prouver que P o ¢ # Idp 2.

—h
NaP ARG NI N

Retrouver le résultat de la question précédente en donnant un contre-exemple & 'aide de la
séquence de Skolem (4,5,1,1,4,3,5,2,3,2) de I’énonce.

4. (a) Justifier que > 7 pr + D py @ = n(2n + 1).
(b) En déduire que Y p_, py = n? — 221,

(¢) Conclure que «n ou n — 1 est un multiple de 4» est une condition nécessaire a l’existence d’au
moins une séquence de Skolem d’ordre n.

(d) Discuter de la suffisance de la condition de la question précédente a 'aide des exemples de
séquences de Skolem obtenus a la question 1 et 'exemple (4,5,1,1,4,3,5,2,3,2) de I’énoncé.
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Exercice

Le marsupilami parle une langue rigolote mais assez pauvre puisque les seuls mots de son vocabulaire
sont «houbay, «hop», «ba», «habou», «bahou», «hou», «baba» et «grrrhouba». De plus, chaque phrase
commence toujours par le mot «houba» et ne comporte pas plus de 6 mots. On pourra répondre aux
questions suivantes sans simplifier les résultats.

1. Combien de phrases le marsupilami peut-il formuler dans sa langue ?
2. Combien de phrases formées de 5 mots différents le marsupilami peut-il formuler dans sa langue ?

3. Combien de phrases le marsupilami peut-il formuler dans sa langue en utilisant exactement une fois
chacun des mots suivants : «houbay, «hop», «baba», «houbay», «houbay, «hop» ?

Probléme 2 (modélisation mathématique et informatique)
Un des modéles mathématiques utilisés pour étudier 1’évolution d’une population biologique est la suite
logistique (x,,),>1 définie par x; € [0, 1] et la relation de récurrence :

Vn =21, x, = fr‘($n) (1)

ou f, est la fonction
fr i R— R
x— rx(l—x)
et r €0, 4] est un parametre fixé. La valeur z,, correspond au rapport de la population de 'espéce étudiée a
la n-ieme génération sur la population maximale. Dans la suite, on supposera que la taille de la population
maximale est de 1000 individus. L’objectif de ce probléeme est d’étudier quelques propriétés de cette suite.
A) Propriétés de la fonction f,

1. Etudier les variations de la fonction f,.
I

3. Etudier les variations de la fonction z — f,.(z) — x.
B) Etude de la suite (2,)n>1

1. Ecrire une fonction suiteLogistique(r,x1,n) qui prend en argument deux réels (flottants) et
un entier et qui retourne la valeur de z,,.

2. Montrer que la fonction f, est majorée par

2. Ecrire une fonction estDecroissante(r,x1,n) qui retourne True si la suite (z,),>1 est décrois-
sante jusqu’'au rang n, c’est-a-dire si x1 > x9 > - -+ > x,, et qui renvoie False sinon.

3. Montrer que z, € [0, 1] pour tout n > 1. (Indication : on rappelle que r €]0,4]).

4. On suppose que r = 1 pour cette question et on considére la fonction suivante :

def fonctionMystere(x1)
n=1
xn=x1
while xn==0 or xn==1 :
n=n+1
xn=suitelogistique(1l,x1,n)
return n

(a) Quel est le comportement de cette fonction si z; € {0,1}7
(b) En déduire la nature de la suite (z,,),>1 si 1 € {0,1}.
(¢) Quel est le comportement de cette fonction si x; €]0,1[7
5. On suppose que 7 = 1 et x; €0, 1] pour cette question. Montrer que la suite (z,),>1 est
strictement décroissante.
6. On suppose que 0 < r < 1 pour cette question.

n—1

(a) Montrer que x,, < r"~! pour tout n > 1.

(b) On suppose que r = % et x1 = %.
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i. Sur un schéma, donner ’allure générale de la courbe représentative de f,.. On fera égale-
ment apparaitre la droite d’équation y = x.

ii. Sur le schéma précédent, placer x; et xs.

(c) Conjecturer le comportement de z,, lorsque n est grand. A 'aide de résultats vus au ly-
cée, justifier cette conjecture. En déduire une interprétation de 1’évolution de la population
étudiée.

7. On suppose que 1 < r < 2 pour cette question.

(a) i. Montrer que =% < < 1 <1
r 4 r

2

ii. On suppose que z1 = % uelle est la nature de la suite (2,),>1 7

iii. On suppose que z; €]0, %[ Montrer que la suite (x,),>1 est strictement croissante et
majorée par %

iv. On suppose que z; €)%, 1[. Montrer que la suite (), est strictement décroissante et
minorée par L.

T
v. Montrer que si 1 €]1, 1] alors z, = =2 ou x5 €]0, =1 ou x5 €], 1|.

3

(b) On suppose que r = 3.

i. Sur un schéma, donner 'allure générale de la courbe représentative de f,.. On fera égale-
. STy - _ . . —1 r—1
ment apparaitre la droite d’équation y = z et le point de coordonnées (*—, —).
1

ii. On suppose que z; = 5. Sur le schéma précédent, placer z; et x,.

|

. Toujours sur le méme schéma, placer les points x; et x».

=

iii. On suppose que z1 =

(c) Conjecturer le comportement de z,, lorsque n est grand. A 'aide de résultats vus au ly-
cée, justifier cette conjecture. En déduire une interprétation de 1’évolution de la population
étudiée.
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Corrigé du DS n° 3 de mathématiques
et d’informatique

Probléme 1 (Méthodes de calcul et raisonnement)
Une séquence de Skolem (du nom du mathématicien norvégien Thoralf Skolem spécialiste de logique ma-
thématique et de théorie des ensembles) d’ordre n € N* est un 2n-uplet S = (s1, S2, 83, . . ., Saon) tel que pour
tout k € [1,n] :
— l'entier k apparait exactement deux fois dans les composantes de S ;
— les deux apparitions de 'entier k sont distantes de k composantes dans S.
Par exemple, (4,5,1,1,4,3,5,2,3,2) est une séquence de Skolem d’ordre 5 car les deux 1 sont distants de
une composante, les deux 2 sont distants de deuxr composantes, etc.
Le but de ce probleme est d’étudier quelques propriétés des séquences de Skolem et surtout d’obtenir une
condition nécessaire sur l’entier n € N* pour [’existence de séquences de Skolem d’ordre n. Pour chaque
séquence de Skolem S = (sy, 89,83, ...,80,) €t pour chaque entier k € [1,n], on notera (px, qx) € [1,2n]?
l'unique couple tel que s,, = s, =k et qu — pr = k.
1. (a) Déterminer toutes les séquences de Skolem d’ordre 1.
» Une séquences de Skolem d’ordre 1 est un couple S = (s1, $2) tel que 'entier 1 apparait exac-
tement deux fois dans les composantes de S, donc tel que s; = s = 1. De plus S = (1, 1) est bien
une séquence de Skolem d’ordre 1 puisque les deux apparitions de 'entier 1 sont distantes de 1
composante dans S. | Il n’existe donc qu'une seule séquence de Skolem d’ordre 1 qui est (1,1) |.

Pensez a justivier vos réponses, méme celles des questions simples comme icu.
De plus, répondez précisément a la question posée : ici, il n'est pas suffisant
de dire que (1,1) est une suite de Skolem d’ordre 1, il est aussi nécessaire de
Justifier qu’il n’en existe pas d’autres.

(b) Eziste-t-il des séquences de Skolem d’ordre 27 Justifier votre réponse.

» Une séquences de Skolem d’ordre 2 est un quadruplet S = (s1, s2, s3, S4) tel que les entiers 1 et

2 apparaissent chacun exactement deux fois dans les composantes de S. Il y a donc (;1) (4;2) =6

séquences de Skolem d’ordre 2 possibles (nombre d’anagramme de mots de 4 lettres ayant deux

lettres différentes répétées chacune deux fois) qui sont :

— (1,2,1,2), (1,2,2,1) et (2,1,2,1) qui ne sont pas des séquences de Skolem car les deux
apparitions de I’entier 1 ne sont pas distantes de 1 composante ;

— (1,1,2,2), (2,1,1,2) et (2,2,1,1) qui ne sont pas des séquences de Skolem car les deux
apparitions de ’entier 2 ne sont pas distantes de 2 composantes.

Finalement, ‘il n’existe pas de séquences de Skolem d’ordre 2 ‘

(c¢) Existe-t-il des séquences de Skolem d’ordre 3 ? Justifier votre réponse.
>

Attention, il faut justifier précisément qu’il n’existe pas de séquences de Sko-
lem d’ordre 3. Ce n’est pas éuvident, sinon il n’existerait pas non plus de
séquences de Skolem d’ordre 4 ce qui est contredit a la question suivante.

En raisonnant comme a la question précédente, il existe (g) (6;2) (67372) =15x6x1=90

sextuplets S = (s1, S92, S3, S4, S5, S6) tels que les entiers 1, 2 et 3 apparaissent chacun exactement
deux fois dans les composantes de S, ce qui donne 90 séquences de Skolem d’ordre 3 possibles.
Parmi ces possibilités, il y a :

— (;1) (452) = 6 séquences telles s; = s3 = 1, c’est-a-dire du type (1, s9, 1, 54, S5, S6) ;

— (;1) (452) = 6 séquences telles s; = s4 = 1, c’est-a-dire du type (1, s9, 83, 1, 85, S6) ;
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= 6 séquences telles s; = s5 = 1, c’est-a-dire du type (1, s2, s3, S4, 1, S¢) ;

N
[\

6 séquences telles s; = sg = 1, ¢’est-a-dire du type (1, sg, S3, S4, S5,

b

N
)

1);
= 6 séquences telles so = s4 = 1, c’est-a-dire du type (s1, 1, s3, 1, S5, S6) ;

W~
)

= 6 séquences telles s, = s¢ = 1, c’est-a~dire du type (s, 1, s3, S4, S5, 1) ;

~
)
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~
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[\

(
(
(
= 6 séquences telles so = s5 = 1, c’est-a-dire du type (s1, 1, s3, 54,1, S6) ;
(
(
(

NN N TN TN TN

= 6 séquences telles s3 = sg = 1, c’est-a-dire du type (s1, s2, 1, 54, S5,

Y

1);
= 6 séquences telles s3 = s5 = 1, c’est-a-dire du type (s1, 2,1, 54,1, S6) ;

1);

1);

— (;1) (452) = 6 séquences telles sy = s¢ = 1, c’est-a-dire du type (s1, s2, 83, 1, S5,

ce qui donne 10 x 6 = 60 possibilités qui ne sont pas des séquences de Skolem car les deux
apparitions de I’entier 1 ne sont pas distantes de 1 composante.

On peut bien sir raccourcir la rédaction en dénombrant le nombre de fagons
de placer les deux apparitions de l'entier 1 dans le sextuplet afin qu’elles
sotent distantes d’au moins 2 composantes, ce qui donne 4 fagons si la pre-
miere apparition de l'entier 1 est si, puis 3 fagcons pour ss, 2 fagons pour s3
et 1 fagon pour sy, c’est-a-dire 4 +3 4+ 2+ 1 = 10.

I1 reste 90 — 60 = 30 possibilités qui sont partitionnées en 60/6 = 5 cas disjoints.

1 cas : 6 séquences telles que s = sy = 1, cest-a-dire du type (1,1, s3, 84, S5, S¢). Alors la
seule possibilité telle que les deux apparitions de ’entier 3 soient distantes de 3 composantes est
(1,1,3,2,2,3) mais ce n’est pas une séquence de Skolem car les deux apparitions de 'entier 2
ne sont pas distantes de 2 composantes. Ainsi, aucune possibilité de ce cas n’est une séquence
de Skolem.

2¢ cas : 6 séquences telles que sy = s3 = 1, c’est-a-dire du type (s1, 1, 1, s4, S5, S). En raisonnant
comme dans le 1" cas, la seule possibilité telle que les deux apparitions de l'entier 3 soient
distantes de 3 composantes est (3,1, 1, 3,2,2) mais ce n’est pas une séquence de Skolem.

3¢ cas : 6 séquences telles que s3 = s4 = 1, c’est-a-dire du type (s, s2, 1, 1, S5, 5¢). De méme, la
seule possibilité telle que les deux apparitions de ’entier 3 soient distantes de 3 composantes est
(2,3,1,1,3,2) mais ce n’est pas une séquence de Skolem.

4¢ cas : 6 séquences telles que s4 = s5 = 1, c’est-a~dire du type (s1, $2, 83,1, 1, 86). De méme, la
seule possibilité telle que les deux apparitions de 'entier 3 soient distantes de 3 composantes est
(2,2,3,1,1,3) mais ce n’est pas une séquence de Skolem.

5¢ cas : 6 séquences telles que s5 = sg = 1, c’est-a-dire du type (s, Sq, S3, 54, 1, 1). De méme, la
seule possibilité telle que les deux apparitions de ’entier 3 soient distantes de 3 composantes est
(3,2,2,3,1,1) mais ce n’est pas une séquence de Skolem.

Ainsi, dans chacun des cas, aucune des possibilités n’est une séquence de Skolem. Finalement
‘il n’existe pas de séquences de Skolem d’ordre 3 ‘

La difficulté de ce type de questions est d’étre extrémement bien organisé pour
ne pas oublier des possibilités. Cet exemple de rédaction propose d’utiliser les
méthodes de dénombrement afin de compter toutes les possibilités pour ne
pas en oublier. On peut également rédiger la réponse avec une disjonction de
cas ou avec un algorithme de placement de chaque entier (on commence par
placer les 3, puis les 1, puis on se rend compte qu’il n’est pas possible de
placer les 2). Le plus important est de convaincre le correcteur que vous avez
bien traité toutes les possibilités sans en oublier.

(d) Déterminer un exemple de séquence de Skolem d’ordre 4.

» Par exemple, |(1,1,3,4,2,3,2,4) | est une séquence de Skolem d’ordre 4.

1l n’existe que six séquences de Skolem d’ordre J qui sont :

(1,1,3,4,2,3,2,4), (1,1,4,2,3,2,4,3), (2,3,2,4,3,1,1,4),
(4,2,3,2,4,3,1,1), (3,4,2,3,2,4,1,1), (4,1,1,3,4,2,3,2).

Pour déterminer cette liste, on peut par exemple écrire un petit algorithme
en Python.
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2. Déterminer les couples (p1,q1), (p2,q2), (P3,q3), (Pa,qs) €t (ps,qs) pour la séquence de Skolem
(4,5,1,1,4,3,5,2,3,2) de I’énoncé.
» On note S = (s1,$2,...,810) = (4,5,1,1,4,3,5,2,3,2) la séquence de Skolem de 1’énoncé. Alors :

83284:1, 882810:2, 8628923, 81285:4et82287:5.

On en déduit que

(p1, 1) = (3,4), (p2,q2) = (8,10), (p3,q3) = (6,9), (pa,qa) = (1,5) et (ps,q5) = (2,7) |

3. Désormais, on fize une séquence de Skolem S = (s1,S2,83,...,S9,) d’ordre n € N*. On consideére
les applications suivantes :

e:[1,2n] — [1,n]  P:[1,n] — [1,2n] ; Q:[1,n] — [1,2n]
= s ko= pi ‘ ko= @

(a) Démontrer que l'application ¢ est surjective.

» Soit k € [1,n]. On cherche au moins un antécédent de k par ¢, ¢’est-a-dire un entier £ € 1, 2n]
tel que p(¢) = k. Or o(¢) = s; et s, = s, = k d’aprés I'énoncé. Il suffit donc de poser ¢ = py,
car alors p({) = s; = s,, = k. Ainsi on a :

Vk e [1,n], 3¢ € [1,2n], o) =k

ce qui prouve que ‘gp est surjective ‘

(b) L’application ¢ est-elle injective ¢ Si non, déterminer les antécédents de chaque entier k € [1,n].

» D’aprés I’énoncé, chaque entier k € [1,n] apparait exactement deux fois dans les composantes
de S et ces deux apparitions sont s, = s, = k avec py # q; car ¢ — pr = k # 0. Puisque
¢ : £ +— sy, on en déduit que chaque entier k € [[1,n] admet exactement deux antécédents qui

sont et donc que | p n’est pas injective ‘

N’oubliez pas de préciser que pr # qr puisque le point important & justifier
est que les deux antécédents py et qi sont bien différents. On peut également
raisonner par l'absurde : si p est injective alors ¢ : [1,2n] — [1,n] est bijec-
tive d’apres le résultat de la question précédente et donc 2n = card([[1,2n]) =
card([1,n])) = n ce qui est absurde car n # 0. Mais ce raisonnement ne donne
pas les antécédents de chaque entier k € [1,n].

(¢c) Démontrer que l'application P est injective.
> Soit (ki, k) € [1,n]? tel que P(k;) = P(ky), c’est-a-dire tel que pp, = py,. Donc s, = s,
et par conséquent ki = s, = s, = ko (par définition de py, et px,). Ainsi, on a :

\V/(kfl,kfg) € [[1,’/1]]2, P(k’l) = P(]{?Q) = ki = ko

ce qui prouve que ‘P est injective ‘

(d) L’application P est-elle surjective ¢ Si non, déterminer le sous-ensemble des éléments de [[1,2n]
qui n’admettent pas d’antécédents.
» D’aprés I'énoncé, chaque entier ¢ € [1,2n] est soit de la forme ¢ = p; soit de la forme ¢ = ¢
oul k = s,. Dans le premier cas, k est un antécédent de ¢ = p, = P(k). Dans le deuxiéme cas,
¢ n’admet pas d’antécédents car sinon gy = ¢ = p pour un certain k&’ € [1,n] donc k = s, =
54, = K’ (par définition de py, et gx/) ce qui conduit a 'absurdité 0 = g —pr = gx—pr = k # 0. On
en déduit que chaque élément de 'ensemble |{¢ € [1,2n] | £ = ¢5,} = {qx, k € [1,n]} | n’admet

pas d’antécédents et donc que ‘P n’est pas surjective ‘
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On peut également raisonner par 'absurde : si P est surjective alors P :
[1,n] — [1,2n] est bijective d’apres le résultat de la question précédente et
donc n = card([1,n]) = card([1,2n]) = 2n ce qui est absurde car n # 0.
Mais ce raisonnement ne donne pas le sous-ensemble des éléments de [1,2n]
qui n’admettent pas d’antécédents.

(e) Etudier bricvement Uinjectivité et la surjectivité de Uapplication Q.
» En raisonnant comme dans les deux questions précédentes pour 'application P, on en déduit
que ‘ (@ est injective ‘, que chaque élément de 'ensemble {¢ € [1,2n] | { = ps,} = {pk, k € [1,n]}

n’admet pas d’antécédents et donc que ‘Q n’est pas surjective ‘

(f) Calculer p o P.
» Puisque ¢ : [1,2n] — [1,n] et P: [1,n] — [1,2n], on obtient que po P : [1,n] — [1,n]. De
plus, on a pour tout k € [1,n] :

(w0 P)(k) = p(P(K))
= ¢(pr) (par définition de P)

=5, (par définition de ¢)

=k (d’aprés I'énoncé).

Par conséquent, | oo P = Idp |

(g9) En raisonnant par l'absurde, prouwver que P o ¢ # Idp o,
» On suppose que P o ¢ = Id[; 2,). Puisque ¢ o P = Idp, d’apres le résultat de la question
précédente, on obtient que ¢ et P sont applications inverses 1'une de l'autre et donc que ¢
et P sont bijectives. Ceci est absurde car on a démontré a la question 3(b) que ¢ n’est pas
injective donc pas bijective (ou a la question 3(d) que P n’est pas surjective donc pas bijective).
Puisque 'hypothése aboutit & une absurdité, on en déduit qu’elle est fausse, c¢’est-a-dire que

Po (%2 7£ Id[[l,Qn]] .

(h) Retrouwver le résultat de la question précédente en donnant un contre-exemple a laide de la
séquence de Skolem (4,5,1,1,4,3,5,2,3,2) de l’énoncé.
» En utilisant les résultats obtenus a la question 2, on a par exemple :

(Pog)(4) =Plp(4)) = P(ss) = P(1) =p1 =3 # 4.

Par conséquent, | P o ¢ # Id[ o] |

On peut également utiliser (P o ¢)(10) =8, (Po)(9) =6, (Poy)(5) =1
ou (Poy)(7) =2.

4. (a) Justifier que Y p_ Dk + Y ey qx = n(2n + 1).
» Puisque chaque entier ¢ € [1,2n] est soit de la forme ¢ = p; soit de la forme ¢ = ¢ ou
k = sy € [1,n], on en déduit que :

ZP!HFZ%—ZK— 2n+1) n(2n +1)

d’aprés la formule de la somme des premiers entiers.

(b) En déduire que >, _, pp = n* — —"("4_1).
» D’aprés I’énoncé, on a ¢ — pr = k pour tout k € [1,n], donc ¢ = k + pg. On en déduit
d’aprés le résultat de la question précédente que :

n(2n + 1) Zp’“LZq’c Zpk+zk+pk —221%-!— n—i—l)
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et par conséquent :

ipk:n@n%—l)—@:4n2+2n—n2—n , n—n? 5, n(n—1)
k=1

:n+ =N —

2 4 4 4

(¢c) Conclure que «n oun — 1 est un multiple de 4» est une condition nécessaire a l’existence d’au
moins une séquence de Skolem d’ordre n.
» On suppose qu’il existe une séquence de Skolem S = (s, S92, S3, . . ., S9,,) d’ordre n. D’aprés le
résultat de la question précédente, on obtient que :

n

nin—1
el e 3,
k=1

Or py € [1,2n] pour tout k € [1,n] donc > ;_, pi est un entier comme somme d’entiers. Par
conséquent, "("4_1) est un entier comme différence d’entiers, d’ott n(n—1) est un multiple de 4. On
en déduit deux cas disjoints : soit n ou n—1 est un multiple de 4 soit n et n—1 sont des multiples
de 2. Or le deuxiéme cas est absurde car n et n — 1 sont deux entiers consécutifs donc de parité
différente. Par conséquent, s’il existe une séquence de Skolem d’ordre n alors n ou n — 1 est un

multiple de 4. Autrement dit ‘ «n ou n — 1 est un multiple de 4» est une condition nécessaire a

I’existence d’au moins une séquence de Skolem d’ordre n |.

Attention a ne pas oublier le cas oun et n—1 sont des multiples de 2. Méme
si ce cas est absurde, il faut montrer que votre raisonnement est exhaustif.
De plus, rédigez votre réponse pour bien mettre en avant la nécessité de la
condition afin de répondre précisément a la question.

(d) Discuter de la suffisance de la condition de la question précédente a l'aide des exemples de
séquences de Skolem obtenus a la question 1 et lezemple (4,5,1,1,4,3,5,2,3,2) de l’énoncé.
» Dire que la condition de la question précédente est suffisante & 'existence d’au moins une
séquence de Skolem d’odre n revient a dire que I'implication suivante est vraie :

«n ou n — 1 est un multiple de 4» = «il existe une séquence de Skolem d’ordre n»

Par conséquent, dire que la condition de la question précédente n’est pas suffisante a ’existence
d’au moins une séquence de Skolem d’ordre n revient a dire que I'implication précédente est
fausse, c’est-a-dire a trouver un entier n € N* tel que :

«n oun — 1 est un multiple de 4» et «il n’existe pas de séquence de Skolem d’ordre n»

Or on a :

— 1 —1 =0 est un multiple de 4 et il existe une seule séquence de Skolem d’ordre 1 (résultat
de la question 1(a));

— 2et 2 —1 =1 ne sont pas multiples de 4 ;

— 3 et 3—1 =2 ne sont pas multiples de 4;

— 4 est un multiple de 4 et il existe au moins une séquence de Skolem d’ordre 4 (résultat de la
question 1(d));

— 5—1 =4 est un multiple de 4 et il existe au moins une séquence de Skolem d’ordre 5 (d’aprés
I'énonce).

Puisqu’on n’a pas obtenu de contre-exemples pour les premiéres valeurs de n (de 1 & 5), on peut

conjecturer que‘ «n ou n — 1 est un multiple de 4» est une condition suffisante a ’existence d’au‘

moins une séquence de Skolem d’ordre n ‘ Et si on démontre cette conjecture, on prouvera que :

Vn € N*, «il existe une séquence de Skolem d’ordre n» <= «n ou n — 1 est un multiple de 4»

ce qu'on a déja montré pour tout n € [1,5].
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Soyez trés précis pour rédiger la réponse a ce type de question de logique
mathématique. Pour cela, utilisez le vocabulaire du cours de logique afin de
montrer au correcteur que vous avez compris l’objectif de ’énoncé. De plus,
soyez rigoureux en écrivant seulement les arguments nécessaires a votre rai-
sonnement. Par exemple ici, citer les résultats des questions 1(b) et 1(c) fait
perdre des points car ils ne justifient en rien la suffisance de la condition (ils
jJustifient la nécessité qu’on a déja prouvé a la question précédente).

Pour les curieux, I’équivalence ci-dessus est effectivement vraie pour tout en-
tier n € N* mais la démonstration de ce théoreme dépasse largement le cadre
du programme de BCPST (mais nous venons quand méme de faire la moitié
du travail en prouvant que la condition est nécessaire).

Exercice

Le marsupilami parle une langue rigolote mais assez pauvre puisque les seuls mots de son vocabulaire sont
«houbay, «hop», «bay, «habouy, «bahouy, «houy, «baba» et «grrrhouba». De plus, chaque phrase commence
toujours par le mot «houbay et ne comporte pas plus de 6 mots. On pourra répondre aux questions suivantes
sans simplifier les résultats.

1. Combien de phrases le marsupilami peut-il formuler dans sa langue ?
» Soit F I'ensemble des phrases que le marsupilami peut formuler dans sa langue. D’aprés 1’énoncé,

on a : 6
E:U&
n=1

ou E, est ensemble des phrases formées de n € [1,6] mots que le marsupilami peut formuler.
Puisqu’une phrase formée de n € [1,6] mots ne peut étre a la fois formée de n’ € [1, 6] mots avec
n # n', les ensembles Fy, Fy, ..., Fg sont deux a deux disjoints et forment donc une partition de

E. On en déduit que :
6

6
card(F) = card (U En> = Z card(E,).
n=1 n=1
Or dénombrer E, si n € [1,6] est fixé, revient a dénombrer les n-listes avec répétition d’éléments
de 'ensemble des mots du vocabulaire du marsupilami sauf que la premiére composante des listes
sera toujours «houba» d’aprés ’énoncé. Autrement dit :

«houbay , <hop», «bay,

card(E,) =card | {«houba»} x V x V x---xV [ouV = ¢ «habou», «bahou», «<hou»,
n—1 fois «babay , «grrrhoubay
—card ({«houbay}) x card (V)"
—1 x 8n—1 — 8n—1'

Finalement, le nombre de phrases que le marsupilami peut formuler dans sa langue est :

6 5
1 -85 86 —1
card(E) = 28”_1 = 28’“ = =
n=1 k=0

1-8 | 7

en posant le changement d’indice k = n — 1 et en reconnaissant la somme des termes d’une suite
géométrique.

Attention au piége : les phrases a dénombrer ne sont pas toutes composées de
6 mots; il peut y avoir moins de 6 mots, il faut donc penser a utiliser une
partition. N’hésitez pas a sauter sur la moindre occasion pour citer votre cours
afin de montrer que vous le connaissez (définition d’une partition, cardinal d’une
partition, définition des listes avec répétition, cardinal d’un produit cartésien,
changement dindice dans les calculs de sommes, somme des termes d’une suite
géométrique, etc.)
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2. Combien de phrases formées de 5 mots différents le marsupilami peut-il formuler dans sa langue ?
» Dénombrer les phrases formées de 5 mots différents que le marsupilami peut formuler revient a
dénombrer les 5-listes sans répétition d’éléments de I’ensemble des mots du vocabulaire du marsu-
pilami sauf que la premiére composante des listes sera toujours «houba» d’aprés 1’énoncé. On en
déduit que le nombre de phrases de 5 mots différents que le marsupilami peut formuler est :

7!
1 x (8=1) x (8=2) x (8—=3) x (8—4) =Tx6x5x4d=|7|
choix de «houba»  (joix d'un mot  choix d’un mot  choix d’un mot  choix d’un mot
parmi les parmi les parmi les parmi les
8—1=7 8—2=06 8—3=5 8—4=4
mots restants mots restants mots restants mots restants

3. Combien de phrases le marsupilami peut-il formuler dans sa langue en utilisant exactement une fois
chacun des mots suivants : «houba», «hops, «babay, <houbay, «houbay, <hop» ?

» Dénombrer les phrases formées des six mots de 1’énoncé utilisés chacun exactement une fois
revient & dénombrer les anagrammes d’un mot de six lettres ayant trois lettres différentes (ce qui
correspond trois mots différents «houbay, «hop» et «baba») dont une lettre est répétée trois fois (ce
qui correspond au mot «houbay ), une lettre est répétée deux fois (ce qui correspond au mot «hop»)
et une lettre apparait une seule fois (ce qui correspond au mot «babay) sauf que la premiére lettre
sera toujours celle qui correspond au mot «houbay. Ainsi, cela revient & dénombrer les anagrammes
d’un mot de cinq lettres ayant trois lettres différentes dont deux lettres sont répétées deux fois
(puisqu'un des trois «houba» est toujours utilisé pour étre placé au début de la phrase) et une
lettre apparait une seule fois. On en déduit que le nombre de phrases formées des six mots de
I’énoncé utilisés chacun exactement une fois que le marsupilami peut formuler est :

1 6—1 6—3 6—5 o2\ (3 5!
1 2 2 1 2/\2 2121
~~~ S—— —— ——
choix de la place choix de la place choix de la place choix de la place
du premier «houba» des deux autres «houba» des deux «hop» de «baba»
parmiles6 —1=5 parmiles 6 —3=3 parmiles6—-5=1
places restantes places restantes places restantes

Probléme 2 (modélisation mathématique et informatique)
Enoncé et corrigé de V. Vong

A) Propriétés de la fonction f,

1. La fonction f, est polynomiale donc dérivable sur R. On a :
Vo € R, fl(x) = —2rx +r.

Il en résulte que pour x € R, fl(z) >0 < x > %, car r > 0. On a donc le tableau de variation
suivant :

T —00 0 % 1 +00

\
/

—00 —00

2. D’aprés le tableau de variation, on constate que le maximum est atteint en % et il est égal a 7.

En particulier, f, est majorée par 7.
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3. La fonction g :  — f,(x) — x est polynomiale donc dérivable sur R. Et on a :

Ve e R, ¢'(x) = —2rz+r— 1.
Il en résulte que pour z € R, ¢'(z) > 0= x < %, car r > 0. On a donc le tableau de variation
suivant :
x —00 o ’"2;7} e%) +o00
g'(z) + 0 -

O/ 4r \O

—00 —00

avec oy = =1 agzOsiO<r<1,eta1:O,a2:”;T1Si?"Zl.

r )
B) Etude de la suite (2,)n>1
1. def suitelLogistique(r,x1,n)
xn=x1
for i in range(1,n)
xn=r*xn*(1-xn)
return xn
2. def estDecroissante(r,xl1,n)
xn=x1
for i in range(1,n)
yn=r*xn(1-xn)
if yn>xn :
return False
return True

3. Montrons par récurrence que pour tout n € N, z,, € [0, 1].
Pour n =1, x; € [0, 1] par hypothése.
Supposons que pour un certain n, z,, € [0, 1]. D’aprés le tableau de variation de f,., on a f([0, 1]) C
[0, 7]. Comme 0 < r < 4, on en déduit que f([0,1]) C [0,1]. Or, z,, € [0,1]. Donc f(z,) € [0,1].
Autrement dit, x,4; € [0, 1].
D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que pour tout n > 1, x,, est un élément de [0, 1].

4. (a) Pour z; € {0,1}, on constate que 'on ne sort jamais de la boucle while car dans ce cas, la
valeur de x,, étant égale a 0 pour n > 2.

(b) On en déduit que la suite est stationnaire.

(c) Pour z; €]0, 1], on constate que 'on ne rentre jamais dans la boucle while. En particulier,
la valeur de retour est dans ce cas 1.

5. On suppose que x; €]0, 1[. Montrons par récurrence que pour tout n > 1, x,, €]0, 1[. Pour n =1
ceci est vrai par hypothése. On suppose que z,, €]0, 1] pour un certain entier n. Or, d’apreés le
tableau de variation de f1, on a f(]0,1[) C]0, 1[. Donc fi(z,) > 0, ce qui signifie que @,4; > 0.
D’aprés le principe de récurrence, il en résulte que pour tout n > 1, z,, €]0, 1[. Soit z; €]0,1[. On
vient de montrer que (x,),>1 est une suite strictement positive. Soit n € N. On a : z, — 2,41 =
T, — (1 —x,) = 22. Or, z, > 0, donc 2 > 0. D’o : x, — T,11 > 0. Autrement dit, (z,),>1
est une suite strictement croissante.

6. (a) Pour tout entier n > 1, on pose : P, : 0 < z,, < r"~'. Montrons la proposition par récurrence

sur n.
Pour n =1, 0 < x; < 1 par hypothése.
On suppose que pour un certain n,

0<z, <r" (P)

BCPST1A lycée Hoche 2015-2016 40 sur 141 Sébastien Godillon



Or,0<=z,<1 Donc:1>(1-=x,) >0.Deplus, > 0. Dou:
0 <rz,(1—m,) <" 'r(l—a,),

et
(1 —x,) <
Donc : 0 < rz,(1 — z,) < r"™ autrement dit, P, est vraie.
D’aprés le principe de récurrence, on en déduit que pour tout n > 1, x, < r" 1.

(b) On représente f% en rouge.

0.8 —4—
0.6 —1
0.4 ——
0.2 —1—
| I R

‘ i) ‘.1'1 ‘ ‘ ‘ ‘

-0 02 04 06 0.8 1
2 ——
0

(c) Pour tout n > 1, on a0 < z, < r" ! avec r < 1. Or, la limite en +o00 de (r"!) est 0
car 0 < r < 1. Par le théoréme d’encadrement (ou théoréme des gendarmes) on en déduit
que la limite en +oo de (x,,),>1 est 0. Autrement dit, la population en question est vouée a
disparaitre.
7. On suppose 1 < r < 2.
(a) 1. Comme 1,72 sont strictement positifs, par passage a l'inverse, on obtient : 1 > % > %,
car la fonction inverse est strictement décroissante sur R**.
Onar <2, donc£<%.
Reste & montrer que :% < 7. Raisonnons par équivalence.

o ler-1<?
r 2
S0< gy —r+1
S0<r?—4dr+4
S 0<(r—2)>2
ce qui est vrai, car r < 2. Par transitivité des inégalités, on en déduit que :
r—1 < r < 1 < 1
r 4 "2 1
ii. On constate que f,(=2%) = (r —1)(1 — =) = =1, Donc =2 est point fixe de f,. Donc
pour 1 = %, la suite est constante.

iii. D’apres son tableau de variation, f, est strictement croissante sur |0, T;—l[ car % < j.ona
donc f,(]0, =1[) C]0, =1[. Donc la suite (z,),>1 est valeurs dans |0, == [. La suite (2,)n>1
est donc strictement majorée par % Montrons que la suite est strictement croissante.
Soitn>1.0na:

Tpi1 — Tp >0 ra, (1l —x,) — 2, >0
s re,(1—xz,) >z,

sr(l—z,) >1 car x, > 0
s (1-z,)>1 car r > 0
& T’;—l > T, ce qui est vrai.

Donc (z,,)n>1 est bien strictement croissante.
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iv.

La fonction f, étant strictement croissante sur |*— =1 %[ on en déduit que :

r— 1 1 -1 1 r—1r
fr(] r D ]fr( ):fr(§)[_] r 71[
Comme % < 3, il en résulte que f,(]==4, 1[) C]==1, 1[. L'intervalle ] =%, 1[ est donc stable

par f,, on en dedult que (x,),>1 est a valeurs dans ]’"rl, ;[ Donc (z,,),>1 est strictement

minorée par Trl. Montrons que (Jin)n21 est strictement décroissante. Soit n > 1. On a :

Ty — Tpp1 >0 2, —ra,(1—x,) >0
&z, > re,(l—x,)

s 1>r(1—u1,) car x, > 0
1> (1—x,) car r > 0
S x, > % ce qui est vrai

Donc la suite (x,,),>1 est strictement décroissante et minorée par r=1

Supposons que T E]%, 1]. Si x; = 1, la suite est stationnaire, cas déja traité.
Supposons que xl €z, 1].

— Cas1l:2; = ; Dans ce cas, f,(z1) = ==L qui correspond au cas olt 7, = ”Tl.

— Cas 2 : 2 € [5,%][ Or, on a : fr([2,;[) Cc]=t, ] et donc =t <z < & < 4
Donc x5 €)=, 7.

— Cas 3: 2y €)%,1[. On a :f,(]1,1]) C]0, =[. Donc x5 €]0, =1[. Cas ¢galement traité.

r’
Dans tous les cas, en consaderant To, ON constate que 'étude de la suite se rameéne aux

cas vus précédemment.

(b) Représentons graphiquement les éléments demandés :

i. Premiére bissectrice : courbe noire. graphe de fs : courbe rouge.
2

ii. Enbleu: z; =1

5°

iii. En rouge : x1 = ;11.
0.8 —4—
0.6 ——
0.4 —— -
02— 2
| [bi g m| | N
| A | | |
-0 02 04 06 08 1
0

(c) On constate que dans tous les cas, la suite est monotone & partir du rang 2 et bornée. On

en

points fixes de f, qui sont égaux a 0 et & =

déduit qu’elle est convergente. La fonction f, étant continue, les limites possibles sont les
r—1 1

Pour z; €]0, T[, on a vu que la suite est alors strictement croissante et majorée. Elle ne
peut donc pas converger vers 0. Elle tend alors vers la seule autre limite possible : %

Pour z; = %, on a vu que la suite est constante et a comme limite ’”T;l

Pour z; E]%, %[, la suite est minorée par % et ne peut donc converger vers 0. Comme
elle est convergente, elle tend vers la seule autre limite possible, %

si 21 € [3,1], on a vu alors que x5 €]0, 3[. Or, les suites (z,)n>2 €t (2,)n>1 sont de méme

nature et ont méme limite. Donc la limite est aussi ===

Le nombre d’individus se stabilise autour de la valeur 1000%.
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DS n°4 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
Résoudre le systéme suivant d’inconnues (z,y, z) € R? en fonction des valeurs du parameétre m € R :

(3—m)x —2y — 62 =2
3r—2+m)y—92=3 . (Sm)
—z+y+4—-—m)z=-1

Probléme 1

On dit qu’une fonction f est de classe C! si f est définie et dérivable sur R et f’ est continue sur R. Le
but de ce probléme est de déterminer toutes les fonctions f de classe C! telles que

Ve eR, f(f(z)) =Ae+p ()

ou A et u sont deux nombres réels fixés avec A €]0, 1.

1. (a) Justifier briévement que si f est une fonction polynomiale de degré 1, c’est-a-dire de la forme
[z azx+0bou (a,b) € R? alors f est de classe C.

(b) Déterminer toutes les fonctions f polynomiales de degré 1 qui vérifient (*).

2. Pour cette question, on fixe une fonction f de classe C! qui vérifie () et on pose ¢ : x — Az + p.
(a) Montrer que f oy = o f puis que f'op = f
(b) Pour cette question, on fixe z € R.

i. Prouver que pour tout entier n > 0 :

) = /(") ongh = popoop (avee ¢ = Idg).
——
n fois
ii. Montrer que (¢"(z)),>0 est une suite arithmético-géométrique.
iii. Exprimer ¢™(x) en fonction de n, z, A et p.
iv. En déduire que la suite (¢"(x)),>0 converge vers une limite o € R qui ne dépend pas de z.

(c) Démontrer que f’ est constante a ’aide du résultat admis suivant : si g : R — R est une fonction
continue et (u,)n>0 est une suite qui converge vers £ € R alors (g(uy))n>0 converge vers g(¢).

(d) En déduire que f est une fonction polynomiale de degré 1.

3. Conclure.
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Exercice 2
On considére la fonction suivante :

f @+ arcsin (M) .

1. Déterminer I’ensemble de définition Dy de la fonction f.

2. Dans cette question, on s’intéresse a la fonction arcsin.
(a) Rappeler précisément la définition de la fonction arcsin.
(b) Déterminer 1’ensemble de dérivabilité D, de la fonction arcsin.
(c) Calculer la dérivée de la fonction arcsin sur D, egin’-

3. Déterminer ’ensemble de dérivabilité Dy de la fonction f.

4. Calculer la dérivée de la fonction f sur Dy.

5. Etudier les variations de la fonction f.

Probléme 2

Soit E un ensemble dont le cardinal est noté n = card(F). Le but de ce probléme est de dénombrer les
couples (A4, B) € P(E)? de parties de E tels que B C A.

1. Dénombrer les couples (A, B) de parties de E.
2. Pour tout couple (A, B) de parties de £, on définit I'application ®(4 5y : £ — {0, 1,2, 3} par :

Osize F\(AUB)
lsize ANB
2siz e A\ B
3size B\ A

Vo € E, CI)(A7B)(ZE) =

Retrouver le résultat de la question précédente a I'aide de I'application ® : (A, B) — ® 4 p).

3. (a) Pour cette question, on fixe A une partie de E et on note k = card(A). Dénombrer les parties
B de FE telles que B C A.

(b) Pour cette question, on fixe k € [0,n]. Dénombrer les couples (A, B) de parties de E tels que
card(A) = k et B C A.

(¢) En déduire le nombre de couples (A, B) de parties de F tels que B C A.
4. En s’inspirant de la question 2, retrouver le résultat de la question précédente.

Exercice 3
On considére le systéme linéaire suivant d’inconnues (1, z2) € R? :

ary + bry =
{on (s)
ou (a,b,c,d) € R* et (y1,y2) € R? sont des paramétres réels fixés.
1. Montrer que (S) admet une unique solution si et seulement si ad — bc # 0.
2. Résoudre (S) dans le cas ou ad — bc # 0.
3. Application : utiliser les résultats précédents pour répondre aux questions suivantes.
(a) Résoudre le systéme suivant d’inconnues (z,y) € R? :

8r + 6y = —1
{5x+9y—2 ' (1)

(b) Méme question pour le systéme suivant en fonction des valeurs du parameétre m € R :

(2m+ 1)z + (5m+1)y =3
{ (m+ 1)z + (3m+1)z: 2 (S2)
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Corrigé du DS n°4 de mathématiques

Exercice 1
Résoudre le systeme suivant d’inconnues (x,y,z) € R® en fonction des valeurs du parametre m € R :

(3—m)x —2y — 62 =2
3r—(2+m)y—92=3 . (Sm)
—r+y+(4—-—m)z=-1

» Soit m € R. On obtient a l'aide des opérations élémentaires sur les lignes :

(3—m)x —2y —6z =2
(Sm) <= 3z —(24+m)y -9z =3
—x +y +(4—m)z = —1
T —y—(4—m)z=1 Ly <+ Lz puis L < —L;
= 3z —(2+m)y -9z =3
(3 —m)z —2y —6z=2 Ly Ly
x —y —(4—m)z=1
— —@+m)+3ly o+ -9+3@-m)|z=3-3 Ly Lo— 3L

—24+(3—-m) y+[—6+(3—m)(4—m) z=2-—(3—m) Ly = Ly = (3 =m) Ly

=

x —y —(4-m)z=1
(1—m)y +(3—=3m)z=0
(1—m)y +(m* —Tm+6)z = —1+m

[1]z —y —(4-—m)z=1

— (1—m)ly +(3—=3m)z=0
[(m2—7m+6)—(3—3m)z:—1+m Ly L3 — Lo
([1]z —y —(4-—m)z=1

— (1—m)y +(3—=3m)z =0

(m*> —4m+3) |z = —-1+m

N —— —
=

Le systéme linéaire (S,,) est donc équivalent a un systéme échelonné dont deux pivots dépendent du
paramétre m. Or :

l-m=0<=m=1 et m*—4m+3=0<= (m=1oum=3)
car on reconnait une équation de degré 2 avec :
—(=D+VA _

A:(—4)2—4><1><3:4>Oet{ 2l

—(=H-VA _ ¢
2x1
On raisonne donc par disjonction.
1" cas : m # 1 et m # 3.
Le systéme linéaire (S,,) est alors équivalent a un systéme échelonné dont les trois pivots sont non nuls.
C’est donc un systeme linéaire de trois équations a trois inconnues de rang 3, c’est-a-dire un systéme de
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Cramer, et il admet une unique solution. De plus :

(z— —14+m B m—1 B 1
- (m2—4m+3  (m—-1)(m-3) m-3
(Spm) <= yzwz_gz:__?’
bem 3)+ (4 3 p
\ m—3 m— 3

2°cas:m=1.
En injectant cette valeur de m dans le systéme échelonné obtenu, on obtient :

r—y =3z =1
0=0

Le systéme linéaire (S,,) est alors équivalent & un systéme échelonné a deux équations auxiliaires compa-
tibles et deux inconnues auxiliaires. Il admet donc une infinité de solutions. De plus :

(Sm) = r=1+y+32 ou(y,z2) €R:

3¢ cas :m = 3.
En injectant cette valeur de m dans le systéme échelonné obtenu, on obtient :

r -y —z=1
(Sm) <= —2y —6z2=0 .
0=-2

Le systéme linéaire (S,,) est alors équivalent a un systéme échelonné a une équation auxiliaire non com-
patible. Il n’admet donc pas de solutions.
Conclusion : I'ensemble des solutions du systéme linéaire (S,,) est donc :

| {(m_—23’m_—33’m1—3)} sim e R\ {1,3}

{Q+y+3202) | (2) eR} sim=1

0 sim=3

Probléme 1
On dit qu’une fonction f est de classe C' si f est définie et dérivable sur R et [’ est continue sur R. Le
but de ce probléeme est de déterminer toutes les fonctions f de classe C' telles que

Ve € R, f(f(x)) = Ae+p ()

ou A et ju sont deux nombres réels fizés avec A €]0, 1.

1. (a) Justifier bricvement que si f est une fonction polynomiale de degré 1, c¢’est-a-dire de la forme
frxwax+0bou(ab) € R2 alors f est de classe C.
» Soit f: z+ ax+bou (a,b) € R?* une fonction polynomiale de degré 1. Puisque les fonctions
Idg :  — x et ¢ : x — 1 sont définies et dérivables sur R, et que leurs dérivées respectives
Idg : z +— 1 et ¢ : x — 0 sont continues sur R, on en déduit par linéarité que f = aldg + bc est
définie et dérivable sur R et que sa dérivée f' = aldg + b’ est continue sur R, c’est-a-dire que

f est de classe C!|.
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(b) Déterminer toutes les fonctions f polynomiales de degré 1 qui vérifient (% ).
» Soit f: x> ax + b ou (a,b) € R? une fonction polynomiale de degré 1 qui vérifie (x). Alors
on a pour tout x € R :

Mo+ = f(f(x)) = flax +b) = alax +b) + b = a*v + (ab+ b).

Par identification des coefficients de fonctions polynomiales, ceci est équivalent &
N = 2 a2 — \ a=+v\ a=—V\
{,u:ab—i—b {b(a—i—l) i a

= . I ou b
1+ 1—VA

car A > 0 (puisque A €]0,1[), 1+ v/A # 0 (puisque VA > 0) et 1 — /A # 0 (puisque A # 1). On

obtient donc seulement deux fonctions polynomiales de degré 1 qui vérifient (x), qui sont :

ji i
x— Vr + et = —VAx+ .
1+ 1 -V

2. Pour cette question, on fize une fonction f de classe C' qui vérifie (x) et on pose ¢ : x — A\x + .
(a) Montrer que f oo = po f puis que f'op = [
» On a pour tout z € R :

(fop)(x) = fle(x)) = f(Ar+p) = f(f(f(x)) car [ vérifie (x)
= Af(z)+p car f vérifie (x)

= ¢(f(x)) = (po [)(x).

D’oﬁ’fogp:gpof‘.

Ou tout simplement, on peut remarquer que la condition (%) peut aussi

s’écrire fo f = ¢ donc fop = fo(fof) = (fof)of =wolf par

associativité de la composition.

Puisque f est dérivable sur R par hypothése (f est supposée de classe C') et ¢ est dérivable
sur R comme fonction polynomiale, on a en dérivant 1'égalité précédente pour tout = € R (en
utilisant la formule de dérivée d’une composée) :

(@) f (p(x) = f'(2)¢'(f(x))
donc A (p(x) = f'(x)A (ca
donc f'(p(x)) = f(x) (ca

De méme, on peut tout simplement écrire ' X (f' o) = f' x (¢' o f) puis
on simplifie en remarquant que @' = ¢ o f = X #£ 0.

(b) Pour cette question, on fize x € R.

1. Prouver que pour tout entier n > 0 :

(@) =f"(p"(x)) ot =popo---o¢p (avec ¢’ = Idg).

n fois

» Montrons le résultat par récurrence.
Initialisation. On a :
f1(¢°(2)) = f'(Ide(z)) = f'(x)

donc le résultat est vrai pour n = 0.
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Heérédité. On suppose le résultat vrai pour un certain entier n > 0 fixé. On a :

@) = f | (popo-op)(z) | =f | el (px)...))
n +Tfois n +Tfois
— e (et @ )] ] = ew) [woron)@
n fois n fois
= f'(¢"(x)) (car f' o = f" d’apres le résultat de la question précédente)
= f'(z) (d’apres I'hypothése de récurrence).

Ainsi, le résultat est vrai au rang n + 1 §’il est vrai au rang n.

On peut aussi tout simplement écrire " (z) = (p o ©")(x) = p(p™(x)).

Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on peut donc conclure que :

Vn >0, f'(z) = f (¢"(z))]

ii. Montrer que (" (x))ns0 est une suite arithmético-géométrique.

» On a pour tout entier n > 0 :

" (z) = (popo---0p)(x) = plp(... (p(x))...))
n +Tfois n +Tf01s
=elel @) ) =v|lpo o))

o (" (7)) = A" (2) + p.

On peut aussi tout simplement écrire " (z) = (p o @")(x) = p(p™(x)).

Ainsi, la suite (¢™(2)),>0 est définie par :

Plr)=2 et Yn=0, " 2)=p"(x) + p|

On reconnait que

(©™(2))n=0 est une suite arithmético-géométrique |.

iii. Exprimer ¢"(x) en fonction de n, z, X et p.

» On cherche o € R tel que @ = Aa+ p. Puisque 1 — X # 0 (car A €]0, 1]), il suffit de poser :

On a alors pour tout entier n > 0 :

Q0n+1 (l’)
«

A" () + p
Ao+ [

A (gp”(a:) - a) :

On reconnait une suite géométrique de raison A, donc

") —a

Az — «).

Vn >0, ¢"(x) —a=\" (gpo(x) - a)

En reportant la valeur de «, on obtient finalement :
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. En déduire que la suite (" (x)),>0 converge vers une limite « € R qui ne dépend pas de x.

» On obtient d’apreés le résultat de la question précédente :
: . H M
1 "x)= 1 AN x—
7£&¢@>n£&( @ 1_Q+1_Q

AT _n z ST
= <n1—l>rfoo/\ ) X (x - )\) Y (par linéarité)

:0x(x— “A>+ B (car A €]0,1])

1— 1—-A
1
1—X

Par conséquent, |la suite (¢"(z)),>0 converge vers a = % qui ne dépend pas de x |.

(¢c) Démontrer que f’ est constante a l'aide du résultat admis suivant : si g : R — R est une fonction
continue et (uy,)n>o est une suite qui converge vers £ € R alors (g(un))n=0 converge vers g(f).
» Soit x € R. On pose g = f et (un)ns0 = (¢™())ns0. Puisque f est de classe C! par hypothese,
la fonction g = f' : R — R est continue. De plus, la suite (u,)ns0 = (™ ())n=0 converge vers
{ = a = £ d’aprés le résultat de la question précédente. En utilisant le résultat admis de

I'énonceé, on en déduit que (g(un))nz0 = (f'(¢"(7)))nz0 converge vers g(f) = f'(a) = f'(155)-
Or on a d’aprés le résultat de la question 2(b)i. :

Vn >0, f'(z) = f'(¢"(x))

ce qui donne en passant a la limite quand n — +o00 :

ﬂ@zhmf@%=m1ﬂwwﬁzﬂ®:f(ﬁ%)'

n—-+o0o n—-+o0o

Ceci est vrai pour tout x € R. Or a = %5 ne dépend pas de = d’aprés le résultat de la question

précédente, donc f'(a) = f'(%5) ne dépend pas de x. On en déduit donc que ‘ f" est constante ‘

(d) En déduire que f est une fonction polynomiale de degré 1.
» D’apres le résultat de la question précédente, f'(z) = a pour tout z € R ot a = f'(a) =
1 (ﬁ) € R est une constante. Puisque f est une primitive de f’, on en déduit que :

Ve e R, f(z) = /f’(x)dx = /ada: =ar+b oube R est une constante.

Par conséquent, | f est une fonction polynomiale de degré 1 ‘

3. Conclure.

» D’aprés le résultat de la question précédente, 'ensemble des fonctions f de classe C! qui vérifient
(%) est inclus dans I’ensemble des fonctions f polynomiales de degré 1 qui vérifient (x). De plus, on
a l'inclusion contraire (et donc 1’égalité par double inclusion) puisque toute fonction f polynomiale
de degré 1 est de classe C! d’apreés le résultat de la question 1(a). Or I'ensemble des fonctions f
polynomiales de degré 1 qui vérifient (x) est égal a

14+ v\ 11—V

d’aprés le résultat de la question 1(b). Par conséquent, il n’existe que deux fonctions f de classe C*
qui vérifient (x), ce sont les deux fonctions ci-dessus.

{:cn—>\/Xx+L,xn—>—\/Xx+ a }
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Profitez de ce type de question bilan pour montrer que vous avez compris l’énoncé
en rédigeant soigneusement et précisément vos raisonnements.

Exercice 2
On considere la fonction suivante :

f:x+— arcsin ( QCOS(I)> :

1. Déterminer l'ensemble de définition Dy de la fonction f.

» On peut écrire f comme une composée de trois fonctions :

fi:x— 2cos(x)

f=fsofeofita flx) = fs(fa(fi(x))) avec forx =z

f3 : x> arcsin(x)
Alors f(x) est défini si et seulement si @ € Dy,, fi(z) € Dy, et fo( fi(x)) € Dy,. Or :
r €Dy < zveR
et fi(x) € Dy, <= 2cos(z) € Ry <= cos(z) >0

<z € U [——+2k7r +2k:7r}
kez

et fo(fi(z)) € Dy, <= /2cos(z) € [-1,1] <= 2cos(z) € [0,1] <= 0 < cos(z) <

DN | —

= U ([———I-Qk‘?r —3—|-2k:7r] U [3+2k57r —|—2k:7r]>

kEZ

Aidez-vous d’un schéma du cercle trigonométrique pour résoudre ces inéquations
trigonométriques.

L’intersection de ces trois ensembles donne ’ensemble de définition de f :

T T T T
Dy = U ([—§+2k7r,—§—l—2k7r} U [§+2]€7T,§+2k71'}> .

kEZ

2. Dans cette question, on s’intéresse a la fonction arcsin.

(a) Rappeler précisément la définition de la fonction arcsin.
» La fonction arcsin est définie comme la bijection réciproque de la restriction

- [=1,1] T .
sin| 75 ey |5 2] = 21, 1), 2+ sina)
qui est continue et strictement croissante sur I'intervalle [—~7, 7] donc, d’aprés le théoréme de la
bijection, bijective de [—Z, Z] dans sin([—Z, Z]) = [—1, 1]. Par conséquent, la fonction arcsin est

272 2072
définie par :

arcsin : [—1,1] — [‘%7%}

y  + l'unique z € [, 7] tel que sin(z) =y |

(b) Déterminer l’ensemble de dérivabilité Dyesiy de la fonction arcsin.

» Puisque la fonction arcsin est définie comme la bijection réciproque de la fonction sin |{:71T/lg /2]

la fonction arcsin est dérivable en y € Daesin = [—1, 1] si et seulement si la fonction sin est
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dérivable en arcsin(y) et sin’(arcsin(y)) # 0. Or la fonction sin est dérivable sur R (donc en
arcsin(y) pour tout y € [—1,1]) avec sin’ = cos et on a pour tout y € [—1,1] :

sin’(arcsin(y)) = cos(arcsin(y))

)

= \/COSZ(arcsin(y)) (car cos(arcsin(y)) = 0 puisque arcsin(y) € [-7,

SIE

= \/ 1 — sin®(arcsin(y)) (d’aprés le théoréme de Pythagore)
= /1—1y2 (car sinoarcsin = Id—1,1p)-
En particulier, on obtient :
sin’(arcsin(y)) =0 <= V1 -2 =0<=y’ =1 <= (y = —louy = 1).

On en déduit que la fonction arcsin est dérivable en tout y € [—1,1] saufen y = —1 et en y = 1.
D’otu le domaine de dérivabilité de la fonction arcsin :

Darcsin’ :] - 1a 1[ .

(c) Calculer la dérivée de la fonction arcsin sur Dapesin -
» En utilisant la formule de dérivée d’une bijection réciproque et le calcul de la question précé-
dente, on obtient :

1 1
v E Darcsin/ = — 1, 1 , i/ — — .
y ] [, arcsin’(y) sin’(arcsin(y)) L—y

3. Déterminer l’ensemble de dérivabilité Dy de la fonction f.
» En écrivant f comme une composée de trois fonctions comme a la question 1, on en déduit que
la fonction f est dérivable en o € Dy si et seulement si la fonction f; est dérivable en z, la fonction
fo est dérivable en fi(x) et la fonction f3 = arcsin est dérivable en fo(fi(x)). Or :
r€Dp<—=uzeR
et fi(r) € Dy <= 2cos(r) € R} <= cos(z) >0

T T
e e }——+2lm,—+2lm[
kLEJZ 5 5

N|

et fo(fi(7)) € Dpy = Daresi' <= v/ 2c0s(z) €] — 1, 1[<= 2cos(x) € [0, 1[<= 0 < cos(z) <

T T T T
— T ok, =T 4ok [ ]— U, © 4 2k ])
]EGJZ([ 2+ ™ 3+ T U 3—1— 7r2+ T

‘Attention aux 1néqgalités strictes ou larges, soyez clairs et précis. ‘

L’intersection de ces trois ensembles donne ’ensemble de dérivabilité de f :

T T T T
D — G—— Uerr, — & + ok [ ]— 2Uerr. = 4 2k D
; kLeJZ 5+ 2km, —5 + 2k | U | 5 + 2k, o + 2kn

4. Calculer la dérivée de la fonction f sur Dy .
» En utilisant la dérivée d'une composée, on a pour tout z € Dy :

fl(@) = (fso fao fi)(x) = ((fso fa) o fi)'(x) = fi(x)(fso f2) (fi(x)) = fi(x)fo(fi()) f3(fo(fr(2))).

Or :
fi:x— 2cos(x) fiix— —2sin(z)
foix = Nr et donc fﬁixHﬁ; :
f3 : x — arcsin(z) f4 o x> arcsin’(x) = 1£12 (d’aprés la question 2(c))
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On en déduit que :

1 1
Vo € Dy, f'(x) = —2sin(x) X X -
21/2 cos(x) \/1 _ <\/m)
_ sin(x) " 1
V2cos(z) /1 —2cos(x)
sin(x)

B V2 cos(z) (1 —2cos(z)) |

5. Etudier les variations de la fonction f.
» D’apreés le résultat de la question 1, 'ensemble de définition Dy de f est symétrique (c’est-a-dire
—x € Dy pour tout = € Dy) et invariant par translation de 27 (c’est-a-dire = + 2w € Dy pour tout

x € Dy), de plus on a pour tout x € Dy :
f(—z) = arcsin < 2 cos(—:c)) = arcsin ( 2COS(.1')> = f(z) (car cos est paire)

et f(x+2m) = arcsin ( 2 cos(z + 27r)> = arcsin ( 2008(1‘)) = f(z) (car cos est 2m-périodique).

Par conséquent, la fonction f est paire et 2m-périodique. Il suffit donc d’étudier ses variations sur

I'ensemble Dy N [0, 7] = [3, §]. Or on a d’aprés le résultat de la question précédente :
Vo € [E E] f(z)=— sin(z) <
37217 V/2cos(z) (1 —2cos(x))

Donc f est décroissante sur [7, 5] d’aprés le principe de Lagrange, avec :

f(3) = arcsin < 2 cos (g)) = arcsin (, /2 X %) = arcsin(l) = § |
f (g) = arcsin (,/2003 (g)) = arcsin (\/W) = arcsin(0) =0

On en déduit le tableau des variations de f en utilisant sa parité et sa périodicité :

Probléme 2

Soit E un ensemble dont le cardinal est noté n = card(E). Le but de ce probléeme est de dénombrer les
couples (A, B) € P(E)? de parties de E tels que B C A.

1. Dénombrer les couples (A, B) de parties de E.
» L’ensemble des couples (A, B) de parties de E est le produit cartésien P(E)?. Le nombre de tels
couples est donc :

card (P(E)?) = card (P(E))? = (2card(E))2 = (2" = .
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2. Pour tout couple (A, B) de parties de E, on définit lapplication ® 4 5y : E — {0,1,2,3} par :

0size B\ (AUDB)
lsize ANDB
2sixe A\ B
3size B\ A

Vr € E, ¢(A7B)($) =

Retrouver le résultat de la question précédente a l'aide de lapplication ® : (A, B) — ®4 p).

» Pour tout (A, B) € P(E)* ®(A,B) = ®4,p) est par définition une application de E dans
{0,1,2,3}. Donc ® est une application de P(E)? dans {0, 1,2, 3}*. Montrons que cette application
est bijective.

Injectivité. Soient (Ay, B1) € P(E)? et (Ay, By) € P(E)? deux couples de parties de FE tels que
O(Ay, By) = ®(As, By), c’est-a-dire ®(4, 5,) = Pa,,8,)- Montrons que (A, By) = (A, By), c’est-a-
dire que A; = Ay et By = B,. On raisonne par double inclusion. Soit x € A;. On a deux cas :

— soit x € By et alors x € Ay N By donc @4, p,)(r) = P(a,,5,)(x) =1 donc z € Ay N By C Ay
— soit x ¢ By et alors x € Ay \ By donc ®a, g,y (x) = Pa, ) (2) =2 donc x € Ay \ By C As.
Dans les deux cas x € A, pour tout x € A; donc A; C As. De méme, on montre que As C A; donc
Ay = A,. En raisonnant de méme, on montre que B; = B,. Finalement, on a démontré que

Y ((A1, By), (Az, By)) € P(E)? x P(E)?, ®(Ay, B)) = ®(Ay, By) = (A1, B) = (Ag, By)

ce qui prouve que ® : P(E)? — {0,1,2,3}¥ est injective.
Surjectivité. Soit ¢ € {0,1,2,3}F c’est-a-dire une application ¢ : E — {0,1,2,3}. On cherche un
couple (A, B) € P(E)? de parties de E tel que ®(A, B) = . On pose :

A={z e E|px)=1ougp(x)=2} e B={recFE|p)=1oup() =3}
Alors on a par définition de A, B et ®(4 p) :

Osize E\(AUB)

lsizxe ANB

2siz e A\ B = ®(4.5)(7).
3size B\ A

Vee B, p(z) =

Ainsi, on a ¢ = ®4 py = ®(A, B). Finalement, on a démontré que
Vo €{0,1,2,3}, 3(A, B) € P(E)*, ®(A,B) =

ce qui prouve que ® : P(E)? — {0, 1,2, 3}¥ est surjective.
Conclusion. Par conséquent ® : P(E)* — {0,1,2,3}F est bijective et donc :

card (P(E)?) = card ({0, 1,2,3}") = card ({0, 1,2,3})"" =[4"]

Le plus difficile ici est de comprendre ’énoncé et en particulier la définition de
lapplication ® qui ressemble beaucoup a celle des fonctions indicatrices. En-
suite, la rédaction est tres similaire a celle de la démonstration de la formule
du cardinal d’un ensemble de parties a l'aide des fonctions indicatrices.

3. (a) Pour cette question, on fize A une partie de E et on note k = card(A). Dénombrer les parties
B de E telles que B C A.

» Une partie B de E telle que B C A est une partie de A. Il y en a donc :

card (P(A)) = 2¢ard) — .
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(b) Pour cette question, on fivre k € [0,n]. Dénombrer les couples (A, B) de parties de E tels que
card(A) = k et B C A.
» D’apreés le résultat précédent, pour une partie A de F fixée avec card(A) = k, il y a exactement
2% couples (A, B) de parties de E tels que B C A. De plus, une partie A de E telle que
card(A) = k est une k-combinaison de F, il y en a donc (Car‘,i(E)) = (}). Finalement, on obtient

le nombre de couples (A, B) de parties de E tels que card(A) = k et B C A par :

Q) -z, 0

~—— nb de choix de B
nb de choix de A pour A fixé

(c) En déduire le nombre de couples (A, B) de parties de E tels que B C A.
» Les ensembles de couples (A, B) de parties de F tels que card(A) = ket B C Aou k € [0,n]
forment une partition de ’ensemble des couples (A, B) de parties de E tels que B C A. D’apreés
le résultat précédent, on en déduit que le nombre de couples (A, B) de parties de E tels que

B C Aest égal a:
S (=3 (Mt -y -
k k
k=0 k=0
d’aprés la formule du binéme de Newton.
4. En s’inspirant de la question 2, retrouver le résultat de la question précédente.
» Pour tout couple (A, B) de parties de E tel que B C A, on définit 'application suivante :

\If(AyB) E— {0,1,2}
Osize F\(AUB)
z = VYoup(r)=q1lsizrc ANB '
2siz e A\ B

Cette application est bien définie car B\ A = () puisque B C A. En raisonnant comme a la question
2, on peut démontrer que I'application ¥ : (A, B) — V(4 p) est bijective de 'ensemble des couples
(A, B) de parties de E tels que B C A dans I'ensemble des applications {0, 1,2}*. On en déduit
que le nombre de couples (A, B) de parties de E tels que B C A est égal a :

card ({0, 1,2}") = card ({0, 1, 2})Card(E) =[3"])

Exercice 3
On considere le systeme linéaire suivant d’inconnues (z1, 1) € R? :

ar; + bxry = 1y
{ cry + dre = Yo (5)

ot (a,b,c,d) € R* et (y1,92) € R? sont des paramétres réels fixés.
1. Montrer que (S) admet une unique solution si et seulement si ad — bc # 0.
» Pour échelonner le systéme linéaire (S), on utilise une opération élémentaire sur les lignes du
type Lg < Lo+ AL; ou A € R est tel que ¢ + Aa = 0. Ceci est possible si et seulement si a # 0 et
alors A\ = —c/a. On raisonne donc par disjonction.

1¢" cas : a # 0. Alors :

S ary +bxy =

< C C C

( ) (d__b>x2:y2——y1 L2<—L2——L1
a a a

axy +bxy = 1
<= ad — be c .
Ty = Y2 — ayl
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Le systéme linéaire (S) est équivalent a un systéme échelonné de deux équations & deux inconnues
qui admet donc une unique solution si et seulement si son rang est égal a 2 (systéme de Cramer),
c’est-a-dire si et seulement si les deux pivots a et (ad — bc)/a sont non nuls. Or a # 0 par hypothése
donc le systéme linéaire (S) admet une unique solution si et seulement si ad — be # 0 dans ce cas.

2¢ cas : a = 0. Alors :

bl’g =11 CT1 +dl‘2 = Y2 L+ Ly
S) <— <— )
(5) {Cxl +dxy = s { bry =11 Ly Ly

Le systéme linéaire (S) est équivalent a un systéme échelonné de deux équations & deux inconnues
qui admet donc une unique solution si et seulement si son rang est égal & 2 (systéme de Cramer),
c’est-a-dire si et seulement si les deux pivots ¢ et b sont non nuls. Or :

(b#£0etc#0) <= bc#0<=ad—bc#0 (car a =0 donc ad — bc = —bc).

Donc le systéme linéaire (S) admet une unique solution si et seulement si ad — be # 0 dans ce cas.

Conclusion : dans tous les cas, | (S) admet une unique solution si et seulement si ad — bc # 0 |.

Ce résultat sera (trés) bientot a connaitre par ceeur.

2. Résoudre (S) dans le cas ot ad — be # 0.

» On reprend le raisonnement par disjonction de la question précédente dans le cas ot ad — bc # 0,
donc les systémes sont de Cramer et admettent une unique solution.

1°" cas : a # 0. Alors :

ary +bxy =
(S) — ad — bc c
T2 = Y2 — ayl

rom gy ) =
— 27 ad — be Y2 ayl  ad—be
o y1 — bxsy _ y1(ad — be) — b(—cy; + ays) _ ady, — beyy + bey, — abys _ dyy — bys -
! a a(ad — be) a(ad — be) ad — bc

D’ou 'unique solution dans ce cas :

(21, 29) = dy, — bys —cyi + ays
12 ad —bc ' ad— bc '

2¢ cas : a = 0. Alors :

_ U . o
(S) { cry +dry = 1o To = b Sar b # Ob puilsque a;i bcb_ be #0)
bz = 1 xl_yQ_ $2:y2b— Y _ yl_by2 (ca,rc#O).
& C —bc

D’ot I'unique solution dans ce cas :

(21, 7) = dyy —by> y1\ _ (dyr —bya —cyn +0Y _ (dyr —bya —cys + ays (car a = 0)
b —bc b 0—be = 0—be ad —bc * ad — be ‘

Conclusion : dans tous les cas, I'unique solution du systéme linéaire (S) si ad — be # 0 est :

~ (dyr — by —cyr + ays
(xly '172) - .

ad —bc ' ad — be

Ce résultat aussi sera (trés) bientot a connaitre par ceur.

3. Application : utiliser les résultats précédents pour répondre aux questions suivantes.
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(a) Résoudre le systeme suivant d’inconnues (z,y) € R? :

{8x—|—6y:—1 s1)

or + 9y = 2

» On pose (a,b,c,d) = (8,6,5,9), (y1,42) = (—1,2) et (x1,22) = (x,y) afin de retrouver le
systéme linéaire (S). On a :

ad —bc=8x9—6x5b=42+#0.

D’aprés les résultats précédents, le systéme linéaire (S1) admet donc une unique solution qui
est :

ad —bc ' ad—be

C(9x(=1)—=6x2 =5 x(=1)+8x2) [-2121
a 49 ’ 42 S\ 42 742

()

(b) Méme question pour le systéme suivant en fonction des valeurs du paramétre m € R :

_ (dyr —bys —cyr + ays
('277 y) -

{ (2m+ 1)z + (bm+ 1)y =3 ($2)

(m+1)z + Bm+1)y=2"

» De méme, on pose (a,b,c,d) = (2m+1,5m+1,m+1,3m+ 1), (y1,92) = (3,2) et (z1,22) =
(z,y). On a :

ad—be = (2m+1)(3m+1)—(5m+1)(m+1) = (6m*+5m+1)—(5m*+6m+1) = m*—m = m(m—1)
donc :

ad—bc=0<=m(m—1)=0<= (m=0oum=1).
On raisonne donc par disjonction de cas.

1" cas : m # 0 et m # 1.
Alors ad — be # 0 donc le systéme linéaire (S2) admet une unique solution qui est :

(z,y) = dy, — by —cy1 + ays
Y ad —bc ' ad—be

_ ((3m+ 1)3 — (5m + 1)2 —(m+1)3—|—(2m+1)2)
m(m — 1) ’ m(m — 1)

- gm;:%r me_—11>>

La résolution des systéemes linéaires de 2 équations a 2 inconnues est beaucoup
plus rapide avec cette méthode, méme dans le cas d’un parametre. C’est pour
cela que ces formules seront (trés) bientot a connaitre par ceeur.

2¢ cas : m = 0.
En injectant cette valeur de m dans (S2), on obtient :

r+y =3 r+y= 3
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Le systéme linéaire (S2) est équivalent & un systéme échelonné a une équation auxiliaire non
compatible, donc il n’admet pas de solutions.

3°cas:m = 1.
En injectant cette valeur de m dans (S2), on obtient :

3x +6y =3 r42y =1 L+ 3Ly
(S2><:>{2&:+4y:2<:>{ 0 =0 Ly Ly—2L;

Le systéme linéaire (S2) est équivalent a un systéme échelonné a une équation auxiliaire com-
patible et une inconnue auxiliaire, donc il admet une infinité de solutions qui sont :

(7,y) = (1 —2y,y) ouyeR.

Conclusion : I'ensemble des solutions du systéme linéaire (S2) est donc :

( {(-%%)} simeR\{0,1)

1) sim=20

\{(1—23/#)\?;61&} sim=1
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DS n°5 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
Soient A(1,3), B(2,1) et C(4,5) trois points du plan muni d’un repére orthonormé. Déterminer les coor-
données de l'orthocentre de ABC'.

Probléme 1

On considére la série harmonique, c’est-a-dire la suite (H,,),>1 définie par :

n

Yn2>1, H, =

>~
| =

=1

Le but de ce probléme est de trouver un équivalent simple de la suite (H,,),>1.
1. (a) Montrer que (H,),>1 est croissante.
(b) Prouver que Hy, — H, > % pour tout entier n > 1.
(¢) En déduire que (H,),>1 diverge vers +oc.
2. Montrer que :

(a) Vz € [0,400], In(1 +x) < z,

$2

(b) Vz € [0,400[, In(1+2z) >z — 5
3. (a) A T'aide des résultats précédents, montrer que :

(b) En déduire que :

puis retrouver le résultat de la question 1.
1
4. Pour tout entier n > 1, on pose S, = > ;_, oL

(a) Montrer que (S,,),>1 est croissante.
1 1 1
(b) Prouver que =) < T 1 j bour tout entier k > 2.
(¢) En déduire que (S,),>1 converge.
5. A T'aide des résultats précédents, démontrer que H,, ~ In(n +1).
n—-+0o0
In(n + 1)
In(n)

7. En déduire un équivalent simple de la série harmonique.

6. Calculer la limite de quand n — +o0.
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Exercice 2
Déterminer les solutions du systéme d’équations différentielles d’inconnues (z,y) suivant :

2/ (t) + 3x(t) + 8y(t) = 2t + 1

vt e R’{ SO —alt)—yt) =t (E)

Probléme 2
L’objectif de ce probléme est d’étudier nature de la suite récurrente linéaire d’ordre 3 définie par :
up=u; =0, ug=1 et Vn =0, upig = Mpio + Upr1 — Auy,

ol A € R est un paramétre fixé. Pour cela, on introduit les matrices suivantes :

Un+2 1 1 )\2
Vn>0, X, = tpp1 | EM31(R) et P=|1-1 X | e M3QR).
Up, 1 11

1. Montrer qu’il existe une matrice A € M3(R) dont on déterminera les coefficients telle que :
Vn >0, X, =AX,.

2. En déduire que X,, = A" X, pour tout entier n > 0.
3. Déterminer pour quelles valeurs de A € R la matrice P est inversible.
4. On suppose que |\| # 1 pour cette question et on pose D = P~1AP.
(a) Pour tout entier n > 0, exprimer A" en fonction de n, D, P et P~1.
(b) On propose de calculer P~ de deux maniéres différentes.
i. Déterminer P~! & 'aide de la méthode du pivot de Gauss.

ii. Calculer (P + (A — 1)I3)(P? — AP — 2(\ + 1)I3), ou I3 désigne la matrice identité d’ordre 3,
puis en déduire P~ 1.
(c) A l'aide du résultat de la question précédente, montrer que D = P~'AP est une matrice diago-
nale dont on déterminera les coefficients.

(d) Déduire des résultats précédents que :

2N + (=1)"(A=1) = (A + 1)'

> =
Vn =0, u, 200 1)

(e) Montrer que gy = Zf;ol A% et Ugpy1 = Mgy pour tout entier k > 0.
5. Justifier par récurrence que le résultat de la question précédente reste vrai si || = 1.

6. Déterminer les limites de ugy et ugk1 quand k — +o0 en distinguant plusieurs cas selon les valeurs
du parameétre A € R.

7. En déduire la nature de la suite (uy,),>0 en distinguant plusieurs cas.

8. On suppose que A > 1 pour cette question. Déterminer un équivalent simple de (uy,)n>0-

u u
9. On suppose que A = 1 pour cette question. Déterminer les limites de 2k oy 2h1

2k 2k +1

quand k — 400
puis en déduire un équivalent simple de (uy,)n>0.

Exercice 3
On considére la matrice suivante :

12 4
M= 10-2]¢eMyR).
~11 3

1. Déterminer M"™ pour tout entier n > 0.

2. En déduire une expression simplifiée de (al3 + bM)™ pour tout entier n > 0 et tout (a,b) € R?, on
I3 désigne la matrice identité d’ordre 3 (on exprimera le résultat en fonction de n, a, b, I3 et M).
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Corrigé du DS n°5 de mathématiques

Exercice 1
Soient A(1,3), B(2,1) et C(4,5) trois points du plan muni d’un repére orthonormé. Déterminer les coor-
données de 'orthocentre de ABC.
» Soit H(zy,ym) Porthocentre de ABC, ¢’est-a-dire le point d’intersection des trois hauteurs de ABC'.
. . 4—2 2
La hauteur D, issue de A est la droite passant par A(1,3) et de vecteur normal % = (5 _ 1) = (4),
elle a donc pour équation cartésienne :

Dy:224+4y+c=0

ou la constante ¢ € R vérifie 2 x 1 +4 x 3+ ¢ = 0 donc ¢ = —14. De méme, la droite Dpg issue de B est
la droite passant par B(2,1) et de vecteur normal 1@ = (g : il))) = (g), elle a donc pour équation
cartésienne :

Dp:3x+2y+c =0

ou la constante ¢’ € R vérifie 3 x 2+2 x 1+ ¢ =0 donc ¢ = —8.
Puisque H est a lintersection des hauteurs Dy et Dp, les coordonnées (xy,yy) de H sont I'unique
solution du systéme linéaire formé par les équations cartésiennes de Dy et Dp, c’est-a-dire :

2wy +4y — 14 = 0 24\ (= 14 T 24\ " [ 14
Vo sz0 = (52) () = (§) = ()= (2) (§)
- 1 ( 2_4)(14)
2x2—-3x4\—-3 2 8
__1(28—32)__1(—4)
s\ —42+16 g\ —26)"

1 13
Finalement, on obtient que les coordonnées de I'orthocentre de ABC' sont | H (5, Z) .

Pour vérifier le résultat, on peut rapidement calculer une équation cartésienne de la

hauteur D¢ issue de C' de la méme maniére que les deux autres hauteurs, on obtient

De - x—2y+6 =0 puis on vérifie que les coordonnées de H satisfont cette équation :
1 13 1-13+12

- —2X—+6

2 4 2 .

Probléme 1

On considére la série harmonique, c’est-a-dire la suite (H,)n>1 définie par :

Vn>1, H, =
k=1

| =

Le but de ce probléme est de trouver un équivalent simple de la suite (Hp)p>1-
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1. (a)

(b)

(c)

Montrer que (H,,),>1 est croissante.
» On a:

VTL} 1, Hn+1—Hn:

Donc |la suite (H,,),>1 est croissante |.

Prouver que Hy, — H,, > % pour tout entier n > 1.
» Soit un entier n > 1. On a :

3

M“
?vlr—*
?vIH
”M“
??‘IH

k=1 k=1
Or la fonction z +— % est décroissante sur |0, +oo|, donc :

1

1
VEk € [n+1,2n], o

1
< - K
Sk Tn+1

ce qui donne en sommant les inégalités de gauche pour k € [n + 1,2n] :

Finalement, | Hy, — H,, > % pour tout entier n > 1|

En déduire que (H,),>1 diverge vers +oc.

» Par l'absurde, on suppose que (H,),>1 est majorée. Puisque (H,),>1 est croissante d’aprés
le résultat de la question 1.(a), on en déduit d’aprés le théoréme de la limite monotone que
(H,)n>1 converge vers une limite ¢ € R. Par composition de limites, on obtient que :

lim Hy, = lim Hy =/ (en posant N =2n car lim 2n = 400).
n——+00 N—+o00 n—+00

Par conséquent, on a en passant a la limite dans le résultat de la question 1.(b) :

< lim (Hy, — Hp,) = lim Hy,— lim H,=¢—{¢=0 (par linéarité de la limite)

1
2 n—-+oo n——+oo n—-+oo

ce qui est absurde car % > 0. Par conséquent, (H,),>1 n’est pas majorée. Finalement, puisque
(Hp)n>1 est croissante d’apres le résultat de la question 1.(a), on en déduit d’aprés le théoréme

de la limite monotone que |la suite (H,),>; diverge vers +o0o|.

2. Montrer que :

(a)

Va € [0,4o0[, In(1+2) < x,
» La fonction f: x+— x —In(1 + z) est définie sur

{xER\aH—leDm :]0,+oo[} =] — 1, + o0

comme somme et composée de fonctions usuelles. De plus, f est dérivable sur cet intervalle
pour les mémes raisons (car Dy, = D, =|0, +o0o[). On a d’aprés la formule de dérivation d’une
composée :

1 T

Ve el —1,+o0], fl(x)=1- =7 =172

d’ou le tableau des variations de f :
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T —1 0 +oo
f'() - 0 +

+00 400
f() S 0 /

— lim, , 1+ f(z) =lim, , 1+ (z—In(1+2)) = —1-limx o+ In(X) = +oo (en posant X = x+1),
~F(0) =0 =In(1) =0,
— et lim, 400 f(2) = limy s yoo(@ —In(1 4+ 7)) = limx 100 X (% — @) = +00 (en posant

X =z + 1 puisque limy_, o0 25+ = limx_4o0(1 — %) = 1 et limyi00 % = 0 d’aprés le

théoréme des croissances comparées).
En particulier, on obtient que f(z) > 0 pour tout x > 0 et par conséquent :

Vo € (0,400, In(l+2z) < x|

On peut bien sar restreindre 'étude de la fonction f a l'ensemble [0, +oo[ qui
est suffisant pour répondre a la question.

2

(b) Vx € [0,400[, In(1+2z) >z — %
» Comme a la question précédente, on étudie la fonction g : = — x — %2 — In(1 4+ z) qui est
définie et dérivable sur | — 1, 400] comme somme et composée de fonctions usuelles. On a :
1 —z?
Vo €] -1, ,Jd()=1—a2— =
z €] +oo[, ¢'(x) A et e
d’ou le tableau des variations de g :
x —1 0 +00
f'(x) -
+o00 —
() —
—00

car

. . 2 .
— lim, 1+ g(2) =lim,, 1+ (z — % —In(1 + ) = =1 — 1 —limy_,o+ In(X) = +o0,
— g(0)=0—-2—1In(1) =0,

. . 22 : Xo1- G202
— et limy 400 9(2) = limyyyoo(® — 5 —In(142)) = limx 400 X v — x| =~
. . X—l—(X_l)2 . b'e 3 . In(X)
(puisque limy_, o ——2— = limx_i0o(—%5 +2 — 55) = —00 et limx_ 100 == = 0

d’apres le théoréme des croissances comparées).
En particulier, on obtient que g(z) < 0 pour tout x > 0 et par conséquent :

LE‘Q

3 .

Vo € [0,+oo[, In(1+2z) >z —

3. (a) A Uaide des résultats précédents, montrer que :

11 - 1
>1, H,—=» =< ) In{l4+—-)<H,
Vi QZk Zn(+k)
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» Soit n > 1. En posant x = % > 0 ou k € [1,n] dans les deux inégalités obtenues aux questions
précédentes, on obtient :

2
1 1 1 (5" 1 1
“>In(l4+=) >k =2 _
Eo ( * k) FT 2 ko
ce qui donne en sommant ces inégalités pour k € [1,n] :

1< 1 11 11 1
7= 2> m(1+2)>3" (- — 11 g, -t
;k ;H(Jrk) ;(k 2k2> F 22432 22472

(par linéarité de la somme). Finalement, on a bien :

11 " 1
>, Hy— =S — <N n(1+2) <,
v QZk ;n(+k)

(b) En déduire que :

1 1
Vn > 1, ln(n+1)<Hn<ln(n+1)+§ =
k=1
puis retrouver le résultat de la question 1.
» Soit n > 1. On a d’apreés le résultat précédent :
. 1 . 1 I~ 1
Zn(+k) Zn(—l—k>+2 -
k=1 k=1 k=1
Or on a :
o 1 o k+1 o
> In (1 + E) = Zln (%) - (m(k +1)— ln(k)>
k=1 k=1
= Z In(k + 1) In(k) (par linéarité de la somme)

n+1

= Z In(k) — Z In(k) (avec le décalage d’indice ¢ =k + 1)

=In(n+1) —In(1) (en reconnaissant une somme téléscopique)
=In(n+1)

d’ol en reportant dans les inégalités précédentes :

1
ﬁ .

DN | —

Vn>1 In(n+1)< H, <Iln(n+1)+

k=1

En particulier H,, > In(n+ 1) pour tout n > 1 avec lim,,, ;o In(n+1) = limy_, o In(N) = +00
(par composition de limites). On en déduit d’aprés le théoréme de limite par comparaison que

la suite (H,,),>1 diverge vers 400 |.

1
4. Pour tout entier n > 1, on pose S, = Zk 173"

(a) Montrer que (S,)n>1 est croissante.

» On a:
n+1

Vn>1, Sue1— Zkz Zkzzmm

Donc |la suite (S,,),>1 est croissante |.
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1 1
(b) Prouver que — < —— — — pour tout entier k > 2.

k2 S k-1 k
» Soit un entier £k > 2. On a :

101 1 R k(k-1— (k1) 1

F—1 kK2 20— 1) R 20 >0)
d 1< 1 tout entier k > 2
onc | — < —— — — pour tout entier k > 2|.

k2 k_l kpu ut € (§

(c) En déduire que (Sy)n,>1 converge.
» Soit n > 2. En sommant I'inégalité obtenue a la question précédente pour k € [2,n], on

obtient :
n n n n n—1 n
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Zk2\z<k—1 k;) k—1 k Zk: k1 n n
k=2 k=2 k=2 k=2 k=1 k=2
Par conséquent, on a :
w2 85-SL 105 Laiiioles @lso
n n = — = — - — car —
o k=1 k* k=2 k2 n - n”

Ainsi la suite (S,,),>1 est majorée. Puisque (S,,),>1 est croissante d’aprés le résultat de la question

4.(a), on en déduit d’apres le théoréme de la limite monotone que | (S,,),>1 converge|.

5. A Uaide des résultats précédents, démontrer que H, ~ In(n+1).
n—-+0o0o

» Soit n > 1. Puisque In(n+1) > In(2) > 0 (car la fonction In est croissante), on obtient en divisant
le résultat de la question 3.(b) par In(n+1) :

H DYy S
1< R ! .
In(n+1) * In(n+1) +21n(n—|—1)

Or lim,,_, <1 + %) =140 =1 car (S,),>1 converge vers une limite ¢ € R (d’aprés le

résultat de la question précédente) et lim,,—, o In(n 4+ 1) = +00. On en déduit d’aprés le théoréme

de limite par encadrement que :
_ H,
lim ——— =1
n—+oo In(n 4 1)

autrement dit | H, ~ In(n+1)|

n—-+00
1 1
6. Calculer la limite de M quand n — —+00.

In(n)

» On a:
— In(n+ 1) _ In(n(1+2)) _ In(n) +1In(1+2) :1+ln(1—|—%)
In(n) In(n) In(n) In(n)
. ln(l—i-%) . 1 . .

Or lim,, o = 0 car lim,, , . In (1 + ;) =0 et lim,,,, In(n) = +00. Par conséquent :

1 1
i B +1)

=1\
n—+4o00 ln(n)
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7. En déduire un équivalent simple de la série harmonique.
» On aln(n + 1) ~ In(n) d’aprés le résultat de la question précédente et H, ~ In(n+ 1)
n——+0o0o

n—-+00
d’aprés le résultat de la question 5. On en déduit par transitivité de I’équivalence que :

H, ~ In(n)|

n—-+0o

Exercice 2
Déterminer les solutions du systéeme d’équations différentielles d’inconnues (z,y) suivant :

o' (t) + 3x(t) + 8y(t) = 2t + 1
wer {2 S o .

» Soit (z,y) une solution de (E). On a d’aprés la deuxiéme équation différentielle de (E) :
VieR, x(t) =vy'(t) —y(t) —t
ce qui donne en dérivant par rapport a ¢ :
Vi eR, 2'(t) =y"(t) —y'(t) — 1.

En reportant les deux expressions précédentes dans la premiére équation de (E), on obtient :

vt € R, (y”(t) () — 1) + 3(;/@) —y(t) — t) +8y(t) = 2t + 1.
Par conséquent, y est solution de I’équation différentielle suivante :
Vi e R, ' (t) + 2y (t) + 5y(t) = 5t + 2.

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. Son équation caractéris-
tique 7% + 2r + 5 = 0 a pour discriminant A = (2)2 —4 x 1 x 5 = —16 < 0 donc 'équation caractéristique

admet deux solutions complexes conjuguées qui sont o + if = —24;+ VllA‘ =—14+2ieta—if=—-1—2i.
On en déduit la forme des solutions de 1’équation homogeéne :

yp ot e (A cos(ft) + Bsin(ﬁt)) = e’t(A cos(2t) + B sin(2t)) avec (A, B) € R%.

On cherche une solution particuliére de la forme yp : t — at + b avec (a,b) € R% On a alors en reportant
cette expression dans I’équation différentielle vérifiée par vy :

VE e R, 5t +2=yh(t) + 2yp(t) + 5yp(t) = 0+ 2a + 5(at + b) = 5at + (2a + 5b)

ce qui donne en identifiant les coefficients :
{ 5a =5 donc {azl‘
2a + 5b = 2 b=0
Finalement, on obtient d’aprés le principe de superposition que y est de la forme :
y:t—=yg(t) +yp(t) =e" (A cos(2t) + Bsin(2t)> +t avec (A, B) € R%

En reportant cette expression dans la deuxiéme équation différentielle de (E), on en déduit que z est de
la forme :

Vi€ R, x(t) =y (t) —y(t) —
( e <A cos(2t) + Bsm(2t)> + e_t< — 2Asin(2t) 4+ 2B cos(2t)> + 1)

<e (Acos (2t) + Bs1n(2t)> +t> —t

— ¢! ((~24+ 2B) cos(2t) + (~2B — 24) sin(28) ) — 24 + 1.
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ATTENTION : il ne faut pas oublier de justifier la réciproque. Pour linstant, on a
seulement prouver que si (x,y) est solution de (E) alors x et y sont de cette forme.

Réciproquement, on suppose que z et y sont de la forme :

Tt 26*t<(B — A)cos(2t) — (A+ B) sin(2t)> —2t+1
avec (A, B) € R%.
Yyt et (A cos(2t) + Bsin(2t)> +t
Alors on a en utilisant les calculs précédents :
VteR, y(t) —yt) —t==x(t) et y'(t)+2y'(t)+ 5y(t) =5t + 2.
En particulier, on retrouve la deuxiéme équation différentielle de (E) :
ViteR, v (t) —x(t) —yt) =t
D’autre part, on a également :
VieR, z(t)=y'(t) —y(t) —t donc VteR, 2'(t)=y"(t) —y'(t) —1
par conséquent :
vt € R, /(1) +3u(t) + 8y(t) = (y'(6) —y'(6) — 1) +3(y'(6) — y(t) — t) + Sy(2)
=y"(t) +2y'(t) + 5y(t)

et on retrouve la premiére équation différentielle de (E). Ainsi le couple (x,y) est bien une solution de (E).

Pour justifier la réciproque, on peut ausst tout simplement remplacer les expressions
de x ety dans (E) et vérifier que les équations sont bien satisfaites. La rédaction
présentée ici est plus rapide car elle réutilise les calculs précédents.

Finalement, I’ensemble des solutions du systéme d’équations différentielles (E) est I’ensemble des couples
(x,y) de la forme

vt 2t ((B — A)cos(2t) — (A + B) sin(2t)> — 241

avec (A, B) € R?|
y:tr—et (A cos(2t) + Bsin(2t)> +t

Probléme 2

L’objectif de ce probléeme est d’étudier nature de la suite récurrente linéaire d’ordre 3 définie par :
up=u; =0, us =1 et Yn=>0, Upiz = ANpio+ Upi1 — AUy,

ot X € R est un parametre fixé. Pour cela, on introduit les matrices suivantes :

Up+42 1 1 AQ
Vn > 0, X, = Up+1 € MgJ(R) et P= 1-1 X € Mg(R)
U 1 11

1. Montrer qu’il ezxiste une matrice A € M3(R) dont on déterminera les coefficients telle que :

Vn 2 07 Xn+1 = AXTL
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» On a pour tout n > 0 :

Unt3 AMpio + Upp1 — Ay Al =) Upt2 Al =)
XnJrl = Unp+2 = Un+2 = 10 0 Un+1 = 10 0 Xn
Up+1 Upt1 01 O Up, 01 O
Al =)
Il suffit donc de poser [ A= | 10 0
01 0

. En déduire que X,, = A" Xy pour tout entier n > 0.

» Montrons le résultat par récurrence.

Initialisation : le résultat est vrai pour n = 0 car A°X, = I3X, = X,.

Hérédité : on suppose que X,, = A" X, pour un certain entier n > 0. Alors on a d’apres le résultat
de la question précédente :

Xpi1 = AX,, = AA" Xy = A" X, (par associativité du produit matriciel)

donc le résultat est également vrai au rang n + 1.
Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, on a ‘Xn = A" X, pour tout entier n > 0 ‘

. Déterminer pour quelles valeurs de A € R la matrice P est inversible.

» Puisque P € M3(R), la matrice P est inversible si et seulement si son rang est égal & 3. Or on a
d’aprés la méthode du pivot de Gauss :

11 A2 (1] 1 a2

P=|1-1Xx]—|0[=2/ X=X |Li«L -1

11 1 0 0 Ly« Ly— 1,

donc le rang de P est égal a 2 si et seulement si 1 — A2 = 0 et égal & 3 sinon. Or on a :

1-N=0<=MN=1< e {-1,+1}.

Finalement | P est inversible si et seulement si A € R\ {—1,+1}|.

4. On suppose que |\ # 1 pour cette question et on pose D = P~1AP.

(a) Pour tout entier n > 0, exprimer A™ en fonction den, D, P et P!,

» Montrons par récurrence que A = PD"P~! pour tout entier n > 0.
Initialisation : le résultat est vrai pour n = 0 car A =I5 et PD°P~! = PI3P~! = PP~ =15,
Hérédité : on suppose que A® = PD"P~! pour un certain entier n > 0. Alors on a :

PD""' Pt = PD"DP' = PD"P 'APP! = A"Al; = A"

donc le résultat est également vrai au rang n + 1.

Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, on a | A" = PD"P~! pour tout entier n > 0|

(b) On propose de calculer P~ de deuz maniéres différentes.

i. Déterminer P~ a laide de la méthode du pivot de Gauss.
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» Puisque [A| #1onal— M\ +#0 et donc:

1 1 )2 100
P=11-1A\ 010 | =13
11 1 001
11 X 100
0—2)\—/\2 LQ(—LQ—Ll —110
00 1—)\2 Lg%Lg—Ll —-101
11 A2 1 0 0
01 —%(1 — )\) L2 — _%LQ % —% 0
00 1 Ly < =513 i 0
2 _)\2
110 L1FL1—>\2L3 1"‘12)\2 0 ﬁ
A A(1EA (15N
010 ) Lo+ Lo+ 3(1—NLs | I~ Q(Q_A;) —1 Z(HQ)
001 = 0 =
_ 22 A(1=A
100\ Ly« Li— Ly e — 2(1—3\\2) 3 T (_ 2(21—/\2))
_ “A A(1=A _ p-1
Ib=1010 2(1—-)2) _% 2(1—-22) =P
0 0 1 —1 O 1
1-A2 -2
Finalement, on obtient :
1+ 1 =20+
) 2(14:/\2) 3 2/\((11_>\;)) 1 —(A+1) X2=1 MA+1)
P = =2 1 - = — A=1 =X2+1AA-1)
Ll I U
-2 -2

. Calculer (P + (A — 1)I3) (P2 — AP — 2(\ + 1)I3), ou I3 désigne la matrice identité d’ordre 3,

puis en déduire P~1.

» On a :
11 )2 100 A1 N2
P+rOA-1Dh=1-1X]+A-1D[010]=[1Xx=-22)
11 1 001 1 1 A
et :
2422 A2 2024 )\ 11 )2
P> — AP =2\ + 1) = A2+x A — Al 1=1 X ] -=2A+1)
3 1 NM+A+1 11 1
A2 3A A2 A 2X02 4 N =28
= 0 0 0
3= 1—=X M—-22-1
donc :

(P+ (A= DI3)(P% = AP —2(A 4 1)I3)

A1 N DL WD W) LRED S &

IA—2 A 0 0 0

I 1 A 3—A 1—-X A2-2\-1

A= 3AZ 32— A3 A3 = A2 A2 - A3 203 A2 - Mt 203 - )2

=1 A2=3X+32=2A7 A A+XA=27 2224+ XN+ A3 —2)2 - )
A =3AH3A =22 A2 A+ A =X 22 A - NN 207 =)
000
=000 | =0s.
000
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Puis on a en développant :
03 = (P + (A= DI3)(P? = AP —2(A + 1)I3)
=P AP? 20+ 1)P+(A—=1)P* = AA=1)P —2(A = 1)(A + 1)I3
=P (A A=1DP? 4+ (=22 =2 =X+ NP -2\ - D]
=P — PP~ (N +2+2)P -2\ - 1)L
Puisque |A| # 1 on a 2(A\* — 1) # 0 et donc :

1
RECSE)
On en déduit que :
1

1

I -
° 2\ — 1)

<P3—P2—(>\2+>\+2)P>= (PQ—P—(A2+A+2)13)P-

P*:—(P?—P— A2 4 A 21)
22— 1) A+ A+2)L
) 2422 N2 224\ 11 )\ 100
= 5mT Ty A240 A2 —[1-1 X | -+x+2)[010
(A2 —=1) 3 1 M+Ar+1 11 1 001
—1=AN 1)+
__ A—1 1=X2 )2\
2 __
2(A 1) 9 0 9

Finalement, on obtient :

) —(A+1) A2—1 AA+1)
Prl=—— [ X1 =X+1X0-1)
2 _
2002 — 1) ) 0 Ly

(c) A Uaide du résultat de la question précédente, montrer que D = P~'AP est une matrice diagonale
dont on déterminera les coefficients.

» On a :
. —A+1) A2—=1 AXA+D\ /A1=A\ /11 N
D=P'"AP=_————| X=1 -X+1X)-1) 10 0 1-1 A
23 —1) 2 0 ) 01 0/ \11 1
] —(A4+1) A2—1 AA+1) 1 -1\
= — | A—=1 =224+111)-1) 11 N
2 _
2 1) 2 0 9 1-1 A
202 1)
N Y D L, RED G ED YD N o I ) G ) G S N G N LD L) LR &
A=T=X24+T1T4+A2 =X “A4+1T=A24+1T =224+ X X=X =N 4 A2 4 N3 - )2
2 —2 —2+4+2 203 — 2\
1 202 — 2 0 0
2 _
=D\ g 0 2\ -1)
] 2(\2 — 1) 0 0
S 0 —2(\2 - 1) 0
2 _
2(3* —1) 0 0 2A(M2—1)
Finalement, on obtient bien une matrice diagonale :
100
D=|0-10
00 A
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(d) Déduire des résultats précédents que :

22+ ()" A1) - (A + 1)_

v
" 2002 — 1)

WV

0, uy,

» Soitn>0.0n a:

Un 42
Un+1 :Xn
Un,

=A"X, (d’apres le résultat de la question 2)

"1 1 (d’apreés le résultat de la question 4.(a)
=PD"P 0 L
0 et les termes initiaux de (uy)n>0)
11 A2 1oo0\" —(A+1) A2—1 AA+1) 1
—(1-1a]fo-10] | Xx=1 —22+120-1 ] |0
2 _
11 1) \oo0a) 2D 0 -2 0
(d’apres les résultats des questions 4.(b) et 4.(c))
X 11X\ /1 0 0\ /-(\+1)
=~ J1-1xr]locDmo0 A—1
2 _
2¥=D\11 1) \o o a 2
Unio X 112\ /1 0 0\ /-(A+1)
tnir | =s5—< (1 -1 A | [0(=1)" 0 A—1
w, 20 =D\ 1 1) \o o 2
. 11 A2 —(A+1)
=———[1-1AX (—1)*(A—1)
2 _
2R =D \11 1 2"

On obtient donc I'expression de u,, sur la derniére ligne du produit matriciel :

1

2N (D)MA=1) = (A + 1)
2(A2 —1) '

(= O+ D+ () (A=) +23") = ST

Up =

(e) Montrer que ugy, = Zi:ol A% et Ugpy1 = Mgy pour tout entier k > 0.
» Soit £ > 0. On a d’apreés le résultat de la question précédente :

A 4 (DA =1 = (A+1) 224+ A —1)—(A+1) IF-1

ok = 2(\2 — 1) - 2(\2 — 1) TN
et
S GV D Ve e DI Vs O V R D VI
2kt = 2(\2 — 1) - 2(\2 — 1) B

On reconnait la formule de la somme des termes d’une suite géométrique de raison A2, d’oil

k—1 k—1
VE>0, = N et umpyr =AY A= duy|
=0 =0

Toutes les questions 4 n’étaient pas difficiles mais trés calculatoires. Soignez
votre présentation et organisez votre copie pour gagner du temps et éviter les
erreurs de calculs.
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5. Justifier par récurrence que le résultat de la question précédente reste vrai si |\| = 1.
» On suppose que |[A\| = 1. Montrons par récurrence double que ug, = Zf;ol A% et ugp1 = Augy

pour tout entier k£ > 0.
Initialisation : le résultat est vrai pour £ = 0 et pour k = 1 car :

1
2
U2><OZUO:0:E AT Ugxor1 = U = 0= A X 0 = Auaxo,
i=0

0

U,2><1:UQ:]_:Z)\% et u2X1+1:u3:)\u2+u1—/\u0:)\:)\x1:)\u2X1.
i=0
Hérédité : on suppose que le résultat est vrai aux rangs k£ et £+ 1 pour un certain entier £ > 0. On
a alors :
U(k42) = Uktd = U2k+1)+3 = AURE+1)4+2 T U@k+1)+1 — AU2k+1)
= Mig(kg1)4+1 + Un(hg1) — AUkt
k+1-1
= )\2u2(k+1) + Z )\2Z - Azu%
i=0
k k k—1
:)\22)\21+2/\2z_/\22)\21
i=0 i=0 i=0
k41 k k k+1 k+2—1
S DESED TR SR BT SR
i=1 i=0 i=1 i=0 =0
et :

UD(h12)4+1 = U2k4s = U(2k4+2)+3 = AU©2k+2)4+2 T U(2k42)+1 — AU(2k+2)
= AMUg(kt2) + Uz(k+1)+1 — AU(k+1)
k+2—1 k+1-—1

=2 D) N Mgy — A D N
i=0 1=0

k+1 k k+1

k
=AY AT EAD AT =AY N =AY N = M)
1=0 =0 =0 1=0

donc le résultat est également vrai au rang k + 2.
Conclusion : d’aprés le principe de récurrence double, on en déduit que |méme si |A\| = 1 alors

Ul = Zf;ol A% et Ugpy = Mgy pour tout entier k > 0|,

Question difficile : pensez a la récurrence double ici car une récurrence simple
n‘est pas suffisante pour conclure (G cause de la relation de récurrence d’ordre
3 de la suite (u,)n>0). En fait, cette preuve redémontre aussi le résultat dans le
cas |\| # 1 (car elle n'utilise pas I’hypotheése |A| = 1) a condition de connaitre
la formule (comme souvent avec les preuves par récurrence).

6. Déterminer les limites de usy et ug,1 quand k — +00 en distinguant plusieurs cas selon les valeurs
du paramétre X € R.
» D’apres les résultats des questions précédentes, on a :

k1 A1 g2
- A si N AT
vk >0 =Y =g e Y t = Aoy
y U2k o { Eosin—=1 €L Ugk+1 U2k
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On en déduit que :
+oo si A2 > 1

lm ugy =<{ g si0< A <1
hoe +oo si A =1
par conséquent :
+00 si A €] — oo, —1] —00 si A €] — 00, —1]
kETMUQk: ] s%AG]—l,l[ et kETwu2k+1: = s%)\e]—l,l[
+00 si A € [1,+00] +o00 si A € [1,+o0]

7. En déduire la nature de la suite (uy,)n>0 en distinguant plusieurs cas.
» D’aprés le théoréme des suites extraites et le résultat de la question précédente, on en déduit que
(un)n>o0 est divergente de 2° espéce si A €] — 0o, —1]| et | (uy)n=o diverge vers +o00 si A € [1, +oo[|.

Dans le cas o A €] — 1, 1[, (un)n>0 est convergente si et seulement si :

1
1_)\2:1_)\)\2<:>1:/\ (car A # 1)

ce qui est absurde donc | (uy,),>0 est divergente de 2¢ espéce si A €] — 1, 1[|.

8. On suppose que X\ > 1 pour celte question. Déterminer un équivalent simple de (ty)n>o-
» On a d’aprés le résultat de la question 4.(d) :

2N+ (=1)"(A—=1)— (A +1) A" A—=1/-=1\" AX+1[/1\"
> — — AT () AT (2 _
v 20, un 2002 — 1) v\ 2\

Or lim,,_, (’Tl)n = lim, o0 (%)n =0 car A > 1, donc lim,, 1 W = 1. Par conséquent :

ATL

(7 ~
nn—>+00>\2—1

u u
9. On suppose que X = 1 pour cette question. Déterminer les limites de 2k oy 2L

dk
5% M+ 1 quan — +00

puis en déduire un équivalent simple de (U )n>o-
» On a d’aprés le résultat de la question 5 :

k—1
VE>0, up=» M=k et uyp =uy=Fk
i=0
Donc :
Usk . Eo 1 . Ugk+1 . k 1 1

= lim = =

lim —= = lim —| et im = lim T .
k—+oo 2k 4+ 1 k—+oo 2k + 1 k—+4oo 2 4+ % 2

k—+oo 2k k——+o0 % - 2

D’apres le théoréme des suites extraites, on en déduit que lim,, ;o %= = % et par conséquent :

n
n—-+oo 2 '
Exercice 3
On considére la matrice suivante :
—-12 4
M = 10-2 | € M3(R).
—-11 3
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1. Déterminer M™ pour tout entier n > 0.

» On a :
100
M=1;=1010
001
M'=M
-12 4 -12 4 ~-12 4
M?=Mx M = 10 -2 10-2| = 10-2|=M
—-11 3 -11 3 —-11 3

MP=M?xM=MxM=M
M*=M*xM=MxM=M

etc.

Montrons par récurrence que M"™ = M pour tout entier n > 1.
Initialisation : le résultat est vrai pour n = 1.
Hérédité : on suppose que M™ = M pour un certain entier n > 1, alors :

M™ = M"x M =M x M (d’aprés 'hypothése de récurrence)
= M?*=M (d’aprés le calcul ci-dessus)

donc le résultat est également vrai au rang n + 1.
Conclusion : d’apreés le principe de récurrence, le résultat est vrai pour tout entier n > 1. Finalement :

MY=1; et VYn>1, M"=M|

2. En déduire une expression simplifiée de (alz + bM)™ pour tout entier n > 0 et tout (a,b) € R?, on
I3 désigne la matrice identité d’ordre 3 (on exprimera le résultat en fonction de n, a, b, Iy et M ).

» Soient n € N et (a,b) € R%. Puisque al3 et bM commutent (car I3 x M = M = M x I3), on a d’apreés
la formule du binéme de Newton :

(aly + bM)" =3 (Z) (bM)*(aly)" ™ =Y (Z) Bran Mk
k=0 k=0
puis on utilise le résultat de la question précédente :
n__ [(T™)30 n—0y/0 — (1 & ok k_ .n —~ (1 ki
(al3 4+ bM) —(0>ba M —i—;(k)ba M _a13+<k1 (k)ba )M

enfin on fait apparaitre la formule du binéme de Newton :

(al3 + bM)" = a"I; + (Z (Z) brank — (g) boa”0> M =a"Ts+ ((a +b)" — a”) M.

k=0

On obtient finalement :

(al3 + OM)" = a"™(I3 — M) + (a + b)" M |.

N’oubliez pas de préciser que les matrices commutent avant d’appliquer la formule du
binome de Newton.
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DS n°6 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
Cet exercice propose d’étudier les solutions de 1'équation tan(x) = = d’inconnue x € R.

1. Pour cette question, on fixe n € N. Montrer que I’équation tan(z) = z admet une unique solution
dans I'intervalle I,, =] — 7 4+ n, § 4 nm[ qu'on notera x,,.

Que peut-on en déduire pour l’ensemble des solutions de I’équation tan(z) = = d’inconnue x € R?

Montrer que la suite (x,,),>0 diverge vers +o0.

- W

Prouver que z, ~ nm.
n—-+o0o
T _

Montrer que z, = & — arctan(--) + n« pour tout n > 1.

ot

1 )
6. En déduire que (z, — 5 — nm) L T
7. Interpréter géométriquement le résultat précédent en déterminant la limite de la position de z,

dans l'intervalle I,, quand n — +oc.

Probléme 1

On fixe n € N*. Le but de ce probléme est de prouver qu’il existe un unique polynéme P € R,[X] tel que
P(k) = g7 pour tout entier k € [0,n], puis de calculer P(n + 1).

. Montrer qu’il existe un unique P € R;[X] tel que P(0) =1 et P(1) = 3, puis calculer P(2).

1
2
. Résoudre le probléeme pour n = 2.

1

w1 pour tout k € [0,n].

1
2
3. Montrer qu’il existe au plus un polynéome P € R, [X] tel que P(k) =
4

. (Analyse.) Pour cette question, on suppose qu'il existe P € R, [X] tel que P(k) =
k € [0,n] et on pose @ = (X +1)P — 1.

(a)

(b) Montrer que chaque entier k£ € [0,n] est une racine de Q.
)
)

1
&1 pour tout

a) Déterminer le degré du polynéme Q).

(c) En déduire que @ = A[[;_o(X — k) ot A € R est une constante.

(d) Montrer que —1 est une racine du polynéme @ + 1 et en déduire que A = —((;2;.

5. (Synthése.) Pour cette question, on pose () = ((n_Tli;, [ o(X — k).
(a) Montrer qu’il existe P € R,[X] tel que Q@ +1 = (X +1)P.
(b) Conclure.

6. En déduire une expression simplifiée de P(n + 1) en fonction de n.
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Exercice 2
Cet exercice propose de déterminer les primitives de la fonction réelle suivante :

25
xt — 223 + 522 —8xr+4

froxe

1. Factoriser le polynome P = X% —2X3 4+ 5X? — 8X + 4 dans R[X].
2. En déduire I’ensemble D; de définition de f.

3. Le but de cette question est de montrer qu’il existe des réels a, b, ¢, d tels que :

a b cr d
Va € Dy, f(x):($_1)2+x_1+x2+4+x2+4'

(a) Prouver que (a,b,c,d) est solution d'un systéme linéaire dont on déterminera les coefficients.
(b) Résoudre le systéme linéaire obtenu a la question précédente.

4. Conclure.

Probléme 2
Pour tout réel ¢ > 0, on note P; le polynéme X° + ¢tX — 1 € R5[X]. Le but de ce probléme est d’é¢tudier
les racines de P; en fonction de ¢ > 0.
1. On fixe t > 0 pour cette question. Prouver que P, admet une unique racine notée f(t).
2. Montrer que f(t) €]0, 1] pour tout ¢ > 0.
3. Montrer que f est strictement décroissante sur |0, +oo.
4. En déduire que f admet des limites finies en 07 et en +o0.
5. (a) Déterminer limy o+ f(¢).
(b) En déduire que f(t)—1 ~ —
(
(

t
t—0t 5

)
6. (a) Déterminer lim; ., f(t).
)

b) En déduire que f(t) Mot 3
—400

1— b

7. Justifier que f est la bijection réciproque de g :]0, 1[—]0, +oo[, =
x

8. (a) Déterminer des équivalents simples de g en 07 et en 17.
(b) Retrouver les résultats des questions 5.(b) et 6.(b) a I'aide des équivalents précédents.
9. Justifier que f est dérivable sur |0, +oo[ et exprimer f'(¢) en fonction de f(t) pour tout ¢ > 0.

10. En déduire des équivalents simples de f en 0" et en +oo.

Exercice 3

On fixe deux réels a et b strictement positifs. On rappelle que |x| désigne la partie entiére de = € R.
a|x

1. Déterminer lim,_,q+ L—J —.

x

b

) ) alx
2. Déterminer lim,_,g+ — L—J
T

b
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Corrigé du DS n° 6 de mathématiques

Exercice 1

Cet exercice propose d’étudier les solutions de [’équation tan(z) = x d’inconnue z € R.

1. Pour cette question, on fixre n € N. Montrer que [’équation tan(x) = x admet une unique solution

dans Uintervalle I, =] — 5 +nw, § 4+ nw[ qu’on notera x,,.

» La fonction f : x — tan(x)—xz est définie, continue et dérivable sur I,, comme somme de fonctions

usuelles. On a :
Vo € I,, f'(z) =1+ tan*(x) — 1 = tan®(z)

Or tan(x) = 0 si et seulement si z = k7 avec k € Z, donc :

Vo € I, {

fl(x)=0six=nnr

On en déduit que f est strictement croissante sur I,,.

f'(x) > 0six €] -5 +nm,nr(Unm, § +nr| .

Soyez précis pour justifier que f est strictement croissante sur I,,. La justifica-
tion " > 0 sur I, n’est pas suffisante (elle prouve seulement la croissance), il
est nécessaire de préciser que [’ est strictement positive sauf en un nombre fini

de points de lintervalle I,, (ici un seul : x = nw).

De plus on a :

lim  tan(z) = lim tan (X - g + mr) (en posant X =z — (=% + n))

z— (=G +nm)* X—0t

m
= lim tan (X — 5) (car tan est m-périodique)

)

X—0t
~ —1 i sin(X —
=1 tan = S et
X0+ tan(X) (car tan = &5 e {cos(X —

=—o00 (cartan(X) ~ X)

X—0

INTEINIE

donc :

—cos(X) )
) = sin(X)

lim  f(z) = (H( lim tan(x)) - (—g +n7r> — .

z—(=5+nm)*t —5+nm)t

En raisonnant de méme, on obtient :

lim  f(x) = 4o0.

r—(5+nm)”

On en déduit le tableau des variations de f sur I, :

x —5 +nm nm 5 tnm
f(x) + 0 +
+00
/(@) /
—00

Donc f : I, — R est bijective d’aprés le théoréme de la bijection. En particulier 0 € R admet un

unique antécédent x,, € I,,. Puisque f(z) = 0 si et seulement si tan(x) = x, ‘ x,, est 'unique solution

de I'équation tan(x) = x sur I, |
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2. Que peut-on en déduire pour l'ensemble des solutions de [’équation tan(x) = = d’inconnue x € R ?
» On peut partitionner R de la fagon suivante :

e Aol 5 S 2 5
= U G——err §+n7r[u{g+mr}) - UZ(Inu{ngmr}).

ne

Or la fonction tan n’est pas définie sur {§ +nm | n € Z} donc 'équation tan(z) = = n’a pas de
solutions dans cet ensemble. De plus, I’équation tan(z) = x admet une unique solution dans I,
pour tout n € N d’apres le résultat de la question précédente. Il reste les solutions de I'équation
tan(z) = x dans I,, pour chaque entier n < —1. Or on a pour tout x € I,, oun < —1 :

tan(x) = x < tan(—z) = —x (car tan est impaire)
& —r=2_, (car —x €] — (5 +nm),—(=F+nm)[=1_, et —n €N)
ST =—T_,.

Finalement, on en déduit que I'ensemble des solutions de ’équation tan(z) = x d’inconnue x € R
est :

{z, | n e N}U{—z, | n € N} |

3. Montrer que la suite (x,)n>0 diverge vers 4+o00.
» Puisque z,, € I, pour tout n > 0, on a :

T T
Vn > 0, —§+nﬂgzn<§+nﬂ.

Or lim,, ;4o —5 + nm = +00. On en déduit d’apres le théoreme de limite par comparaison que :

lim x, = +oo]|
n—-+o0o

4. Prouver que x,, ~ nm.
n—-+00

» En divisant 'inégalité obtenue a la question précédente par nm > 0 quand n > 1, on obtient :

1 T
Vn>1, ——4+1<2<—+1
2n nmw
Or limy, 400 —5; = lim, 1 2171, 0. On en déduit d’aprés le théoréme de limite par encadrement

que limy, o 7> = 1, par conséquent :

T ~ nm|.
n—-+o00

5. Montrer que x, = § — arctan(-- —) +nm pour tout n > 1.
» Soit n > 1. On a:

T 1 T 1 T
tan 5~ arctan | — | +nm | = tan 5~ arctan | — (car tan est m-périodique)
Tn T

1
= (d’apreés les relations de trigonométrie)

tan (arctan (i) )

1
= +— =, (car tanoarctan = Idg)

Tn

= tan(x,) (car z, est solution de I’équation tan(x) = x).
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Attention : tan(x) = tan(y) n'implique pas x = y mais seulement © =y [r].

On en déduit que :

s 1
— — arctan <—) +nw = x, [7]
2 T,

c’est-a-dire :

1
Ty — (g — arctan (—) + mr) =kr avec k € Z.
Tn
10, 3

Or z, € I, et arctan(--) €]0, 5[ (car = > 0 puisque z,, > —2 4+ 7 > 0), donc :

T nm<a, <24
——Fnr <z, < —+nm
2 5

et nm=

bl 3
b 3

T 1 T T
+nr<——arctan| — |+ < = —04+nm == +nm.
2 T 2 2

Par conséquent :

T s s 1 s
———|—n7r—<§—|—n7r><xn— §—arctan — | +nmw <§+mr—mr

2 Tn
donc —7m<km< g
On en déduit que k €] — 1, %[ donc que k = 0 puisque k € Z. Finalement :
e ()
T, = — —arctan| — | +nm|
2 T

Question astucieuse mais il existe de nombreuses facons d’y répondre. Le plus
important est d’essayer n’importe quelle piste, et non de rester sans rien faire
en se demandant si la piste va aboutir.

6. En déduire que (z, — = —nm) ~ —-L.
g ( " 2 )n—>+oo nm

» D’apres le résultat de la question précédente, on a :

1
Vn > 1, xn—z—mr: — arctan <—) )
2 Ty

De plus on a :

t
1 = lim tan(z) (car tan(z) ~ x)
x—0 €x x—0
t tan(X
= lim aI;iT:;jg% ) (en posant x = arctan(X) car )1(1310 arctan(X) = arctan(0) = 0)
= lim ————— (car tanoarctan = Idg).

X—0 arctan(X)
Donc arctan(X) ad X et puisque lim,, xl = 0 d’aprés le résultat de la question 3, on obtient
— n

T 1 1
xr, — — —nm = —arctan | — ~ -,
2 T, ) n—otoo X,

D’aprés le résultat de la question 4, on en déduit :

en posant X = xi :

n

n .
2 n—+oo N
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7. Interpréter géométriquement le résultat précédent en déterminant la limite de la position de x,, dans
["intervalle I,, quand n — +o0.
» On remarque que pour tout n > 0, la quantité x, — 5 — nm est la distance de x,, a la borne
supérieure de l'intervalle I,,. D’aprés le résultat de la question précédente, cette quantité tend vers
0 quand n — 4o00. On en déduit que |z, tend vers la borne supérieure de I,, quand n — +oo ‘

Probléme 1
On fizte n € N*. Le but de ce probléme est de prouver qu’il existe un unique polynome P € R, [X]| tel que
P(k) = w5 pour tout entier k € [0,n]), puis de calculer P(n + 1).
1. Montrer qu’il existe un unique P € Ry[X] tel que P(0) =1 et P(1) = 3, puis calculer P(2).
» Soit P € R;[X], donc de la forme P = aX + b avec (a,b) € R?, tel que P(0) =1 et P(1) = 1.

Alors :
1=P0)=0b o b=1
1=PQ1)=a+b a=3-1=-1"

Il existe donc un unique P € R;[X] tel que P(0) =1 et P(1) = 3 qui est :

1
P:—éX—I—l etona: |[P2)=-1+1=

2. Résoudre le probleme pour n = 2.
» Soit P € Ry[X], donc de la forme P = aX? + bX + ¢ avec (a,b,c) € R?, tel que P(0) = 1,
P(1) = 5 et P(2) = 5. Alors :

1=P0)=c c=1
1=PQl)=a+b+c < a+b=1-1=-1
s =P2)=4a+2b+c da+2b=3—-1=-2

%L3<—L3—2L2

i
I

——
IS
o T
Q& oo
(1
|
W INOND | =
+
—_
I

[SE - R
I
N[
N,

I
[N |

Il existe donc un unique P € Ry[X] tel que P(0) =1, P(1) = % et P(2) = 1 qui est :

1 2
P:6X2—§X—|—1 et on a: P(B)Zg—Q—l—l:

3. Montrer qu’il existe au plus un polynome P € R,[X] tel que P(k) = 5 pour tout k € [0,n].

» Supposons qu'il existe deux polynémes P, € R, [X] et P, € R, [X] tels que P (k) = Pa(k) = ﬁ
pour tout k € [0,n]. Alors P, — P, est un polynéome de degré :

deg(P, — P,) < max{deg(P;),deg(P;)} <n car deg(P;) < n et deg(Py) < n.

De plus :
1 1

= —— = 0

k+1 k+1
donc chaque entier entre 0 entre n est racine de P, — P. Ainsi, P; — P, est un polynome de degré au
plus n ayant au moins n+1 racines distinctes. On en déduit que P, — P, = 0, ¢’est-a-dire P, = P,. Par

Vk € [0,n], (Pr— Py)(k) = Pu(k) — P(k)

conséquent, |il existe au plus un polynéme P € R, [X] tel que P(k) = ﬁ pour tout k € [0,n] |
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4. (Analyse.) Pour cette question, on suppose qu’il existe P € R,[X] tel que P(k) = k+r1 pour tout
k € [0,n] et on pose Q@ = (X +1)P — 1.
(a) Déterminer le degré du polynome Q.
» On a:
deg((X + 1)P) = deg(X + 1) + deg(P) = 1+ deg(P) et deg(—1)=0.

Or P # 0 car P(0) =1 # 0, donc deg(P) > 0 et par conséquent deg((X + 1)P) # deg(—1). On
en déduit que :
deg((X +1)P —1) = deg((X +1)P) = 1 + deg(P).

Ainsi :

deg(Q) = 1+ deg(P)|.

Pour deuz polynomes Py, Py, n'oubliez pas de préciser que deg(Py) # deg(P,)
pour justifier que deg(Py + P») = max{deg(P;),deg(P,)}. Sans cette condi-
tion, on a seulement deg(P; + P») < max{deg(P;),deg(F»)}.

(b) Montrer que chaque entier k € [0,n] est une racine de Q.
» Soit k£ € [0,n]. On a:

Q(k:):(k+1)P(k)—1:(k:+1)%+1—1:0.

Donc | chaque entier k € [0, n] est une racine de @ |.

(¢) En déduire que Q = N[[,_o(X — k) ou A € R est une constante.
» D’aprés le résultat de la question précédente, @ est factorisable par [T;_, (X —k), c’est-a-dire :

Q= RH(X — k) ou R € R[X] est un polynome.

k=0

On a donc d’apreés le résultat de la question 4.(a) :

1 + deg(P) = deg(Q) = deg (R H(X — k)) = deg(R) + deg (H(X — k)) =deg(R)+n+1

k=0 k=0
d’ou :
deg(R) =deg(P) —n<n—n=0 car P € R,[X].
On en déduit que R € Ry[X] est un polynoéme constant, donc que R = A ot A € R. Finalement :

Q= H(X — k) ou X € R est une constante |.
k=0

(d) Montrer que —1 est une racine du polynéme QQ + 1 et en déduire que \ = ((n_ﬂ;!. » On a :

Q+1D(-)=Q(-1)+1=((-1+1)P(=1)=1)+1=0.

Donc ‘ —1 est une racine de Q) + 1 ‘ On en déduit d’aprés le résultat de la question précédente :

n

0=(Q+1)(-1)=Q-1)+1=A[[(-1-%) +1 :)\ﬁ<(—1)(kz+1)> +1

= \(—1)""! H€ +1 (en posant { =k +1)
=1

= )\(—1)”4_1(7;4— nDl+1
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d’on :

- —1 B St SR o D B Gl O
(=) (n+ 1) (n+1)! (n+1)! |[(n+1D)!]

5. (Synthése.) Pour cette question, on pose (Q = % [[ieo(X — k).
(a) Montrer qu’il existe P € R,[X] tel que Q +1= (X +1)P.
» On a en reprenant le calcul de la question précédente :

—1)
( 'Ih—1—m+4=(4ﬁ“4+1:—1+1:0
" k=0

ot a1 D
@+ D)= Q-1 +1= 5

—_———
=(=1)n+1(n+1)!

On en déduit que —1 est racine de ) + 1, donc que ) + 1 est factorisable par X + 1 :
Q+1=(X+1)P ou P € R[X] est un polynome.
De plus, on a :

deg(Q +1) =deg(Q) =n+1 cardeg(Q) =n+1%#0=deg(1)
et deg((X +1)P) = deg(X + 1) + deg(P) =1+ deg(P).

On en déduit que deg(P) = n, donc que P € R,[X]. Finalement, on a bien prouvé que :

P eR,[X], Q+1=(X+1)P|

Deuz pieges dans cette question :

— On ne peut pas utiliser le résultat de la question 4.(d) pour justifier que
—1 est racine de QQ + 1 car le polynome Q) de l’analyse n’est pas le méme
que celui de la synthése (définition différente). Par contre, le résultat de
l’analyse donne l'idée de la preuve de la syntheése.

— Encore une fois, n'oubliez pas de vérifier que deg(Q) # deg(1) pour cal-
culer deg(Q + 1).

(b) Conclure.
» Soit P € R, [X] le polyndéme obtenu a la question précédente. On a donc :
Q+1(k)  QU)+1  tmlliok=0+1 o041 1

k P(k) = = ~ = R
vk € [0,n], P(k) == k+1 k+1 k+1  k+1

Attention de ne pas utiliser la méme notation pour [’entier entre 0 et n et
pour 'indice muet du produit de ().

Donc |il existe au moins un polynéme P € R, [X] tel que P(k) = ﬁ pour tout k € [0,n]| En

combinant ce résultat avec celui de la question 3 on obtient :

6. En déduire une expression simplifiée de P(n + 1) en fonction de n.
» En utilisant les résultats précédents, on obtient :

(Q@+Dm+1) Qn+D+1  (umpllioln+1-k)+1

P 1 p— p— p—
() == n+2 n+2
CUS Tt e+ 1
= (nﬂ)!( —]:—21) (en posant £ =n+1—k)
n
—1)"
B ﬁ(n—i—l)!—i—l | (=D)*+1 [ 0 sin estimpair
o (n+2) o2 %Hsinestpair '
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N’oubliez pas de vérifier la cohérence de vos conclusions avec les résultats des
premieres questions.

Exercice 2
Cet exercice propose de déterminer les primitives de la fonction réelle suivante :

25

S x> )
fow xt — 223 + 522 — 8x + 4

1. Factoriser le polynome P = X* —2X?® + 5X? — 8X + 4 dans R[X].

» On remarque que 1 est racine évidente de P car P(1) =1—2+5—8+4 = 0. De plus :
— P'=4X3—-6X?+10X —8donc P'(1)=4—-6+10—-8=0,

— P"=12X? - 12X + 10 donc P"(1) =12 — 12410 = 10 # 0.

Par conséquent 1 est racine double de P, donc P est factorisable par (X — 1) :

il existe @ € R[X] tel que P = (X — 1)?Q.

On en déduit que 4 = deg(P) = deg((X — 1)2Q) = deg((X — 1)?) + deg(Q) = 2 + deg(Q) donc que
deg(Q) =4 — 2 =2. Ainsi Q est de la forme Q = aX? + bX + ¢ avec (a,b,c) € R®. On a alors :

X' —2X? 45X -8X +4=P=(X-1)2Q = (X*-2X +1)(aX*+bX +¢)
=aX*+ (—2a+b)X?*+ (a—2b+¢c)X* +(b—2c)X +¢

ce qui donne par identification des coefficients :

a=1 a=1
a—2b+c=5 donc —2b=5-1—-4=0 L3<—L3—L1puiSL3<—L3—L5
b—2c= -8 b=-8+8=0 Ly Ly+2L;
c=4 c=4

d'ott Q = X% +4. Or le discriminant A = 02 —4 x 1 x4 = —16 de Q est strictement négatif donc Q
est factorisable dans C[X| mais pas dans R[X]. Finalement, la factorisation de P dans R[X] est :

X' —2X? 45X —8X +4= (X —1)*(X*+4)|

2. En déduire l’ensemble Dy de définition de f.
» Puisque f : z — 22, la fonction f est définie sur 'ensemble des z € R tels que P(z) # 0

)
comme quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur est non nul. De plus, on a d’aprés
la question précédente :

VzeR, P() =0« (r—1)*2°+4) =0 (r—1)2our’+4=02=1 (caraz®+4>4>0).

On en déduit que le domaine de définition de f est :

D; =R\ {1}]

3. Le but de cette question est de montrer qu’il existe des réels a,b, c,d tels que :

a b cx d
VxEDfa f<x>:(x_1)2+x—1+l’2+4+$2+4.
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a) Prouver que (a,b,c,d) est solution d’un systéme linéaire dont on déterminera les coefficients.
q Y
» Soit (a,b,c,d) € R* qui vérifient ’énoncé. D’apreés le résultat de la question 1, on a :

Vo € Dy, 25 = f(z)P(x)
a b cx d
— _12 2 4
((x—1)2+x—1+x2+4+x2+4>(x V@ +4)
=a(@®+4)+ bz — 1)(2* + 4) + cx(z — 1) + d(z — 1)
=a(x® +4) +b(z® — 2° + 4z — 4) + c(z® — 22 + 1) + d(2* — 22 + 1)
=(b+c)r*+ (a—b—2c+d)x* + (4b+ c — 2d)z + (4a — 4b + d).

Puisque Dy = R\ {1} d’apres le résultat de la question précédente, cette égalité entre fonctions
polynomiales est vérifiée pour une infinité de valeurs de x. Par identification des coefficients, on
obtient le systéme linéaire suivant :

b+c=0
a—b—2c+d=0
4db+c—-2d =0

da —4b+d = 25

N’oubliez pas de préciser que [’égalité polynomiale est vérifiée pour une infi-
nité de valeurs de x pour justifier l'identification des coefficients. Plus pré-
cisément, le résultat utilisé est que st un polyndome admet une infinité de
racines alors ce polyndome est le polyndéme nul.

(b) Résoudre le systéeme linéaire obtenu a la question précédente.
» On a d’aprés la méthode du pivot de Gauss :

bt+c=0 01 1 0\ /a 0
a—b—2c+d=0 1-1-2 1||s] | o0
Ab+c—2d =0 004 1=20lc]=|o
da —4b+d = 25 4-4 0 1) \d 25
1-1-2 1\ /a 0\ L < L
0 4 1-21|]c¢ 0
00 8-3/ \d 95 ) Ly« Ly— AL,
1-1-2 1\ /a 0
oot olfe]_[o
0 0-3-2|]c¢ 0 | Ly« Ls— 4L,
0 0 8-3/ \d 25
1-1-2 1\ /a 0
oo ol e o
00 1 9]|]e 95 | Ly« —3L puis Ls < Ls — L,
00 8-3/ \d 25
1-1-2 1\ /a 0
011 of|fla] [ o
1o o1 ofllec]T] =2
00 0-75/) \d 995 | Ly L, — SLs
1-1-20 a 3 Ll(—L1+ L4
oot ro)fe)_|o
00 10]]e 2 L3<—L3+ 2L,
00 01/ \d ~3) Ly -1 L4
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b+c=0 1-1-20 a 3 L1%L1+ L4
a—b—2c+d=0 o1 10]fa] [ o
db+c—2d=0 1o o 10||ec] ™| 2 L3<—L3+ 2L,
4a —4b+d = 25 0 0 01 d -3 L4<—— L4
1-100 a 7 Ll(—Ll—f-QLg
o 0 100 b . —2 L2<—L2—L3
0 010 c 2
0 001 d -3
1000 a 5 L+ L1+ Ly
N 0100 b _ -2
0010 c 2
0001 d -3
a=>5
-9
& :
C:
d= -3

4. Conclure.
» On a d’aprés le résultat de la question précédente :

5 2 2z 3

Vx € Dy, f(x):(I_1)2_x_1+x2+4_x2+4'

Puisque Dy = R\ {1} d’aprés le résultat de la question 2, on en déduit que f est continue et admet
des primitives sur les intervalles | — 0o, 1[ et ]1,4+00[ comme quotient de fonctions polynomiales
(donc continues) dont le dénominateur est non nul. De plus, ces primitives sont de la forme pour
tout x €] — oo, 1[ ou z €|1, +o0] :

) 2 2z 3
/f dx—/<<x_1)2_x_1+g;2+4_x2+4)dx
dx dx o
=5 m—2 x—1+ 2+4d91;—3 x2+4 (par linéarité)

S et 3 !
_5L_J—2[ln(ﬂc—1)] [lnx +4 —5/(%2+ dz +C

D x
:—x_l—an(x—1)+ln(x +4) ——[arctan(EH +C

) T \
= _x_l—an($—1)+ln($ +4) ——arctan(§>+0 onC eR|

Probléme 2
Pour tout réel t > 0, on note P; le polynéme X° +tX — 1 € R5[X]. Le but de ce probleme est d’étudier les

racines de P; en fonction de t > 0.
1. On fixe t > 0 pour cette question. Prouver que P, admet une unique racine notée f(t).
» On étudie la fonction polynomiale P, : o — x° + tz — 1 définie et dérivable sur R. On a :
Vr €R, Pl(z)=5z"+t>t>0 (car2* >0).
On en déduit que P; est strictement croissante sur R. De plus on a :

lim P,(z) = —oo (car Py(z) ~ 2°) et lim Pi(z) = +oo (pour la méme raison).
T——00 T——00 r—r+00

On en déduit le tableau des variations de P; sur R :

BCPST1A lycée Hoche 2015-2016 84 sur 141 Sébastien Godillon



—+00

—0

Donc P, : R — R est bijective d’aprés le théoréme de la bijection. Par conséquent | P, admet une

unique racine f(t) € R|qui est 'unique antécédent de 0 € R.

2. Montrer que f(t) €]0, 1] pour tout t > 0.
> Soit £ >0.0na P(0)=0+tx0-1=-1<0et (1) =15+¢tx1—1=1t> 0. Puisque
P,(f(t)) = 0, on en déduit que | f(t) €]0,1[| d’aprés le tableau des variations de P, obtenu a la
question précédente.

3. Montrer que f est strictement décroissante sur |0, +ool.
» Soit (t1,t5) €]0, +o00[? tel que t; < ty. On a :

Py (f(t2) = f(t2)” +t1f(t2) — 1
= (f(t2)® + taf(ta) — 1) — taf (ta) + t1f(L2)
= P, (f(t2)) +(t1 — t2) f(t2)  (par définition de f(t2))
=0
= (t; — ta) f(t2) <0 (d’apres le résultat de la question précédente).
——

<0 €]0,1]

On en déduit que f(t2) < f(t1) d’aprés le tableau de variations de P, (identique de celui de la

question 1 avec t = t;). Par conséquent, | f est strictement décroissante sur |0, +oof|.

4. En déduire que f admet des limites finies en 0T et en +00.
» La fonction f est décroissante sur |0, +oo[ (d’aprés le résultat de la question précédente) et bornée

sur |0, +oo[ (d’apres le résultat de la question 2). Donc | f admet des limites finies en 07 et en +oo
d’aprés le théoréme des limites monotones.
5. (a) Déterminer limy o+ f(t).
» On note ¢ = lim; o+ f(t) € R (qui existe d’aprés le résultat de la question précédente). On
a:

¥t >0, 0= P(f(t) = f(t)” +tf(t) - 1

ce qui donne en passant & la limite quand ¢ — 07 :
0= +0x¢—1=¢—1 donc =1 donc £=1.

Ainsi :

lim f(¢t)=1|

t—0t

(b) En déduire que f(t) —1 ~ —

t—0t
» On a pour tout t > 0 :

0=P(f(t) = f(&)° +f(t) =1 donc —tf(t)=f(t)°=1=(1+(f(t)=1)" 1.

t
£

Or lim; .o+ f(t) = 1 d’aprés le résultat de la question précédente, donc :

—tf(t) ~ —t et (1+(f(t)=1)° =1 ~ 5(f(t)—1) (en posant = = f(t) —1).

t—0+ t—0+
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On en déduit que 5(f(¢) —1) ~ —t et donc que :

t—0t

)1 ~ |

t—0t 5

6. (a) Déterminer lim;_, o f(t).
» On note ¢ = limy_, o, f(t) € R (qui existe d’aprés le résultat de la question 4). D’apreés le
résultat de la question 2, on a :
Vi>0, 0< f(t) <1

ce qui donne en passant a la limite quand t — 400 :
0< /<1
Supposons par I’absurde que ¢ > 0. En raisonnant comme a la question 5.(a), on a :
. . 5 5 :
0= lim (R(/(1) = lm (F0 + /() = 1) = £5+ D £f(t) ~1 = +o0
+oox /=400

ce qui est absurde. Par conséquent ¢ = 0, c’est-a-dire :

lim f(t)=0|

t—+o00

(b) En déduire que f(t) ~ L.

t—4o00 t

» On a pour tout ¢ > 0 :
0= PR (f(t) = f(t)” +tf(t) =1 donc tf(t)=1- f(t)"

Or limy_, o f(t) = 0 d’apreés le résultat de la question précédente, donc :

lim oM lim tf(t) = lim 1— f(t)° = 1.

t——+o0 1/t t— 400 t——+o00
On en déduit que :
1
1—ab

7. Justifier que [ est la bijection réciproque de g :]0, 1[—]0, +oo[, z >
>

xz

Attention au piege : limy o+ f(t) = 1 et limy_, o f(t) = 0 ne suffisent pas a
Justifier que f(]0, +oo[) =]0, 1[ car on ne sait pas si f est continue!! On ne peut
donc pas appliquer le théoreme de la bijection pour justifier que f :]0,+oo[—
10, 1] est bijective (on peut seulement affirmer que f :]0,+oo[— f(]0,+o0]) est
bijective car strictement décroissante).

Soit t > 0. On a f(t) €0, 1] d’aprés le résultat de la question 2 et donc :

(go f)(t) = g(f(t)
1—f()°

f(@®)
_1- (%f(—t)tf(t)) (car 0= P,(f(t)) = f(t)° +tf(t) — 1 donc f(t)°> =1 —tf(t))
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Par conséquent g o f = Idjg o[- Soit maintenant x €]0,1[. On a g(z) > 0 par définition de g et

donc : 1 i
Pyy(r)=2" +glr)r—1l=2"+ ——2—1=2"+1-2"—1=0.

x
On en déduit que (fog)(x) = f(g(x)) = x (car f(g(x)) est 'unique racine de Py, d’apreés le résultat

de la question 1). Par conséquent f o g = Idj ;. Finalement, on en déduit que ‘ f est bijective | de
bijection réciproque :

[ =9:0,1[ = 10, +o0],
1—2°

X

X =

En particulier, on a prouvé que f(]0,+oo[) =]0,1[ ce qui est cohérent avec le
théoreme de la bijection. De plus, puisque g est continue sur |0, 1[ comme quo-
tient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, on a aussi
prouvé que f est continue sur |0, 1]/

8. (a) Déterminer des équivalents simples de g en 0% et en 17.
» On a :

1—ad 1
lim 1 —2° =1 donc |g(z)= o~ 2
z—07F x z—0t T

De plus on a en posant y =z — 1 :

1-—2"=—((1+y)°—1) ~, —5y = =5(x — 1).

Y—>

Puisque y — 0 quand z — 17, on en déduit que :

g(:c)zl_x5 ~ M:—w—l).

T r—1~ 1

(b) Retrouver les résultats des questions 5.(b) et 6.(b) a laide des équivalents précédents.
» Puisque g est la bijection réciproque de f d’apres le résultat de la question 7, on a en posant
x = f(t) dans les équivalents obtenus a la question précédente :

1

t=g(f(t) e 7@ (car tEEloo f(t) =0 d’apres le résultat de la question 6.(a))
et t=g(f(t)) ~ =5(f(t)—1) (car lim f(t) =1 d’aprés le résultat de la question 5.(a)).
t—0+ t—0+
On retrouve donc bien :
1 t
) ~ = et |[fO)=1 ~ —=|
O, x5 et [fO-1 ~ —

9. Justifier que f est dérivable sur |0, +oo[ et exprimer f'(t) en fonction de f(t) pour tout t > 0.
» En tant que bijection réciproque de la fonction g (résultat de la question 7), f est dérivable pour
tout t €]0, +oo[ tel que g est dérivable en f(t) et ¢'(f(t)) # 0.
Soit t > 0. Puisque f(t) €]0, 1] d’aprés le résultat de la question 2 et que g : z — 1‘;’35 est dérivable
sur ]0, 1] comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, on en déduit
que g est dérivable en f(t). De plus :
bzt xx—(1—12°%) x1 14 425

vV €]0,1], ¢'(x) = 5 = 5— <0 (car z>0)
T T

donc ¢'(f(t)) # 0. Finalement, on en déduit que | f est dérivable pour tout ¢ €]0, +oo[|. De plus :

I B TR
vt >0, f(t) = g _m.

BCPST1A lycée Hoche 2015-2016 87 sur 141 Sébastien Godillon



10. En déduire des équivalents simples de ' en 07 et en +oo.

» Puisque lim; ,o+ f(¢t) = 1 d’apres le résultat de la question 5.(a), on obtient d’apres le résultat
de la question précédente :

[P 1

) = C144f(t) im0t 5|

De méme, en utilisant que limy_, f(t) = 0 (question 6.(a)) et que f(t) ~— 1o 7 (question 6.(b)),
on obtient :
f(t)? 1

T Af() tohee 2]

f1(t) =

Exercice 3

On fize deuz réels a et b strictement positifs. On rappelle que |x| désigne la partie entiére de x € R.
a|x
1. Déterminer lim,_,o+ L—J 7

x
» Par définition de la partie entiére, on a pour tout x > 0 :
a a a a a a
L—J <-=< L—J—i—l donc ——-1< L—J < =
x x x

puis en multipliant par 7 > 0 :

a x_(a 1>x<{aJx<ax_a
b b \w b Llzlo Taxb b
Or lim,_o+ § — ¥ = ¢, par conséquent on obtient d’apres le théoréeme de limite par encadrement :

lim HE_E
20+ b b

2. Déterminer lim,_,q+ ¢ L%J
x

» Pour tout = €]0,b[, on a £ €]0,1[ donc [%| = 0. Ainsi :

Va €10, ], g {%J - go —0.

En passant a la limite quand = — 0T, on obtient :

FExercice trés facile mais astucieux, surtout la deuxieme question. Pensez a tester

) / T ] .
des petites valeurs de x chozszfés judicieusement (par exemple v = 555— pour

O » D /. s — Yy 1 > 1 "\ o) 7 g y ’ 1 ) y
/,.(1, pT.emzerc question ou T = {55 POUT la deuziéme question) afin d’avoir une
wntuition des résultats.
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DS n°7 de mathématiques

durée : 3 heures

Probléme 1
On dispose de deux piéces indiscernables : I'une équilibrée et 'autre déséquilibrée qui donne «face» avec
probabilité p > % On effectue une série de lancers en choisissant 'une des deux piéces avant chaque
lancer. Le but de ce probléme est d’étudier plusieurs stratégies afin de trouver celle qui a le plus de chance
d’obtenir «face» a chaque lancer. Pour cela, on note pour chaque entier n > 1 :

— F,, I'événement : on choisit la piéce équilibrée au n-iéme lancer ;

— I, Pévénement : on obtient «face» au n-iéme lancer.
0. Soit n > 1. Exprimer P(F},) en fonction de p et P(E,,).

Stratégie 1
A chaque lancer, on choisit I'une des deux piéces au hasard et de maniére équiprobable (par exemple en
langant une troisiéme piéce dont on sait qu’elle est équilibrée).

1. Montrer que P(F,) = % pour chaque entier n > 1.

Stratégie 2

Au premier lancer, on choisit I'une des deux piéces au hasard et de maniére équiprobable. Si on obtient
«face», on continue d’utiliser la méme piéce pour tous les lancers suivants. Sinon, on utilise ’autre piéce
pour tous les lancers suivants.

2. Donner Iexpression de P(F7) sans justification.

3. Soit n > 2. Déterminer les probabilités conditionnelles P, (E,) et Pg-(E,) puis en déduire P(£,).

4. Montrer que P(F,) = 47’2%3 pour chaque entier n > 2.
5. Comparer les stratégies 1 et 2.

Stratégie 3
Au premier lancer, on choisit I'une des deux piéces au hasard et de maniére équiprobable. Puis a chaque
lancer suivant, on utilise la méme piéce que le lancer précédent si on a obtenu «face», sinon on change de
piece.

6. Donner les expressions de P(F}) et P(Fy) sans justification.

7. Montrer qu'il existe (a,b) €]0, 1[xR tel que pour tout n > 1: P(E,;1) = aP(E,) + b.

8. En déduire une expression de P(FE,) en fonction de a,b et n > 1.

9. Montrer que P(F,) = 3+2p (1 — (%)HH) pour chaque entier n > 1.

10. Comparer les stratégies 2 et 3.

Exercice
On considére la fonction suivante :

z(x + 2)YED §i g e] —1,0]

fl-1L1—=Razxw f(z)= 1—+/x

In(tan(mx/4)) st @ €)0.1]

1. Etudier la continuité de f sur son ensemble de définition.

2. Etudier si f est prolongeable par continuité en —1 et 1.
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Probléme 2

Ce probléme propose de résoudre plusieurs équations fonctionnelles.

Partie I

Le but de cette partie est de déterminer 'ensemble des fonctions f € CO(R) telles que :

Y(z,y) €R?, flz+y) = f(2) + f(y). (E1)

0. Montrer que les fonctions de la forme x — azx ou a € R vérifient (E1).
1. Pour cette question, on fixe f € C°(R) qui vérifie (E1) et on pose a = f(1).

(
(

)
(¢) En déduire que f(n) = an pour tout entier n € Z.
(d)

)

a) Déterminer f(0) puis en déduire que f est impaire.

b) On fixe x € R dans cette question. Montrer que f(nz) = nf(z) pour tout entier n € N.

d) Montrer que f <§> = a§ pour tout (p,q) € Z x N*.

(e) On fixe x € R dans cette question et on pose r,, = 107" 10"z | pour chaque entier n > 0.
i. Montrer que la suite (7,),>0 est convergente et déterminer sa limite.
ii. Justifier que r,, € Q pour chaque entier n > 0.
iii. En déduire que f(z) = ax.
2. Conclure.

Partie 11
Le but de cette partie est de déterminer ’ensemble des fonctions f € C°(R) telles que :

V(@,y) €R?, fz +y) = f(2)f(y)- (E2)
3. Pour cette question, on fixe f € C°(R) qui vérifie (E2).

(a) Montrer que si f(0) = 0 alors f est la fonction constante égale a 0.
(b) On suppose que f(0) # 0 dans cette question.
i. Montrer que f > 0.
ii. Montrer que g = Inof est continue sur R et vérifie (E1).
iii. En déduire qu'il existe a € R tel que f(x) = exp(azx) pour tout z € R.
4. Conclure.

Partie II1
Le but de cette partie est de déterminer ’ensemble des fonctions f € CO(R) telles que :

V(z,y) € R, flzy) = f(z)+ f(y). (E3)

5. Montrer que si f € CO(R) vérifie (E3) alors f est la fonction constante égale a 0. Conclure.

Partie IV
Le but de cette partie est de déterminer I’ensemble des fonctions f € C°(]0, +o0|) telles que :

V(z,y) €]0,+oo*, flzy) = f(z) + f(y). (E4)

6. Pour cette question, on fixe f € C°(]0, +oo[) qui vérifie (E4).

(a) Montrer que g = f o exp est continue sur R et vérifie (E1).

(b) En déduire qu’il existe a € R tel que f(x) = aln(x) pour tout = €]0, +o0].
7. Conclure.

Partie V
Le but de cette partie est de déterminer I'ensemble des fonctions f € C°(]0, +o00) telles que :

V(z,y) €]0, +ool’, flzy) = f(z)f(y). (E5)
8. Montrer que si f € C°(]0, +o0[) vérifie (E5) alors g = f o exp € C°(R) vérifie (E2). Conclure.
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Corrigé du DS n°7 de mathématiques

Probléme 1
On dispose de deux pieces indiscernables : l'une équilibrée et autre déséquilibrée qui donne «face» avec
probabilité p > % On effectue une série de lancers en choisissant l'une des deux piéces avant chaque lancer.
Le but de ce probleme est d’étudier plusieurs stratégies afin de trouver celle qui a le plus de chance d’obtenir
«facey a chaque lancer. Pour cela, on note pour chaque entier n > 1 :

— E, ’événement : on choisit la piéce équilibrée au n-iéme lancer;

— F, l’événement : on obtient «face» au n-iéme lancer.

0. Soitn > 1. Ezprimer P(F,) en fonction de p et P(E,).
» Les événements E, et F, forment un systéme complet d’événements car E, U E, = Q (ou Q
est l'univers de l'expérience aléatoire) et F, N E, = (. On obtient donc d’aprés la formule des

probabilités totales : o
P(F,) = Pg,(F,) x P(E,) + Pg(F,) x P(E,).

Or:
— Pg,(F,) est la probabilité d’obtenir «face» avec la piéce équilibrée donc Pg, (F,) = 1,
— Pg(F,) est la probabilité d’obtenir «face» avec la piéce déséquilibrée donc Pz—(F,) = p,

— et P(E,) =1— P(E,) (événements contraires).
Par conséquent :

PE) = 5P(E) + 5L~ PE) =p+ (5~ ) P(E) |

N’oubliez pas d’indiquer le systeme complet d’événements utilisé a chaque fois
que vous citez la formule des probabilités totales. Méme si cela semble évident,
c’est la seule hypothese a vérifier pour pouvoir appliquer la formule.

Stratégie 1
A chaque lancer, on choisit l'une des deux piéces au hasard et de maniére équiprobable (par exemple en
langant une troisiéme piéce dont on sait qu’elle est équilibrée).

1. Montrer que P(F,) = 2’%1 pour chaque entier n > 1.
» Pour cette stratégie, on a P(E,) = % pour tout entier n > 1. En reportant dans ’expression

obtenue a la question 0, on obtient :

1 1 4p+1-2p 2p+1
Vn>1, P(F,) = ——p|== = .

Stratégie 2

Au premier lancer, on choisit ['une des deux piéces au hasard et de maniére équiprobable. Si on obtient
«face», on continue d’utiliser la méme piéce pour tous les lancers suivants. Sinon, on utilise [’autre piece
pour tous les lancers suivants.

2. Donner expression de P(F) sans justification.
» On a:

2p+1

P(F) = 1

Au premaer lancer, la stratégie 2 est identique a la stratégie 1. D’ou le résultat.
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3. Soit n > 2. Déterminer les probabilités conditionnelles Py, (E,) et Py (E,) puis en déduire P(E,).
» Pour cette stratégie, I'événement F; N E,, (choisir la piéce équilibrée au premier et au n-iéme
lancers) est égal a I'événement E; N F; (choisir la piéce équilibrée au premier lancer et obtenir
«face»). On obtient donc d’aprés la formule de Bayes :

 P(E\NE,) PENF) 1

De méme, 'événement E; N E,, (choisir la piéce déséquilibrée au premier lancer et choisir la piéce
équilibrée au n-iéme lancer) est égal a ’'événement £y N F} (choisir la piéce déséquilibrée au premier
lancer et ne pas obtenir «face»), ce qui donne d’aprés la formule de Bayes :

P(E\NE,) _P(ENFR) =

PeB) = =pmn = pay - lad) =1- PR =[1-0]

Puisque E; et Ej forment un systéme complet d’événements avec P(E;) = P(E;) = 1, on en déduit
d’apreés la formule des probabilités totales :

1 1+2(1—-p) [3-2p

P(En) = PEl(En) X P(El) + PE(En> X P(E) =35 X =

4 4

DN | —
DN | —

N’oubliez pas de citer chaque formule de probabilités utilisée. Pour cette ques-
tion : la formule de Bayes et la formule des probabilités totales.

4. Montrer que P(F,) = 4”2;3 pour chaque entier n > 2.

» En reportant le résultat de la question précédente dans I’expression obtenue a la question 0, on
obtient :

4 3 3

1 )3—2p_8p+(1—2p)(3—2p) 4p* + 3
5 = .

Vn>2, P(F) =p+ (——p

5. Comparer les stratégies 1 et 2.

» On a:

42 +3 241 (PP +3)—202p+1) AP —dp+1  (2p—1)2 — 1y 1

pPE3 2p1 (4P 43)-202p+1) 4Pl (-1 p—3) carp > L
8 4 8 8 8 2 2

On en déduit d’apres les résultats des questions 1, 2 et 4 que | les stratégies 1 et 2 sont identiques au

premier lancer et que la stratégie 2 est meilleure que la stratégie 1 & partir du deuxieéme lancer.

Stratégie 3
Au premier lancer, on choisit l'une des deux piéces au hasard et de maniére équiprobable. Puis a chaque
lancer suivant, on utilise la méme picce que le lancer précédent si on a obtenu «face», sinon on change de
plece.
6. Donner les expressions de P(Fy) et P(Fy) sans justification.
» On a:

2p+1
4

4p* + 3

P(F) = 3

et |P(F) =

‘Aux deux premiers lancers, la stratégie 3 est identique a la stratégie 2. ‘

7. Montrer qu’il existe (a,b) €]0, 1[xR tel que pour tout n > 1 : P(E,41) = aP(E,) +b.
» Soit n > 1. Pour cette stratégie, I'événement E, N E,, ;1 (choisir la piéce équilibrée au n-iéme et
au (n+ 1)-iéme lancers) est égal & 'événement E,, N F,, (choisir la piéce équilibrée au n-iéme lancer
et obtenir «face»). On obtient donc d’aprés la formule de Bayes :
P(E,NE,1) P(E,NE,)
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De méme, I’événement E,,NE, 1 (choisir la piéce déséquilibrée au n-iéme et choisir la piéce équilibrée
au (n + 1)-iéme lancers) est égal a I'événement £, N F,, (choisir la piéce déséquilibrée au n-iéme
lancer et ne pas obtenir «face» ), ce qui donne d’aprés la formule de Bayes :

P(E,NEn)  P(E.NFE,)

PE) Pg(F,) =1— Pg(F,) =1-p.

n

On peut aussi donner directement ces deux probabilités conditionnelles en jus-
tifiant que les raisonnements sont similaires a ceux de la question 3.

Puisque E, et E, forment un systéme complet d’événements, on en déduit d’aprés la formule des
probabilités totales :

P(En+1) = PEn<En+1) X P(En) + PE(EM-I) X P(E_n)

:lpu%y+ﬂ—pX1—Pﬂ%D

Puisque (p — 1) et (1 —p) ne dépendent pas de n et que (p — 1) €]0, 3] CJ0, 1[ car p €]1, 1] d’apres
I’énoncé, on en déduit que :

1
(a,b) €]0,1[xR, Vn > 1, P(E,1) =aP(E,) +b| avec |a=p— 5 et |[b=1-—p|

Pensez a préciser que les coefficients a et b obtenus ne dépendent pas de n pour
montrer que vous avez compris [’ordre des quantificateurs de [’énoncé.

8. En déduire une expression de P(FE,) en fonction de a,b et n > 1.

» D’aprés le résultat de la question précédente, on reconnait une suite (P(E,))n>1 arithmético-
géométrique. On cherche a € R tel que a = aa + b, c’est-a-dire :

a:aa+b<:>(1—a)04:b<:>04:% car 1 — a # 0 puisque a €]0, 1].
On a alors :
Vn>1, P(Eh41) —a = (aP(E,) +b) — (aa+b) =a(P(E,) — ).
On reconnait une suite (P(E,) — a),>1 géométrique, donc :

Vn>1, P(E,) —a=ad""(P(E)—a).

Puisque P(F,) = %, on en déduit en reportant ’expression de « :

b 1 b
>1, |P(E,) = (Cnh - .
vn 21| P(Ey) = +a (2 1—a>

9. Montrer que P(F,) = 1 <1 — (@)Ml) pour chaque entier n > 1.
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» Soit n > 1. En reportant les expressions de a et b obtenues a la question 7 dans le résultat de
la question précédente, puis en reportant ce résultat dans I'expression obtenue a la question 0, on

obtient :
o+ (20) (252 -5 (- 252)

o 1-2p(201-p)  [(2p—1\"""(3—2p) —4(1-p)

Pt (3—2p+( 2 > 2(3 — 2p) )
(1-2p)(1—p) [(2p—1\" 2p—1

R g _< 2 )2(3—2p)

_ 3—;2;9 (p(s—zm + (2" =3p+1) — (2p2_ 1)”“)
) 3_12p (1_ (2]92—1)"“) .

10. Comparer les stratégies 2 et 3.

» On a pour tout n > 1 :

1 op—1\""\  4p2+3 1 ) op—1\"
1 - - 8 — (4p° +3)(3 — 2p) — 8
3—2p< < > ) ) s “s@ozp \STWHIE-W) >
= (8P 12pPr6p—1-38
33 _2p) \ X TP ( > > )
1 2p_1 n+1
- (ep-1p-38
sG-2p (27 ( 2 ) )

_ @=L 8 (-1 s
~ 8(3—2p) 23 2
N A
- 8(3-2p) 2 '
Or p €]3,1] d’aprés énoncé, donc 2p —1>0,3—-2p >3 —-2=1>0et (p—3)" % < 1 pour tout

n—2 > 1, c’est-a-dire pour tout n > 3. On en déduit d’apres les résultats des questions 4, 6 et 9 que
les stratégies 2 et 3 sont identiques aux deux premiers lancers et que la stratégie 3 est meilleure

que la stratégie 2 a partir du troisiéme lancer |.

On peut également montrer que la suite (P(F),)),>1 obtenue a la question pré-
cédente est strictement croissante car p >
résultats de la question 6.

13
%, d’ot la conclusion d’apres les

Exercice
On considere la fonction suivante :

z(x +2)VED? 5 g €] —1,0]

= = 1—
In(tan(rz/4))
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1. Etudier la continuité de f sur son ensemble de définition.
» On a pour tout €] —1,0]: (x+1)>#0 (car x # —1) et x+2 > —142 =1 > 0. Par conséquent

1/(z4+1)2 _ 1
f(z) = x(z +2)Y( )—xexp(mln(x+2))

est bien définie pour tout x €] —1,0] et f continue sur | —1, 0] comme composée, produit et quotient
dont le dénominateur est non nul de fonctions continues.

On a pour tout x €]0,1[ : Tf €]0, §[ donc tan(wz/4) €]0,1[ (car la fonction tan est strictement

croissante sur | — 7, 7[) donc In(tan(mz/4)) # 0 (car tan(a) = 0 <> a = 1). Par conséquent
11—z
o) = VT
In(tan(mx/4))

est bien définie pour tout x €]0,1[ et f est continue sur |0, 1[ comme composée et quotient dont le
dénominateur est non nul de fonctions continues.

On a donc montré que f est continue sur | — 1,0[U]0, 1], il reste a étudier la continuité en 0. Or on
a:

li — 1 o)/ (@+1)? _
Jim fz) = lim 2(z+2) Jm zexp | Ty
£(0) = 0(0 +2)V/OFV* = o,

lim, o+ 1 — /Z =1
1 _ x—0
Ve =0 car lim,_,o+ tan(7wa/4) = 0T .
limh_,0+ ln(h) = —0Q

In (z + 2)) =0exp (1 x1n(2)) =0,

t i = lim ——
et lim f(r) = lim o /1)

Puisque lim, ,o- f(x) = f(0) = lim, o+ f(z), on en déduit que f est continue en 0.

Finalement, | f est définie et continue sur | — 1, 1[|.

2. Etudier si f est prolongeable par continuité en —1 et 1.
» On a:

1
lim f(z) = lim z(z+2)YE° = lim zexp (mln (x+ 2)>

z——17+ z——17+ z——17+
: 1 h=x+1
- hli}&(—l + h)exp <ﬁ In(1+ h)> en posant x = —1 + h donc lim_h = 0+
z——1
lim, ,o—14+h=-1
o LW R g =
limy, o+ % = 400
limy 40 exp(X) = +o0
On en déduit que ‘ f n’est pas prolongeable par continuité en —1|.
On a :
1—+x
li = lim ————
o1 /() e In(tan(rz/4))

1—+V1+h h=xz—-1

= lim — a en posant x =1+ h donc § i, h =0

n—0- In (tan (3(1+ h))) o

= i —h Vith—1 Ly

N hi%l* In ( tan(w/4)+tan(wh/4) ) car th= L0 5
1—tan(7/4) tan(mwh/4)

) —h
= lim car tan(mw/4) = 1.

h—0— 1+tan(mh/4)
77 2In ( 1—tan(wh/4) >
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1+tan(mwh/4)

Ttan(xh/D) — 1> donc :

Or limy,_,o tan(7h/4) = 0 donc limy,_o

(i) = | (i )

~
— 0 quand h — 0

N

1 +tan(wh/4) . 2tan(rh/4)
"0 1 —tan(rh/4) 1 —tan(wh/4)
2(mh/4 h
~ho0 (%/) = % car tan(z) ~,_0 T.
Ainsi : " " .
lim f(x)= lim — = lim ——— = ——.
z—1- h=0~ 91 <11:EZEE:Z§2) h—0- 2(mh/2) T

On en déduit que | f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = —1/7.

Probléme 2

Ce probléme propose de résoudre plusieurs équations fonctionnelles.

Partie 1

Le but de cette partie est de déterminer l’ensemble des fonctions f € C°(R) telles que :

V(z,y) e R?, f(z+y) = f(z)+ f(y). (E1)

0. Montrer que les fonctions de la forme x — ax ot a € R vérifient (E1).
» Soit f:x+— ax ol a € R. f est continue sur R comme fonction polynomiale. De plus :

V(z,y) e R, flz+y) =alz+y)=ax+ay = f(z)+ f(y).

Donc | f : z — ax vérifie (E1) pour tout a € R|.
1. Pour cette question, on five f € C°(R) qui vérifie (E1) et on pose a = f(1).

(a) Déterminer f(0) puis en déduire que [ est impaire.

» On a en prenant x = y = 0 dans (E1) :

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = 2f(0) donc | f(0) =0]

On en déduit en prenant y = —z dans (E1) :
VreR, 0=f(0) = f(z —2) = f(r + (=2)) = f(z) + f(=2) donc f(-z)=—f(x).

Par conséquent,

f est impaire ‘

(b) On fize x € R dans cette question. Montrer que f(nz) = nf(x) pour tout entier n € N.
» Montrons le résultat par récurrence.
Initialisation. On a d’aprés le résultat de la question précédente :

f(0x) = £(0) = 0 = 0f(x).

Donc le résultat est vrai pour n = 0.
Hérédité. On suppose que f(nz) = nf(x) pour un entier n € N fixé. Alors :

f(n+1)x) = f(nx+x) = f(nz)+ f(x) car f vérifie (E1)
nf(x)+ f(x) par hypothése de récurrence
= (n+1)f(x).
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Donc le résultat est héréditaire.
Conclusion. On en déduit d’aprés le principe de récurrence que :

Vn eN, f(nx)=nf(x)|

(c) En déduire que f(n) = an pour tout entier n € 7.

» Soit n € Z. On raisonne par disjonction de cas.
1°r cas : m > 0. Alors n € N. On a d’aprés le résultat de la question précédente en prenant v = 1 :

f(n) = f(nl) =nf(l) =na cara= f(1).

2¢ cas : n < 0. Alors —n € N. On raisonne de méme que le cas précédent en utilisant de plus
que la fonction f est impaire d’apreés le résultat de la question 1(a) :

Conclusion. Dans tous les cas, on obtient :

Vn €Z, f(n)=an|

(d) Montrer que f <§> = a§ pour tout (p,q) € Z x N*.
» Soit (p,q) € Z x N*. En prenant n =g € N* C Net z = § € R dans le résultat de la question

1(b), on obtient :

f@0==f@§)=:qf<§>-

De plus, on a en prenant n = p € Z dans le résultat de la question 1(c) :

f(p) = ap.

On obtient donc puisque ¢ # 0 :

V(p,q) € Z x N, f(g):@:ag.
q q q

(e) On fire x € R dans cette question et on pose r, = 107"[10"x| pour chaque entier n = 0.

i. Montrer que la suite (1,),>0 est convergente et déterminer sa limite.

» Soit n > 0. On a par définition de la partie entiére :

10"z — 1 < [10"z] < 10™z.

Ce qui donne en multipliant par 10™ > 0 :

r—107"=10""(10"x — 1) < 107"|10"z] = r, < 107" (10"z) = x.

Or lim, ,yooz — 107" = z car [107}| < 1. On en déduit d’aprés le théoréme de limite par

encadrement que

(rn)n>0 converge vers  |.

1. Justifier que r, € Q pour chaque entier n > 0.

» L’ensemble Q est I’ensemble des nombres rationnels § avec (p,q) € Z x N*. Or on a pour

tout entier n > 0 :

r, =107"|10"x] = ——— avec {

| 10™x | | 10"z | € Z (par définition de la partie entiére)

10m 10" € N*

donc ‘rn € Q pour chaque entier n > 0 ‘
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Quand on ne sait pas comment répondre @ une question évidente, le mieux
est de rappeler la définition du cours utilisée. Ici, la définition de Q.

iii. En déduire que f(x) = ax.
> Soit n > 0. D’apres le résultat de la question précédente, r, = £ avec (P, @n) € Z x N*.
On en déduit d’apres le résultat de la question 1(d) que :

flrn)=f (p_:> = a% = ary,.

Or lim,, 1, = = d’aprés le résultat de la question 1(e)i donc lim,, o f(r,) = f(z) car
f € C°(R) est continue en x € R (par hypothese de I’énoncé).

N’oubliez pas d’indiquer que f est continue en x pour justifier que
limy, 00 f(1) = f(x) !] Cest le seul endroit de la démonstration ot on
utilise Uhypothese f € C°(R), elle doit donc apparaitre clairement.

On en déduit que :

f(x) n_1>1}rloof (rn) Jim ary = az par produit de limites

Ainsi, on a bien prouvé que | f(z) = az |.

2. Conclure.
» On a montré a la question précédente que si f € CO(R) vérifie (E1) alors f(z) = az pour tout
r € Roua= f(1) € R. Autrement dit, on a montré que I'ensemble des fonctions f € C°(R) qui
vérifie (E1) est inclus dans I'ensemble des fonctions de la forme z +— ax ot a € R. De plus, on a
montré l'inclusion réciproque a la question 0. Finalement, I'ensemble des fonctions f € C°(R) qui
vérifie (E1) est égal a :

{r—ax|a e R}|

Partie 11
Le but de cette partie est de déterminer ’ensemble des fonctions f € CO(R) telles que :

V(z,y) e R?, f(z+y) = f(z)f(y). (E2)

3. Pour cette question, on five f € CO(R) qui vérifie (E2).
(a) Montrer que si f(0) =0 alors f est la fonction constante égale a 0.

» On suppose que f(0) = 0. Alors, on a en prenant y = 0 dans (E2) :
Ve € R, f(x) = f(+0) = F(@)f(0) = F()0 = 0.

Donc | f est la fonction constante égale a 0 si f(0) = 0]|.

(b) On suppose que f(0) # 0 dans cette question.

i. Montrer que f > 0.
» Supposons par 'absurde qu’il existe x € R tel que f(z) = 0. Alors on a en prenant y = —x
dans (E2) :
f0)=flz—2)=flz+ (-x) = f(z)f(-2) = 0f(-x) =0
ce qui est absurde. Donc f(x) # 0 pour tout € R. Puisque f € C°(R) est continue sur R
(par hypothése de I’énoncé), on en déduit d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires que
f est de signe constant sur R. Or on a en prenant x = y = 0 dans (E2) :

f(0) = f(0+0) = f(0)f(0) = f(0)* > 0 car f(0) #0.

Par conséquent .

BCPST1A lycée Hoche 2015-2016 98 sur 141 Sébastien Godillon




Question trés astucieuse puisqu’elle cache une application du théoreme
des valeurs intermédiaires. On peut aussi faire sans en remarquant que

f(z) = f(g + %) = f(g)2 mais c’est tout aussi astucieu.

ii. Montrer que g =Inof est continue sur R et vérifie (E1).

= Inof est continue sur ]R‘

» Puisque f > 0 d’aprés le résultat de la question précédente,
comme composée de fonctions continues. De plus, on a :

Y(z,y) € R, g(z +y) =In(f(z +y)) = In(f(2)f(y)) car f vérifie (E2)
= In(f(x)) + In(f(y))
=9(x) + 9(y)-

Donc | g vérifie (E1) |.

iii. En déduire qu’il existe a € R tel que f(z) = exp(az) pour tout x € R.
» Puisque g € C°(R) vérifie (E1), on a d’aprés le résultat de la question 2 de la partie I que
g est de la forme g : x — azx ot a € R. On obtient donc pour tout z € R :

f(x) = exp(In(f(z))) car expoln = Idjgoe[ €t f > 0 (question 3(b)i)
= exp(g(z)) = exp(ax).

Par conséquent |il existe bien a € R tel que f(x) = ax pour tout = € R|.

4. Conclure.
» On a montré a la question précédente que si f € CO(R) vérifie (E2) alors f est la fonction
constante égale a 0 ou bien f(z) = exp(az) pour tout z € R ot a € R. Autrement dit, on a
montré que ensemble des fonctions f € C°(R) qui vérifie (E2) est inclus dans 'union du singleton
contenant la fonction x — 0 et de I'ensemble des fonctions de la forme x +— exp(ax) ou a € R.
Réciproquement, la fonction x +— 0 est continue sur R et vérifie (E2). De méme, si f : x — exp(ax)
ou a € R alors f est continue sur R comme composée de fonctions continues et :

VY(z,y) €R?, f(z +y) = exp(a(z +y)) = exp(az + ay) = exp(az) exp(ay) = f(z)f(y)

donc f vérifie (E2). Finalement, ’ensemble des fonctions f € C°(R) qui vérifie (E2) est égal a :

{r = 0} U{x — exp(az)|a € R} |

N’oubliez pas la fonction constante égale a 0 obtenue a la question 3(a).

Partie 111
Le but de cette partie est de déterminer ’ensemble des fonctions f € CO(R) telles que :

V(z,y) e R?, f(zy) = f(x)+ f(y). (E3)

5. Montrer que si f € C°(R) vérifie (E3) alors f est la fonction constante égale a 0. Conclure.
» Soit f € C°(R) qui vérifie (E3). On a en prenant y = 0 dans (E3) :

Ve e R, f(0) = f(20) = f(z)+ f(0) donc f(x)=0.

Donc | f est la fonction constante égale a 0 si f € C°(R) vérifie (E3) |. Réciproquement, la fonction
x + 0 est continue sur R et vérifie (E3). Finalement, 'ensemble des fonctions f € C°(R) qui vérifie
(E3) est égal a|{x +— 0}|.

Partie IV
Le but de cette partie est de déterminer l’ensemble des fonctions f € C°(]0, +o0|) telles que :

V(x,y) €]0,+00*, f(zy) = f(x)+ f(y). (E4)
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6. Pour cette question, on fire f € C°(|0, +oo|) qui vérifie (E4).
(a) Montrer que g = f o exp est continue sur R et vérifie (E1).

» Puisque exp(R) =]0, 400, ‘ g = f oexp est continue sur ]R‘ comme composée de fonctions
continues. De plus, on a :
V(z,y) € R?, gz +y) = flexp(z +y)) = flexp(x) exp(y))
f(exp(x)) + f(exp(y)) car f vérifie (E4)
9(@) + 9(y).

exp
exp

Donc | g vérifie (E1) |.
(b) En déduire qu’il existe a € R tel que f(x) = aln(x) pour tout x €]0, +o0].

» Puisque g € C°(R) vérifie (E1), on a d’apreés le résultat de la question 2 de la partie I que g

est de la forme ¢ : x +— az ot a € R. On obtient donc pour tout x €0, +o0] :

f(xz) = f(exp(In(z))) car expoln = Idj 4o
= ¢g(In(z)) = aln(x).

Par conséquent |il existe bien a € R tel que f(z) = aln(x) pour tout = €]0, +o00]|.

7. Conclure.
» On a montré a la question précédente que si f € CY(]0, +oo[) vérifie (E4) alors f(z) = aln(z)
pour tout z €]0,4o00[ ot @ € R. Autrement dit, on a montré que I’ensemble des fonctions f €
C°(]0, +oc]) qui vérifie (E4) est inclus dans l'ensemble des fonctions de la forme z — aln(z) ou
a € R. Réciproquement, si f : x — aln(x) ot @ € R alors f est continue sur |0, +oo[ et :

Y(z,y) €]0,400?, f(zy) = aln(zy) = a(In(z) + In(y)) = aln(z) + aln(y) = f(z) + f(y)

donc f vérifie (E4). Finalement, Pensemble des fonctions f € C°(]0, +oo[) qui vérifie (E4) est égal
a:

{z = aln(z)|a € R} |

Partie V
Le but de cette partie est de déterminer ’ensemble des fonctions f € C°(]0, +o0]) telles que :
V(z,y) €]0,+ool*, f(ay) = f(z)f(y). (E5)
8. Montrer que si f € C°(]0, +o0[) vérifie (E5) alors g = f o exp € C°(R) wvérifie (E2). Conclure.
» Soit f € C°(J0,+oo[) qui vérifie (E5). Puisque exp(R) =]0,+oc[, on a |g = foexp € CO(R)
comme composée de fonctions continues. De plus :
V(z,y) € R?, g(z +y) = flexp(z +y)) = f(exp(z) exp(y))
= flexp(x))f(exp(y)) car f vérifie (E5)
= 9(x)g(y)-

Donc ‘ g vérifie (E2) ‘ D’aprés le résultat de la question 4 de la partie II, on en déduit que g est de
la forme ¢ : © — 0 ou bien g :  — exp(az) ot a € R. En raisonnant comme a la question 6(b),
on obtient que f(z) = g(In(z)) pour tout x €]0, +oo[ donc f est la fonction constante égale & 0 ou
bien f(x) = exp(aln(z)) = z* pour tout = €]0,4o00] ot a € R. Réciproquement, la fonction z — 0
est continue sur |0, +-o00[ et vérifie (E5). De méme, si f : 2 + 2% ot a € R alors f est continue sur
10, 400 et :

¥(z,y) €10, 400, flay) = (2y)* = 2"y" = f(2)f(y)
donc f vérifie (E5). Finalement, Pensemble des fonctions f € C°(]0, +oo[) qui vérifie (E5) est égal
a:

{r—=0}U{z— 2%|a € R}|
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DS n°8 de mathématiques et d’informatique

durée : 4 heures

Probléme

Dans ce probleme, on s’intéresse a quelques méthodes d’approximation numérique du nombre 7. Méme
si I’énoncé suit une progression logique, chaque partie présente une méthode différente et peut donc étre
traitée indépendamment des autres. La quatriéme partie réutilise des résultats démontrés dans la troisiéme
partie, mais chaque question ot c’est nécessaire indiquera explicitement la référence dans 1’énoncé.

Partie 1 - Méthode de dichotomie

Cette partie met en place un algorithme de dichotomie pour obtenir un encadrement de 7.

1. Justifier rapidement que § est I'unique solution de I'équation tan(r) = 1 d’inconnue x €] — 7, 7|.
2. (Info.) L’observation de la question précédente permet de dichotomie (epsilon)
déterminer un encadrement de 7 a n’importe quelle préci- a=0
sion a I’aide de I’algorithme ci-contre. b=1
Ecrire en Python la fonction dichotomie(epsilon). On tant que |b-al>epsilon :
supposera que la fonction tangente est donnée, et que c=(at+tb)/2
tan(x) renvoie la valeur de tan(z) pour tout réel . si tan(c)>=1 :
b=c
sinon :
a=c
retourne a,b

3. Etant donnée une précision epsilon = ¢ > 0, montrer que l'algorithme précédent répéte la boucle
«tant que» un nombre de fois égal au plus petit entier supérieur a In(1/¢)/In(2) avant de retourner
les deux bornes d’un encadrement de 7 a € prés.

Partie 2 - Méthode de Newton

L’observation de la question 1 permet de mettre en place un algorithme plus «efficace» que celui de
dichotomie & I’aide de la méthode de Newton.
On définit la suite (uy)nen par la donnée du terme initial ug € [0, 5[ et la relation de récurrence :

tan(r) —1 tan(z) — 1
4 (tan(z) — 1) - tan?(x) + 1’

Vn €N, u,11 =N(u,) ot N:zw—x—

4. (Info.) Ecrire en Python la fonction fonctionN(x) qui prend en argument un réel « et qui retourne
la valeur de N(z). Comme & la question 2, on supposera que la fonction tangente est donnée, et
que tan(x) renvoie la valeur de tan(z).

5. (Info.) Ecrire en Python la fonction suiteN(a,n) qui prend en argument un réel a et un entier
naturel n, et qui retourne la valeur de wu,, aprés avoir fixé ug = a comme terme initial.

6. Déterminer I’ensemble de définition de N et montrer que
1 2
VxER\{g—i—lm | kGZ}, N($)=$+§+§cos<2m+g).

7. En déduire que N admet un prolongement continu de classe C* sur R.
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8. Dresser le tableau des variations de N sur [0, 5] et prouver que u, € [0, §] pour tout n € N.

9. Pour cette question, on fixe z € [0, 7] \ {7} et on pose
fite N(x) = N(t)— N#)(x —t) — Mz —t)?
ol A € R est une constante.
(a) Déterminer la constante A € R afin que f(§) = f(x) = 0.
(b) Justifier qu’il existe un réel ¢ € [0, 7] tel que N”(c) = 2X et en déduire que

N(z)=—+

m
4 2

T

N"(c) ( 7T)2'

(c) Déterminer le maximum de la fonction ¢ — |[N"(t)| sur [0, 5] et prouver que

e o). -5 <xle-3f
ou K > 1 est une constante a déterminer.
10. Démontrer que .
Vn e N, un—% < (K‘UD——)2 .

11. Justifier que si le terme initial ug € [0, 5[ est choisi convenablement, alors la suite (u,),en converge
vers 7. Pour les questions suivantes on fixera uy = 1 et on admettra que K|1—7| < % En particulier,
le résultat de la question précédente assure que

7T< 1 2z
Up — — - .
41 =\ 2

12. (Info.) L’inégalité précédente permet d’obtenir une approximation de § & n’'importe quelle préci-

sion. Ecrire en Python la fonction newton (epsilon) qui prend en argument un réel epsilon = ¢ > 0

Vn € N,

. ) . . : . 2n
et qui retourne la valeur renvoyée par suiteN(1,n) ou n est le premier entier tel que ( %) <e.

13. Etant donnée une précision epsilon = ¢ > 0, montrer que l’algorithme précédent choisit pour valeur
de n le plus petit entier supérieur a In(In(1/¢)/1In(2))/In(2) avant de retourner une approximation
de 7 a € pres.

14. Comparer le résultat de la question précédente avec celui de la question 3. On pourra utiliser le
théoréme des croissances comparées quand € — 0.

Partie 3 - Formule de Leibniz

Un inconvénient majeur des méthodes présentées dans les deux premiéres parties est qu’il faut disposer
d’un algorithme permettant de calculer les valeurs de la fonction tangente. Cette partie (et la suivante)
propose de résoudre ce type de probléme a 1’aide d’approximations polynomiales.

On rappelle que la fonction tan restreinte a l'intervalle | — 7, 7| est bijective et admet pour bijection

réciproque la fonction arctan : R —]— 7, Z[. Le principal objectif de cette partie est d’approcher la fonction

arctan par la suite de fonctions polynomiales (P, ),en définie par :
vneN, P,= Z —1)* X%+1 € R[X].
2k +

15. (Info.) Ecrire en Python la fonction arctanApprox(x,n) qui prend en argument un réel = et un
entier naturel n, et qui retourne la valeur de P,(x).

16. Rappeler la dérivée de la fonction arctan et justifier que la fonction arctan est de classe C* sur R.
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17.

18.

19.

20.

21.

Pour cette question, on fixe x € R* et n € N, et on pose

gt arctan(t) — P, (t) — pt***?
ou i € R est une constante.
(a) Soit t € R. Simplifier la somme Y ,_,(—1)*t** et en déduire que
_1)n+1t2n+2
arctan’(t) = P’ (t —i—(
retan' (1) = P(0) +

(b) Déterminer la constante 1 € R afin que ¢(0) = g(x) = 0.

( 1)n+
1+c?

(c) Justifier qu’il existe un réel ¢ tel que = 11(2n + 3) et en déduire que
(_1)n+1$2n+3

2n+3)1+ )

arctan(z) = P,(z) +

(d) A T'aide du résultat précédent, démontrer que

1
-1,1 N t - P, < .
Vo e [-1,1], Vn € N, |arctan(z) ()] T3

Montrer que pour tout x € [—1, 1], la suite (P,(2))nen converge et déterminer sa limite. En parti-
culier, démontrer la formule de Leibniz :

s (- 11 1 1 1 1
Z = - _ 4 _ 4L __=
1 nilfooz% 1 3 5 7T "

(Info.) Ecrire en Python la fonction leibniz(x,epsilon) qui prend en argument un réel x € [—1, 1]
et un réel epsilon =¢ > 0, et qui retourne la valeur renvoyée par arctanApprox(x,n) ou n est le

premier entier tel que 3 +3 <eE.

Etant donnée une précision epsilon = ¢ > 0, montrer que l’algorithme précédent choisit pour
valeur de n un entier supérieur a une expression que ’on déterminera en fonction de €.

Comparer 'expression de la question précédente avec celle de la question 3. On pourra utiliser le
théoréme des croissances comparées quand € — 0.

Partie 4 - Formule d’Euler du type de Machin

Un inconvénient majeur de la méthode présentée dans la partie précédente est son «inefficacité» par
rapport aux méthodes présentées dans les deux premiéres parties. Cette partie propose d’exploiter quelques
propriétés de la fonction arctan pour améliorer 'efficacité de la méthode précédente.

22.

Pour cette question, on fixe y € R et on pose

h : x — arctan(z) + arctan(y) — arctan (f Ty ) :

arctan(z) + arctan(y) = arctan (f Ty ) :

(e) Que se passe-t-il pour (z,y) € R? tel que zy > 17
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23. Démontrer la formule d’Euler du type de Machin :

T ¢ 1 N ; 1
4—arcan 5 arctan 3 )

24. A T'aide du résultat de la question 17(c), démontrer que

11 1 2n+3
Vo € {—5, 5} , Vn €N, Jarctan(z) — P,(z)| < (5) :

25. Déduire des résultats précédents que

Vn € N,

2n+2
© (DY p (D)< (1)
4 2 3 2

us

26. (Info.) L’inégalité précédente permet d’obtenir une approximation de 7 & n’'importe quelle préci-
sion. Ecrire en Python la fonction euler (epsilon) qui prend en argument un réel epsilon =¢ > 0

et qui retourne la valeur de P, () + P,(3) o n est le premier entier tel que (1) M2 L e. On pourra
utiliser la fonction arctanApprox(X n) de la question 15 qui retourne la valeur de P,(x).

27. Etant donnée une précision epsilon = ¢ > 0, montrer que l'algorithme précédent choisit pour
valeur de n un entier supérieur a une expression que ’on déterminera en fonction de €. Comparer
cette expression avec celle de la question 3. On pourra utiliser un équivalent quand ¢ — 0.

Exercice

On note C =

SN S e

(

€., ¢35, e4) la base canonique de R* et on considére les sous-ensembles de R* suivants :
zi;\)\—l——i-qu—i-Qu T+y—22+1t=0
= , ‘ /- -
2 =2 \+p+3v (A p,v) €RY et W 2y —32+4+2t=0.
3xr—y—t=0

t=A+p+v

Justifier que V' et W sont des sous-espaces vectoriels de R*.

Déterminer une base (v, v3) de V.

Déterminer une base (w3, w}) de W.

Déterminer le rang de la famille (v_1>, vs, W5, @74)) Est-elle libre ? Est-elle génératrice de R*?

Extraire de la famille (vl, Ug,wg, u_)i) une base de ' = Vect (17{, v, 175,274)).

— —
On considére les vecteurs fl = (1,0, 1,0), fs =(0,-1,0,1) et f3 = (1,1,1,1).

— =
Montrer que la famille (fl , o, f3> est une base de F.

7. Montrer que la famille B = (f—1>, @, f—;, e_4>> est une base de R*.

8. Déterminer la matrice des coordonnées de la famille C dans la base B.

— —
9. Montrer que pour chaque U e R*, il existe un unique couple ( f,7) € F x R tel que U ="f+7e;.
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Corrigé du DS n° 8 de mathématiques
et d’informatique

Probléme

Dans ce probleme, on s’intéresse a quelques méthodes d’approximation numérique du nombre 5. Méme
st I’énoncé suit une progression logique, chaque partie présente une méthode différente et peut donc étre
traitée indépendamment des autres. La quatriéme partie réutilise des résultats démontrés dans la troisieme
partie, mais chaque question ou c’est nécessaire indiquera explicitement la référence dans l’énoncé.

Partie 1 - Méthode de dichotomie

Cette partie met en place un algorithme de dichotomie pour obtenir un encadrement de 7.

1. Justifier rapidement que § est ['unique solution de l’équation tan(x) = 1 d’inconnue v €] — 7, .

» L’application tan :] — 7, 5[~ R est bijective (par exemple d’aprés le théoreme de la bijec-
tion), donc 1 € R admet un unique antécédent = €] — 7, 7| par cette application, autrement dit

I'équation tan(r) = 1 d’inconnue = €] — 7, 7| admet une unique solution | Puisque tan(%) = 1, on

en déduit que | 7 est I'unique solution de cette équation |

2. (Info.) L’observation de la question précédente permet de dichotomie(epsilon)
déterminer un encadrement de % a n’importe quelle préci- a=0
siton a l'aide de [’algorithme ci-contre. b=1
Ecrire en Python la fonction dichotomie(epsilon). On tant que |b-al|>epsilon :
supposera que la fonction tangente est donnée, et que c=(a+b)/2
tan(x) renvoie la valeur de tan(x) pour tout réel x. si tan(c)>=1 :
b=c
sinon :
a=c

retourne a,b

» Par exemple :

def dichotomie(epsilon)

a=0
b=1
while abs(b-a)>epsilon :
c=(a+b) /2
if tan(c)>=1
b=c
else :
a=c

return a,b

3. Etant donnée une précision epsilon = ¢ > 0, montrer que lalgorithme précédent répéte la boucle
«tant que» un nombre de fois égal au plus petit entier supérieur aIn(1/¢)/In(2) avant de retourner
les deuz bornes d’un encadrement de 7 a € pres.

» Chaque répétition de la boucle «tant que» de l'algorithme précédent divise par 2 la valeur de
|b — a|. On reconnait une suite géométrique : la valeur de |b — a| est égale a |1 —0[/2" = 1/2" a la
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n-iéme itération. Puisque la boucle est répétée si |b— a| > ¢, elle est répétée un nombre de fois égal
au premier entier n tel que
1 In ()
Lee2"> €
on In(2)

car In est strictement croissante et In(2) > 0. Finalement, 1’algorithme précédent répéte la boucle

1 1
- < nln(2) > In (—) eSn >
£

€

«tant que» un nombre de fois égal au plus petit entier supérieur a [In(1/¢)/In(2)|.

Partie 2 - Méthode de Newton

L’observation de la question 1 permet de mettre en place un algorithme plus «efficace» que celui de
dichotomie a l'aide de la méthode de Newton.
On définit la suite (up)nen par la donnée du terme initial uo € [0, 5[ et la relation de récurrence :

tan(z) -1 . tan(x) — 1
< (tan(z) — 1) B tan?(x) + 1

VneN, upp1 =N(u,) ot N:zxw—a—

4. (Info.) Ecrire en Python la fonction fonctionN(x) qui prend en argument un réel x et qui retourne
la valeur de N(z). Comme a la question 2, on supposera que la fonction tangente est donnée, et
que tan(x) renvoie la valeur de tan(z).

» Par exemple :

def fonctionN(x)
N=x-(tan(x)-1)/(tan(x)**2+1)
return N

5. (Info.) Ecrire en Python la fonction suiteN(a,n) qui prend en argument un réel a et un entier
naturel n, et qui retourne la valeur de u, aprés avoir fixé ug = a comme terme initial.
» Par exemple :

def suiteN(a,n)
u=a
for i in range(n)
u=fonctionN(u)
return u

6. Déterminer ’ensemble de définition de N et montrer que
1 2
‘v’xGR\{ +k:7r|k€Z} N(x):x+§+§cos<2x+%>.

» La fonction N est une somme, un quotient et une composée de fonctions usuelles. Elle est définie
pour toutes les valeurs de x € R telles que tan(x) est définie et que tan?(x) + 1 # 0. Or la fonction
tangente est définie sur R\ {Z + k7 | k € Z} et tan? +1 > 0+ 1 > 0. Donc I'ensemble de définition

de la fonction N est R\{g—l—lm | kGZ}.Deplus, onapourtoutxeR\{g—i-kﬂ | kEZ}:

sin(z) sin(x)—cos(z) )
N@)y g @=L wm =l e (sin() — cos(e)) cos(a)
tan(z) + 1 (Sin((m))>2 +1 %%2(@ sin®(x) + cos?(z)

=x— sm(x) cos(x ) + cos?*(x) (car cos®(z) + sin®(x) = 1 d’aprés le théoréme de Pythagore)
=r-3 sm(2x) (1 + cos(2x))  (car sin(2x) = 2cos(x)sin(x) et cos(2r) = 2cos® —1)

B 1.1 cos(2x) cos(%) — sin(2x) sin(%) car cos(T) — sin(T) —
=45+ 5 X NGTE ( (5) =sin(}) = v2/2)
=x+ % + % cos (2:(; + %) (car cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)).
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Finalement :

‘v’xER\{g—f—lmH{:EZ}, N(:p):m+1—|—£008<

T
2 —).
2 79 T

4

7. En déduire que N admet un prolongement continu de classe C*° sur R.

» Soit k € Z. Puisque la fonction cosinus est continue sur R, on a d’apreés le résultat de la question
précédente :

1 2
lim N(z)= lim <$+—+£cos<2x+%>>

z— 5tk r— 5 +km 2 2
1 2
(Thr) e s (2 (T k) + 7).

Inutile de perdre du temps a simplifier cette limite, ce n’est pas nécessaire pour
Justifier 'existence du prolongement continu.

Puisque cette limite existe pour tout k£ € Z, on en déduit que ‘N se prolonge par continuité sur R
et ce prolongement continu est défini par :

1 2
N:R—>R,x»—>N(:c):x+§+§c05(2x+%).

En particulier, ‘ce prolongement continu est de classe C* sur R‘ comme somme et composée de
fonctions usuelles de classe C* sur R.

8. Dresser le tableau des variations de N sur [0, 3] et prouver que u, € [0, 5] pour tout n € N.

» En utilisant 'expression de N obtenue a la question 6 (et justifiée sur R dans la question précé-
dente), on a pour tout z € R :

2
N’($)=1+0—2§81n<2x+%> =1—\/§sin<2x+%>.

De plus on a :

e[oﬂ]:w PGP Kl
R IS e |

On en déduit d’apres le cercle trigonométrique que pour tout z € [0, 7] :

V2

2

N/(g;)=1—\/§sin<2x+%> >0©sin<2x+%> g%

<:>2x—|-E€ {S—W 5—7}
T IR
T

]

avec ¢égalité si et seulement si z = 7. D’ou le tableau des variations de IV :

z 0
N'(x) -
1

Mo | T _—

e

o mia

+

ME

~13
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car :

1 T 1
N(O) 0+§+TCOS(0+Z>_§+7X7_1
1 2 1 2 2
N@g:z+_+sz(z+ﬁ):z+_+ﬁix_AC _7
4 4 2 2 2 4 4 2 2 2 4
T T 1 V2 T T 1 V2 V2 T
N(§—§+5+3*“@*z)—§+a“ix(“7>—§

Montrons par récurrence que u, € [0, 7] pour tout n € N.
Initialisation. On a bien uy € [0, 5] car ug € [0, 5[ d’aprés Iénoncé.

Hérédité. On suppose que u,, € [0, 5] pour un certain n € N fixé. Par définition de la suite (u,,)nen, on

a Upy1 = N(uy,) donc u,yy € [§, 5] d’apres le tableau des variations de NV sur [0, 7]. En particulier,
on a bien w1 € 0,5 car 5,51 € 0.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que |u, € [0, 7] pour tout n € N|

. Pour cette question, on fixze x € [0, 5]\ {§} et on pose
fites N(x) = N(t) = N'({t)(x —t) — Mz —t)?

ot \ € R est une constante.

(a) Déterminer la constante X € R afin que f(§) = f(z) = 0.

» On a :
15 =m0~ () -V (5) (-5) 2 (-5)
- xo)=§ =0 (s D)1=
-x-F (-5
et :

f(z) = N(z) — N(z) — N'(z)(x — ) — Mz — 2)* = 0.

Ainsi, f(7) = f(x) = 0 si et seulement si :

)\:M carx#%é(x—zy#o.

(-9 i

SFNE

INE

(b) Justifier qu’il existe un réel c € [0, 5] tel que N"(c) = 2\ et en déduire que

V') (, Ty

N(z) = 1

Ty
42

s

» Si z < T alors la fonction f est continue sur [z, 7] et dérivable sur ]z, 7| comme somme et
produit de fonctions de classe C*° sur R (N € C*(R) d’aprés le résultat de la question 7). De

méme, si z > § alors f € C°([F,x]) N D'([z, §]). Puisqu’on a choisi A & la question précédente
afin que f(%) = f(z), on en déduit d’aprés le théoréme de Rolle qu’il existe ¢ €]z, T[C [0, 5] si

v <Foucelf,z[C[0,5]six> 7T tel que:

0=f(c)=0—-N'(c) — <N”(c)(x —¢)+ N'(c) x (—1)) — )\< —2(x — c))
— N"(c) +2>\> (z —c).

VRS
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N’oubliez pas de vérifier précisément les hypotheses du théoréme de Rolle
avant de l'appliquer afin de montrer que vous connaissez l’énoncé du cours.

Puisque ¢ # z, on a bien justifié dans tous les cas |I'existence de ¢ € [0, 7] tel que N"(c) = 2|

En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient que :

N"(c) =2\ = QL donc |N(z) = % + NHQ(C) (.r - %)2 :

(z —

N u>|>\

M:}

c¢) Déterminer le mazimum de la fonction t — |N"(t)| sur [0, Z] et prouver que
(c) S et p q

T T2
T < koo T
) T

Vo e [O,g}, ‘N(a:)— )

ou K > 1 est une constante a déterminer.
» En utilisant 'expression de N’ calculée a la question 8, on a pour tout x € R :

N"(t) = 0 — 2v/2 cos (2t + g) et N"(t) = 4v/2sin <2t n %) .

Puisque 2¢ + % € [%, 2] quand ¢ € [0, 2], on obtient d’aprés le cercle trigonométrique que pour
tout t € [0, 7] :

3
N"(t) = 4v/2sin (2t+%> >0<:>2t+§ c E,n] ete {0 %}

avec égalité si et seulement si ¢t = %”. D’ou le tableau des variations de N” :

Lo ¥ :
N’”(t) + 0 _
2v2
N”(t) / \
—2 2

car .

N"(0) = —2v/2 cos (0

(g) 9\ cos (% .
mg)_whqﬂgzﬂﬁx§ﬁyﬂ

Ainsi les extrema de la fonction N” sur [0,%] sont —2 (minimum) et 2v/2. On en déduit

que |le maximum de la fonction ¢ — [N”(t)| sur [0, %] est égal & 2v/2 | En particulier, on obtient

d’apres le résultat de la question précédente :

‘N(x)—% _‘(%JFN;(C) (x_%>2>_%
I O I A T T
X0 (o 1) -]

o), -
SV

4

2

car ¢ € [0, 5].
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On a donc démontré cette inégalité pour tout = € [0, 7] \ {7} mais elle est aussi vraie pour
x =75 car N(§) = 7. Finalement :

2
Vxe[o,g], ‘N(x)—%’él(‘x—z avec K =2 > 1|
10. Démontrer que
e fun =g < (Ko §)°
n Up — —| < ug — — )
’ 4 Ty

Attention : question astucieuse car on ne peut pas la démontrer directement par
récurrence. En observant ce qu’il se passe pour les premiers termes, on remarque
d’apres le résultat précédent que :

ul_% :N(uo)—% <Ku0—12

UQ_Z:N(Ul)_g <KU1—Z2<K< ‘uO—‘> —Kg‘uo——‘
«153—2 = N(Ug)—g <K71/2—12<K<K ‘uo—4‘> =K )uo—f‘
u4—g :N(u3)—% éKuP,—ZQgK(K?‘uO—ZZL)Q_KV uO—ZIG

Ainsi, la bonne inégalité a démontrer par récurrence est la suivante :

T 2"
Vn € N, un——‘gKQ_l‘uo——
4 4
Montrons par récurrence que :
on_1 |
YneN, |u,— ‘éK“uO—Z
Initialisation. On a pour n =0 :
-1 |2 KO‘ ! ’ T
u — —| = U — —| = |ug — —
077 07 7 07 7

donc I'inégalité est vraie pour n = 0.
Hérédité. On suppose que I'inégalité est vraie pour un certain n € N fixé. Puisque u,, € [0, 7] d’aprés
le résultat de la question 8, on a d’aprés le résultat de la question précédente :

T2
8= o3 <
72"\ 2
<K <K 2=l ’uo — 7 ) (par hypothése de récurrence)
n e 2"x2 n+1 T 2n+1
— glHeE-nx2 |, __‘ _ 12 _l)u T
° 4 4

Ainsi I'inégalité est vraie au rang n + 1 dés qu’elle est vraie au rang n, pour tout n € N.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, on a prouvé que

2"

Uy — —

Vn € N, < K 0

Up — —

i
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Or on a en utilisant que K > 1 :

on on on
VnEN, 1XK2n_1 Uo—E éKXKTLl‘uO—Z =K% Uo—z
4 4 4
Finalement :
T T\ 2"
Vn €N, n——g(K‘——» .
n U 1 Ug 1

11. Justifier que si le terme initial ug € [0, 5[ est choisi convenablement, alors la suite (uy)nen converge
vers 7. Pour les questions suivantes on fizeraug = 1 et on admettra que K[1-75| < % En particulier,
le résultat de la question précédente assure que

s N
Up — 1 < B .
» Si on choisit le terme initial uo € [0, 5[ suffisamment proche de § afin que K|uy — 7| < 1 alors

)qu

On en déduit d’aprés le résultat de la question précédente et le théoréme de la limite par encadrement
que :

Vn € N,

. T
lim <K ‘uo 7

n—-+o0o

lim
n—-+00

T
M=o
Y 4‘

Par conséquent, | si le terme initial ug € [0, 5[ est choisi tel que Kl|ug — §| < 1 alors la suite (u,)nen

s
converge vers 1l

12. (!nfo.) L’inégalité précédente permet d’obtenir une approzimation de % a n’importe quelle précision.
Ecrire en Python la fonction newton(epsilon) qui prend en argument un réel epsilon =¢c >0 et
qui retourne la valeur renvoyée par sutteN(1,n) ou n est le premier entier tel que (%)Qn <e.

» Par exemple :

newton(epsilon)
n=0
while (1/2)#**(2%*n)>epsilon :
n=n+1
return suiteN(1,n)

13. Etant donnée une précision epsilon = e > 0, montrer que l'algorithme précédent choisit pour valeur
de n le plus petit entier supérieur a In(In(1/¢)/1n(2))/In(2) avant de retourner une approxzimation
de 7 a e pres.

» L’algorithme précédent choisit pour valeur de n le premier entier tel que

In(2)

@nmm>mCﬂa>®n>EQ¥D_

car In est strictement croissante et In(2) > 0. Ainsi, I’algorithme précédent choisit pour valeur de n

le plus petit entier supérieur a |In(In(1/¢)/1In(2))/In(2) |
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14. Comparer le résultat de la question précédente avec celui de la question 3. On pourra utiliser le
théoréeme des croissances comparées quand € — 0.

» Ona:
lim In(In(1/¢)/1n(2))/ In(2) — lim In(In(1/e)/1n(2)) " o lim In(X) " 1
e—0 In(1/¢)/In(2) =0 1In(1/e)/In(2) In(2) X-otoo X In(2)

en posant X = In(1/e)/In(2) car X — +oo quand € — 0. Or In(X) = ox_;100(X) d’apres le
théoréeme des croissances comparées, d’ou :

lim In(In(1/e)/In(2))/In(2) _0
e-0 In(1/e)/In(2) '

Ainsi la boucle «tant que» de l'algorithme de la partie 1 est répétée infiniment plus de fois
que celle de 'algorithme précédent quand la précision € tend vers 0. On peut en conclure que
‘la méthode de Newton fournit un algorithme plus «efficace» que la méthode de dichotomie |.

Partie 3 - Formule de Leibniz

Corrigé de V. Vong

Un inconvénient majeur des méthodes présentées dans les deux premiéres parties est qu’il faut disposer
d’un algorithme permettant de calculer les valeurs de la fonction tangente. Cette partie (et la suivante)
propose de résoudre ce type de probléme a l'aide d’approrimations polynomiales.

On rappelle que la fonction tan restreinte a lintervalle | — 7, [ est bijective et admet pour bijection
réciproque la fonction arctan : R —] — 7. Z[. Le principal objectif de cette partie est d’approcher la fonction

arctan par la suite de fonctions polynomiales (P, )nen définie par :

— (=1)F 2k+1
VneN, P,= Z%—HX e R[X].
k=0
15. (Info.) Ecrire en Python la fonction arctanApprox(x,n) qui prend en argument un réel x et un
entier naturel n, et qui retourne la valeur de P,(x).
» Cela correspond a de I’évaluation de polynémes. On peut alors utiliser la méthode de Horner. Ce
qui donne l'algorithme suivant :

def arctanApprox(x,n)
S=(-1)**n/(2*n+1)
for i in range(n-1,-1,-1)
S=S*x
S=S+(-1)**i/(2%i+1)
return S

16. Rappeler la dérivée de la fonction arctan et justifier que la fonction arctan est de classe C*° sur R.

» On a:
1

T 142
On constate que la dérivée est I'inverse du polynéme X2 + 1 qui ne s’annule pas sur R et est de
classe C* sur R. Par conséquent arctan’ est de classe C*° sur R. Il en est donc de méme pour arctan.

Ve € R, arctan’(z)

17. Pour cette question, on fixe x € R* et n € N, et on pose
g :t s arctan(t) — P,(t) — ut*"*3

ot p € R est une constante.
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(a) Soit t € R. Simplifier la somme Y ._,(—=1)*t** et en déduire que

» On a :

arctan’(t) = P! (t) +

=0

1+1¢2

n

Z(_l)kt% _ Z(_t2)k'

k=0

(_ 1)n+1t2n+2

On reconnait alors la somme des termes d’une suite géométrique de raison—t* # 1 (car ¢t € R).

Donc :

Or:

1

et arctan’(t) = 15,

i(_l)thk _ 1 — (_t2)n+1 _ 1 B (_tZ)n-i-l
— 1—(—t?) 1+ ¢2 1+ ¢2
P/(X) = U (2k + 1) X = i(—n’fx%
" 2k+1 —
donc :

arctan’(t) = P.(t) +

14 t2

(_ 1)n+1t2n+2

(b) Déterminer la constante p € R afin que g(0) = g(z) = 0.
» On constate que 'on a g(0) = 0. On cherche donc p tel que g(z) = 0. Or :

g(z) = 0 & arctan(z) — P,(2) — px*" 3 =0

_ arctan(x) — P,(z)

x2n+3

On pose donc | =

arctan(z) — P,(x)

$2n+3

(c) Justifier qu’il existe un réel c tel que

arctan(z) = P,(z) +

(=p~*tt
1+c2

& px®" 3 = arctan(x) — P, (z)

(car = # 0)

= u(2n + 3) et en déduire que

(_1)n+1x2n+3

(2n+3)(1+ ?)’

» La fonction g étant combinaison linéaire de la fonction arctan et de polynémes qui sont C'*°
sur R, on en déduit qu’elle est C*° sur R. En particulier, elle est continue sur le segment [a, b
et dérivable sur |a, b[, ot a = min(0, x) et b = max(0, z). De plus, on a déterminé p de maniére
a avoir ¢(0) = g(z) = 0. En appliquant le théoréme de Rolle, on en déduit qu’il existe ¢ €]a, b]

tel que :
Or:

et (question 17.a) :

Vt € R, ¢'(t) = arctan’(t) — P, (t) — u(2n + 3)t*" 2,

g'(c)=0.

Vt € R,arctan’(t) = P! (t) + ﬂ
| " 1+
Donc : -
vt eR,g'(t) = o a(n 3)2n+2,
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Comme ¢'(¢) = 0, on en déduit que
(=)t

T p(2n + 3)c*" 2 =0

Or ¢ # 0 car ¢ €a, b[, d’ou :

(2n+3) = -y donc = (=)
e Y T SR

D’aprés le résultat de la question précédente, on en déduit que :

arctan(x) — Py(z) (—1)n*t
r2n+3 o (2n + 3)(1 + c?)
(_1)n+1x2n+3

donc arctan(z) — P,(z) = (2n + 3)(1 + )
(_1)n+1x2n+3

donc arctan(x) =|P,(z) + RSl

(d) A laide du résultat précédent, démontrer que
1

_ — < .
Ve e [-1,1], Vn € N, |arctan(z) — P,(z)| < i3

» Pour x = 0, I'inégalité est clairement vérifiée. Supposons que x € [—1, 1] et  non nul. D’aprés
la question précédente, il existe ¢ €]a, b avec a = min(0, x), b = max(0, z) tel que :
(_1)n+1x2n+3

arctan(x) = P,(x) + e

Donc : onts
|arctan(z) — P,(x)| = ’(Zn T a|
Or |z| <1, donc |23 < 1. De plus, 1 +¢* > 1> 0, donc HLCQ < 1.D’ou :
x2n+3 1
‘(271—1—3)(1—!—02 S2n+3‘
Autrement dit : :

¢ —P(z)| < ,
| arctan(z) ()| < 13

18. Montrer que pour tout x € [—1,1], la suite (P,(z))nen converge et déterminer sa limite. En parti-

culier, démontrer la formule de Leibniz :

T = (=D 1 11
AR | =~ _ —— - — — 4 ...
A niTooZQkH 1 35 7o "

» Soient z € [—1,1] et n € N. On sait que :

Jarctan(z) - Pa(a)] < 5

arctan(x) — P, (z :
" “2n+3

1

Donc : 1
t — <P, < t .
arctan(zx) T3 S (x) < arctan(z) + o 13

Sébastien Godillon
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Or lim,, ﬁ = 0. Donc les extrémités de ces inégalités ont pour limite arctan(z) lorsque n tend
vers l'infini. Par le théoréme d’encadrement, on en déduit que :

nl_1>r+noO P,(x) = arctan(z).

En particulier, pour £ = 1, on obtient :

lim P,(1) = arctan(1)

n—-+o0o
D’ou :
n 1 k
i 2(k >1 - % ‘
n—-+oo o -+

19. (Info.) Ecrire en Python la fonction leibniz(x,epsilon) qui prend en argument un réel v €

[—1,1] et un réel epsilon = ¢ > 0, et qui retourne la valeur renvoyée par arctanApprox(x,n) ot
1

n est le premier entier tel que 5= < €.

» Par exemple :

def leibniz(x,epsilon)
n=1
while 1/(2#n+3)>epsilon :
n=n+1
return arctanApprox(x,n)

20. Etant donnée une précision epsilon = ¢ > 0, montrer que l’algorithme précédent choisit pour valeur
de n un entier supérieur a une expression que l’on déterminera en fonction de e.

» On constate que 'on sort de la boucle dés que 'on a :

1 1 1 1— 3¢
<esl<(2n+3)ee -<2n+3<e--3<2n& <
2n+3 € € 2¢

21. Comparer l'expression de la question précédente avec celle de la question 3. On pourra utiliser le
théoreme des croissances comparées quand € — 0.

n(l n(:
» Dans la partie 1, on a n > lln(é)) Comparonslgf’6 a lln((g))

ces expressions ne s’annule pas pour € assez petit. On a :

, lorsque € tend vers 0. On constate que

ln(%)

1 1
n(2) 2In(2) 21n(4)
15536 = ln(g)% ~es0 m car 1 — 3€ ~._o 1.

1
= 0. Donc lim,_,g+ ln(f) = 0. Il en résulte que le quotient

€

Or : limH0+% = 400 et lim, In(z)

1
initial a pour limite 0. Donc 11?1((;)) est négligeable devant en 0. Cela signifie qu’il faut “beaucoup”
moins d’itérations dans l’algorithme de dichotomie. Autrement dit celui-ci semble plus efficace que

ce nouvel algorithme.

1—3e

Partie 4 - Formule d’Euler du type de Machin
Corrigé de V. Vong

Un inconvénient majeur de la méthode présentée dans la partie précédente est son <«inefficacités par
rapport aux méthodes présentées dans les deux premiéres parties. Cette partie propose d’exploiter quelques
propriétés de la fonction arctan pour améliorer l'efficacité de la méthode précédente.
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22. Pour cette question, on fixe y € R et on pose

x
h : x — arctan(z) + arctan(y) — arctan ( Ty ) :
1—ay
(a) Discuter du cas y = 0. On supposera y # 0 pour les questions suivantes.
» Si y = 0. Dans ce cas, arctan(y) = 0 et on a bien :

Vo € R, arctan(x) = arctan(z).

(b) Déterminer l’ensemble de définition de h et justifier que h est de classe C* sur cet ensemble.

» La fonction h est définie si et seulement si 1 — zy # 0. Comme y # 0, elle est donc définie
surR\{i}. La fonction hy : x +— f”jé est C™ sur R\{i} car quotient de deux polynomes dont le
dénominateur ne s’annule pas sur cet ensemble. Comme arctan est C'* sur R, on en déduit par

composition que arctan ohy est C™ sur R\{i} Donc la fonction h est de classe C*° sur R\{%}

comme combinaison linéaire de fonctions C* sur R\{i}
(c) Calculer la dérivée de h.

» On a : ,
1 1 1 14y
Vo # — B (x) = —
T # y (CL‘) 1 4 22 14_(196:;@2)2 (1_$y)2
Donc : ( 2 )
1 1 1—ay 14y
Vo # — W (x) = -
L A e R (e ERR Frn Y (g
Donc : | | . )
ty
Vo £ = B (@) = -
:E#y’ (z) 1+22 1-—2zy+ 22y? + 22 + 22y
Donc : )
1 1 14y
Vo #£ — h'(z) = -
TR e (e e
D’ou : . ) 1
Vo < = h'(z) = — = 0.
v Y’ (z) 1+22 1+ 22

(d) En déduire que pour tout (z,y) € R? tel que xy < 1, on a :

arctan(z) + arctan(y) = arctan (fjfy) :
» La fonction A’ est nulle surR\{%}. Par conséquent h est constante sur les intervalles suivants :
] — o0, i[ et ]é, +o0].
— Cas 1 :y > 0. Donc 0 €] — 0, i[ Or h(0) = 0 et h est constante sur cet intervalle. Par
conséquent h = 0 sur | — oo, %}[ Autrement dit :

:E—i—y)
_l’y'

1
Va €] — oo, —[, arctan(x) + arctan(y) = arctan(

— Cas 2 : y < 0. Donc 0 G]i,—i—oo[. Or h(0) = 0 et h est constante sur cet intervalle. Par
conséquent h = 0 sur ]i, +oo[. Autrement dit :

Tr+y

).

1
Vz €]—, +oo[, arctan(x) + arctan(y) = arctan(
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Soit (z,y) € R%. Constatons que 'on a :
1 1
ry<le(r<-—ety>0)ou(r>—ety<0)ou(y=0)
) )

Pour chacun des trois cas, on a vu que la fonction h est nulle. En résumé, on a pour tout
(z,y) € R? avec zy < 1 :

arctan(x) + arctan(y) = arctan (f Ty ) :

(e) Que se passe-t-il pour (x,y) € R? tel que xy > 17
» Supposons que zy > 1. Dans ce cas y # 0 et cela revient a regarder la fonction h sur
I'intervalle | — oo, i[ siy <0 et sur ]i,%—oo[ siy > 0.
— Cas 1:y > 0. On sait que h est constante sur ]%}, +o00[. Notons celle-ci ¢. On a: lim, 1o h(z) =

c. Or lim,_, o arctan(z) = J et lzj;; ~ s too _71 Donc lim, 4o f_zyy

= _71 Donc : lim,_,, , arctan
arctan(_?l). D’ou :

s — ™ 1
c=3 + arctan(y) — arctan(—) = 5 + arctan(y) + arctan(—).
] )

Or, en faisant tendre x vers i avec T < i dans I'égalité de 22.(d), on constate que arctan(y)+

arctan(i) = 7. Donc : c = .
— Cas 2 : y < 0. On sait que h est constante sur | — oo,i[ Notons celle-ci d. On a :
lim, , o h(x) = d. Or lim,_,_ arctan(z) = 5" et fjvyy oo _71 Donc lim,_,_ o ffgg’; =

Tty
l—xy

) = arctan(=*). D’ou :

’71. Donc : lim,_,_, arctan( =t

- B — 1
c=— + arctan(y) — arctan(—) = 5 + arctan(y) + arctan(—).
Y )

Or, en faisant tendre x vers 111 avec r < i dans I'égalité de 22.(d), on constate que arctan(y)+
arctan(l) = =F. Donc : d = —7.
Y 2
En résumé :

— Sixy > 1 et x,y positifs, alors :

arctan(z) + arctan(y) — arctan (137 ik’ > =T.

— Si zy > 1 et x,y négatifs, alors :

arctan(z) + arctan(y) — arctan (f ty ) = —T.

23. Démontrer la formule d’Fuler du type de Machin :

T ¢ 1 . ; 1
— = arctan | = rctan | = | .
1 arcta 5 arcta 5

» On pose a = % et b= % On a bien : ab < 1. Donc d’aprés la question 22, on a :

a—l—b)
1—ab”

arctan(a) + arctan(b) = arctan(

1 1
arctan(i) + arctan(g) = arctan(l) = %
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24. A laide du résultat de la question 17(c), démontrer que

. 1 243
Vo € {—57 5} , Vn €N, larctan(z) — P, (7)] < (5) :

» Soit z € [_71, %] D’aprés la question 17.c, on sait que :

x2n+3

(2n + 3)(1 + ?)

|arctan(x)-—.Fg<x)|::‘

Comme [z| < 5 en en déduit que 223 < (3)*"*?. De plus, 5tz < 1et 7z <1 Do :

x2n+3

12n3
‘@n+$u+@) Sl

2

Autrement dit : )
|arctan(z) — P,(z)] < (5)2”3

25. Déduire des résultats précédents que

- 1 1 1\ 27+2
4 N —-—P,|=|-PFP, (=) <|= )
ven [f-n3)-n(5)|< )
» Soit n € N. On a :
s 1 1 1 1 1 1
——P,(=)— P, (=)= — =) —P,(=) — P,(=
En appliquant I'inégalité triangulaire, on en déduit que
T 1 1 1 1 1 1
——P,(=)—PF,(=2)| < —)— P,(= —-)— P,(=
13— Pal5) = Pu(3)| < Jarctan(3) — Po(3)| + |arctan(z) — Pa(3)]

Or % et % sont dans l'intervalle [—%, %] Donc en appliquant I'inégalité précédente, on en déduit que

2= Pl < 25 = (3

T
‘__Pn(
4 2 2

26. (Info.) L’inégalité précédente permet d’obtenir une approxvimation de § a n’importe quelle précision.
Ecrire en Python la fonction euler (epsilon) qui prend en argument un réel epsilon = ¢ > 0 et

qui retourne la valeur de P,(3) + P,(3) ot n est le premier entier tel que (%)%H < €. On pourra
utiliser la fonction arctanApprox(x,n) de la question 15 qui retourne la valeur de P,(x).
>
def euler(epsilon)
n=0
while (1/2)**%(2*n+2) > epsilon :
n=n+1

return arctanApprox(1/2,n)+arctanApprox(1/3,n)

27. Etant donnée une précision epsilon = ¢ > 0, montrer que l’algorithme précédent choisit pour valeur
de n un entier supérieur a une expression que l’on déterminera en fonction de €. Comparer cette
expression avec celle de la question 3. On pourra utiliser un équivalent quand ¢ — 0.
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» On constate que 'on cherche le premier entier n tel que :

(%)2n+2 < €
(2n +2)In(1) <In(e)
(2n+2)In(2) > In()
& 2n > 112((;1)) -2
&n > () _

[\
—_
=}
—~
N
~

Comparons les deux expressions. En effectuant le quotient, on a :

ln(%) ln(%)
Sm(e) | 2In(2) 1

m()/m2) W)/ n@) 2

Donc le n correspondant a dichotomie est deux fois plus grand que le n correspondant & Euler. Il
en résulte que l'algorithme de dichotomie est deux fois moins efficace que 'algorithme Euler.

Exercice
On note C = (e_f, e_2>, e_g, e_4>) la base canonique de R* et on considére les sous-ensembles de R* suivants :
T =A+2u B
po YT VR o W x;y—_:szi;:g
") z2=2 +pu+3v s ' y IS
3r—y—1t=20

t=A+p+v

1. Justifier que V et W sont des sous-espaces vectoriels de R,

» Le sous-ensemble V' est décrit par une représentation paramétrique qu’on peut aussi écrire de la
facon suivante :

V= {(A 421,204+ 2u+ 20,22 + p+ 3v, A+ p+v) | (A, p,v) € R}
= {M1,2,2,1) +p(2,2,1,1) +(0,2,3,1) | (A, p,v) € R}
- Vect((l, 2,2,1),(2,2,1,1), (0,2, 3, 1)).

En particulier, |V est un sous-espace vectoriel de R* |,

Le sous-ensemble W est décrit par une représentation cartésienne qu’on peut aussi écrire de la fagon

suivante :
{a:y,zt R4|x+y—22—|—t:0et2y—3z+2t=0et3x— —t:O}
:{xy,zt€R4|x+y—22+t—0}ﬂ{xy,zt)€R4|2y 3z +2t =0}
ﬁ{x,y,z,t)ER4|3x— —t—O}.

On reconnait I'intersection de trois hyperplans de R*, donc | W est un sous-espace vectoriel de R* |.

On peut Pgalﬁmefnf 1/7‘7’[7’5()7“ la définition d’un 901/9 espace vectoriel en montrant
que 0 €V et ayvi + asvs € V pour tout (01, U5 ) € V2 et tout (ay,ay) € R?
(et de méme pour W) mais c’est plus long que la méthode rédigée ici.

2. Déterminer une base (vl, vg) de V.
» On a vu a la question précédente que

V= Vect<(1, 2,2,1),(2,2,1,1),(0,2,3, 1))
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donc la famille ((1,2,2,1),(2,2,1,1),(0,2,3,1)) est génératrice de V. De plus, on a :

rang<(1,2,2,1),(2,2,1,1),(0,2,3,1)) — rang (Matc 1 2,2,1), (2 2,1,1),(0,2,3,1)))

120 1 20

— rang 222 — rang 0-22 Lo <+ Ly —214
213 0—-33 )| Ly« L3—2L,
111 0-11) Ly L, — L,
120

rang | 022
000 L3<—L3——L2
000 L4<—L4——L2

=2

donc la famille ((1,2,2,1),(2,2,1,1), (0,2, 3,1)) est liée. De plus, ce calcul de rang permet également
de montrer que le systéme linéaire \(1,2,2,1) + ©(2,2,1,1) +v(0,2,3,1) = (0,0,0,0) est de rang 2
avec deux équations auxiliaires compatibles et une inconnue auxiliaire. Il admet donc une infinité
de solutions qui s’expriment en fonction de I'inconnue auxiliaire ¥ = s vue comme un paramétre :

A+2u=0 A= —2u=—2s
—2u+2vr=0,seR< =v=s ,s €R.
v=s: v=-s

En particulier, on obtient pour s =1 :

—2(1,2,2,1) 4 (2,2,1,1) + (0,2,3,1) = (0,0,0,0) donc (0,2,3,1) =2(1,2,2,1) — (2,2,1,1).

On aurait aussi pu remarquer cette relation sans calculer le rang. Mais ce calcul
aurait permis de conclure si on avait obtenu un rang égal a 3. De plus, on peut
réutiliser ce calcul pour justifier que la famille ((1,2,2,1),(2,2,1,1) est libre
(voir ci-dessous).

On en déduit que
V= Vect((1, 2,2,1),(2,2,1,1),(0,2,3, 1)) — Vect<(1, 2,2,1),(2,2,1, 1))

donc la famille ((1,2,2,1),(2,2,1,1)) est génératrice de V. Et en reprenant le calcul du rang pré-
cédent, on obtient :

rang((l, 2,2,1), (2,21, 1)) — dim (vect((1, 2,2,1),(2,2,1, 1)))
— dim (Vect((l, 2,2,1),(2,2,1,1),(0,2,3, 1)))

- rang<(1, 2,2,1),(2,2,1,1), (0,2, 3, 1)) —2

donc la famille ((1,2,2,1),(2,2,1,1)) est libre.

Finalement, |la famille (vl,v_g) ((1, 2,2,1),(2,2,1, 1)) est une base de V'|.

On peut bien sir obtenir d’autres bases avec des mm‘hodee différentes. Par
exemple : on commence par choisir un premier vecteur v; € VA{ 0}, on observe
alors que U7 nlest pas générateur de V', puis on compléte avec un deuzieme vec-
teur v3 € V\ {0} non colinéaire o v} (donc (03,03) forme une famille libre),
on observe alors que ces deuz vecteurs sont générateurs de V.
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3. Déterminer une base (w5, wy) de W.

» On a :
i
Tty —224t=0 11 -2 1 0
W:d 2y—3:42=0<02 —3 2 Z: 0
30 —y—1=0 310 —1 . 0
11 -21 v 0
=102 -3 2 Z — (o
0—-4 6 —4 " 0 L3+ L3 — 3L,
11-21 . 0
= l02-32 g —|o .
00 0 0 . 0/ Ly Ls+2L,

On obtient un systéme linéaire de rang 2 avec une équation auxiliaire compatible et deux inconnues
auxiliaires. Il admet donc une infinité de solutions qui s’expriment en fonction des deux inconnues
auxiliaires z = s1 et t = s9 vues comme des paramétres :

($+y:22—t:281—82
2y = 3z — 2t = -2
W y 32 351 52 ,(81, 82) S R2
zZ =851
L t:82
($:g2$1—32)—(231—32):%31 L1<—L1—%L2
_ 34 Ly L
o Y =351 — 82 2 < 5l ’(81782>€R2'
zZ =851
\t:SQ

Le sous-espace vectoriel W est maintenant décrit par une représentation paramétrique qu’on peut
aussi écrire de la fagon suivante :

1 3
W = {(581, 581 — 82781,82) | (s1,82) € RQ}

13

13
= - =1 —-1,0,1
veCt ((27 27 70) 7(0? ?07 ))

- Vect<(1,3,2,0), (0,-1,0, 1)).
Donc la famille ((1,3,2,0),(0,—1,0,1)) est génératrice de W. De plus, on a :

rang((l, 3,2,0), (0, 1,0, 1)) — rang (Matc((l, 3,2,0), (0, 1,0, 1)))

10 10
—ra 3 —1 —ra 0-—1 L2<—L2—3L1
sl o o | T 0 0 | Ly Ly 2L,
01 01
10
0-—-1
= rang 0 0
00 L4<—L4—|—L2
—2
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donc la famille ((1,3,2,0),(0,—1,0,1)) est libre.

Finalement,

la famille (

173,@) = ((1, 3,2,0),(0,-1,0, 1)> est une base de W |.

mentaires sur les lignes différentes.

De méme que la question précédente, on peut obtenir d’autres bases avec des
méthodes différentes ou avec la méme méthode mais avec des opérations élé-

4. Déterminer le rang de la famille (v_1>7 e @,@), Est-elle libre ? Est-elle génératrice de R* 2

» On a :
FM%<HT@J@JX)=rw%<MmcG$5?@3@D>

121 0 12 1 0

o l2es i) f0=2 1 <1 Ly Ly —2L

TSl 919 0 | T8 03 0 0 | Ly« Ls— 2L,
110 1 0-1-1 1) Ly« L,— L,
12 1 0
0-1-11 | Ly L,

—rEl g _3 0 0
0-21 1 L4<—>L2
12 1 0

e 0111

“Ne N 00 3 -3 | Ly« Ly 3L,
00 3 —3/) Ly« Ly—2L,
12 1 0
0-1-1 1

—rel g 0 3 -3
00 0 0 ) Ly Ly—Lsg

= 3.

la famille (11_1), v_g, 17%,274) est de rang 3| Puisque c’est une famille de 4 vecteurs,

Par conséquent,

elle n’est pas génératrice de R*|.

elle n’est pas libre ‘ Et puisque R* est de dimension 4,

5. Extraire de la famille (’U_1>, v_g,@,@) une base de F' = Vect (271, 175,@,@).
» On considére le systéme linéaire suivant :

121 0 A 0

- 2923 -1 A 0
MW+&@+&@+M@:0¢>2120 Q o
110 1 Ay 0

On reconnait la matrice Matc(?l, v_2>, w5, Ei) qu’on a échelonné a la question précédente. Par consé-
quent, ce systéeme linéaire est de rang 3 avec une équation auxiliaire compatible et une inconnue
auxiliaire. Il admet donc une infinité de solutions qui s’expriment en fonction de I'inconnue auxiliaire
As. En particulier, en fixant le paramétre Ay = 1, on obtient une relation ﬂ = —)\w—f — )\21)—5 — /\3@73> )
On en déduit que

F = Vect (Uf, 175,17;1,,@) = Vect <U_1>, @,@)

donc la famille (v_f, 172), @) est génératrice de F'. Et en reprenant le calcul du rang de la question

précédente, on obtient :
rang(l}_f, s, 173) = dim (Vect (v_f, s, 173>>>

— — == > —
7w4>> = rang(”la V2, W3, U)4>

=0

= dim (Vect (v_1>, '172),
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donc la famille (vf, v3, w3) est libre.

Finalement, |la famille (v_1>, 03, 17%) est une base de I'|.

Question astucieuse qui peut se faire sans aucun calcul, seulement en exploitant
le calcul du rang de la question précédente. Il est inutile de perdre du temps a
déterminer les coefficients (A1, A2, A3) qui permettent d’écrire w; comme combi-
naison linéaire des autres vecteurs puisque ce n’est pas demandé.

— — —
6. On considere les vecteurs f; = (1,0,—1,0), f = (0,—1,0,1) et f3 = (1,1,1,1).
— =
Montrer que la famille (fl, fy, f3) est une base de F'.

> D’a_>prés le_>résultat de la question précédente, F' est de dimension 3. Il suffit donc de démontrer
que (fy, fy, f3) est une famille libre de F'.

- = —
Il est également suffisant de démontrer que (f1, fy, f3) est une famille généra-
trice de F, c’est-a-dire que F' = Vect(fy, fay, f3). Pour cela, soit on raisonne par

double inclusion soit on montre une seule inclusion et [’égalité des dimensions.

On a
T - = =
rang(fl, fy, f3> = rang (Mat(;(fl, fy, f3>)
1 01 101
~ ran 0 —11 ~ ran 0-11
sl 01| T8 00 2| Ly Lyt I
0 11 002/ Ly+ Ly+ Lo
101
B 0-11
“TEE g 0 2
000 L4<—L4—L3
=3
donc la famille (f;, fa, f3) est libre. Pour montrer que chaque vecteur de cette famille appartient a

F', on commence par déterminer une représentation cartésienne de F'. On a d’aprés le résultat de
la question précédente :

F = Vect (51)7 U—2>7U73>> = {/\lv_l) + A2/0—2> + )\3@ | (>\17 >\27 )\3) € R?)}
= {M(1,2,2,1) + X2(2,2,1,1) + A3(1,3,2,0) | (A1, Ao, A3) € R?}

d’oll une représentation paramétrique de F' qu’on transforme en représentation cartésienne :

(JI:A1—|—2/\2+/\3
. y:2)\1+2)\2+3/\3 3
I 2 =2X\ 4+ A+ 2 (A1, 20, 43) €R
\t:)\l_'_)\Q
(2 =(t— D) +2X+ A3 =t+ X+ N3
y = 2(t — Xa) +2Xa + 3X3 = 2t + 3\3 3
‘:’ z:2(t—)\2)+)\2+2)\3:2t—)\2+2)\3’<>‘1’>‘2’>‘3>€R
(M =t— X\
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r=t+(—2+2t+2X3) + A3 = —2+ 3t + 3)3
= y = 2t + 3)3 ,(/\2,/\3) e R?
Ay = —2 + 2t + 2)3

— 2t
x——z+3t+3<yT> =y—z+t
y—2t

3
Sr—y+z2—-1=0.

s R
)\3:

On peut aussi remarquer que F est un hyperplan de R* car dim(F) = 3 d’apres
le résultat de la question précédente, il suffit donc de chercher une représentation
cartésienne de F' de la forme ax + by + cz + dt = 0.

En

articulier, on a :
—(1,0,~1,0)€ Fear 1 — 04 (~1) — 0 =0,
— fgj(O,—l,O,l)EFcarO—(—l)—i-O—l:O
— et f3 =(1,1,,1)ée Fcar1—-14+1—-1=0.

S

Finalement, (f;, fs, f3) est une famille libre de F'. Puisque dim(F) = 3 d’aprés le résultat de la
555
1,12, 13

Lelg

question précédente, on en déduit que |la famille ( ) est une base de F'|.

- = =
7. Montrer que la famille B = <f1, fy, f3, e_4>> est une base de R*.

= = =
» Puisque dim(R*) = 4, il suffit de démontrer que (f;, fy, f3, e_4>) est une famille libre. On a :

cans(%, . 1,21 = rane (ate (. 7.5, 20))

1 010 1010
. 0 —110 . 0-110
TRl 1010 T 00 20| Ly Ly + Ly
0 111 0 0 21) Ly« Ly+ Lo
1010
~ ran 0-110
—HEE g 0 20
0001 L4(—L4—L3
=4
e
donc la famille B = (f;, f, f3,€_4>) est libre. Puisque R* est de dimension 4,‘8 est une base de R*|.

8. Déterminer la matrice des coordonnées de la famille C dans la base B.
» Soit W = (x,y,z,t) = zer + yes + ze3 + tes € RY Les coordonnées de o dans la base
B=(fi,fs, f3, e_4>) de R* forment 1'unique solution du systéme linéaire suivant :

— — —
7:)\1f1 +)\2f2 +)\3f3 +)\4€_4>
1 010 Al
0 -110 A2
-1 010 A3
0 111 A4

+ N e 8
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x 1010 A

- y ~10-110 A2
2+ 100 20 A3 | Ls+ Ls+ Ly
t+y 0021 )\4 L4<—L4+L2
x 1010 A1
- —y 01 =10 [ A | L2 —Lo
Lz + 1) 1001 0| [ A | Ly 3L
(t+y) = (z+2) 000 1)\ Lo La = L
x—i(z+ ) 1000 A\ L1« Ly — L3
o "yralzta) | _ 0100 | A | Ly Lot Ly
%(z—l—x) 10010 A3
(t+y) —(z+2) 0001 A
(A = 32— 32
k)\4:_;15-|-y—z+t
Par conséquent :
1 1
151'—521
50— Y+ 352
Mat3(7> = Matz;((x,y,z,t)) - ’ %mi%;
—r4+y—z+t

Faire ce calcul pour un vecteur U = (x,y,2,t) € R* quelconque permet de ne
pas avoir & refaire quatre fois le méme calcul pour chaque vecteur de C.

En remplacant U = (x,y, z,t) par les coordonnées des vecteurs de la base canonique on obtient :

1/2 0
N 1/2 N 1
Mat3<el> - Mat3<(1,0,0,0)> =1 Mat3<eg> - Mat5<(0,1,0,0)> -1
-1 1
—1/2 0
. 1/2 N 0
Mat3<63> _ Matg((0,0, 1,0)) = s | Matg(e4> _ Matg(((), 0,0, 1)) =1,
-1 1
et finalement :

1/2 0 —1/20

_ — = = = 1/2-11/2 0

Matp (C> = Matg ((61, €3, €3, 64)> 12 0 1/2 0

11 -1 1

— e
9. Montrer que pour chaque U € RY, il existe un unique couple (f,7) € F xR tel que U =1 +71e;.

» Soit ¥ € R*.

- = =
Existence. Puisque la famille B = (fj, f3, f3,€—4>)

est une base de R*, il existe une unique liste

de coordonnées (A1, A2, A3, \s) € R?* telle que U = )\1f—1> + )\zf—; + )\3f—3> + Mer. On pose ? =

=T

— — - — - = =
M+ Aefy + As3fs et 7= Ay Alors f € Vect(fy, fo, f3) = F car (f;, fa, f3) est une base de F et

f + 7'6_4> = Alf_f + /\2f—2> + )\3f—3> + /\46_4> — 7. Tl existe donc bien un couple (

%
U= f —|—T€_4>.

%
f,7) € F xR tel que

%
Unicité. On suppose qu’il existe deux couples (f,7) € F' x R et (?,7”) € F xR tels que ¥ =
= = = =
f +7e; = t/ +7/¢;. Puisque la famille (f1, fa, f3) est une base de F, il existe deux uniques listes
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de coordcil)nees (_)>\1,)\2,)\3) € R? et ()\’1,)\’2,)3) € RS telles s que = )\1_f>1 + )ng +i§f3 et ?
A f1 + A, s + A5 f3 . Par conséquent : U = A1+ As fg_—)i—)\gfg +Te4 =N i + A5 6 + N f5 +77 64 Par
unicité des coordonnées de « dans la base B = (f1, fa, f3, 64) on en dedmt que A\; = A}, Ay = A,
) - = I =S
A3 =N, et7=7"En partlcuher on obtient que f = A\ f] +Aa3fy + A3 f3 =N + A6+ = f

et T =1/, cest—a—dlre(f )= (f",71).

_>
Conclusion. Par conséquent, | pour tout @ € R, il existe un unique couple (f,7) € F xR tel que

%
U="f +71e;

Question facile et qui ne nécessite aucun calcul si on maitrise parfaitement son
cours sur [’espace vectoriel K™. On peut également exploiter le calcul effectué a
la question 8 qui démontre que pour tout U = (z,9,2,t) € RY, Dunique solution
de Uéquation U = ? +7e; dinconnue (f,7)e F xR est

?*1 ! f—>+1 —i—l f—>+1+1 f_>t* + +t
=3¢ g%) htlgr—y+gz) ht(getgr )l el =—rty—2+L
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DS n°9 de mathématiques

durée : 3 heures

Probléme 1
On fixe pour tout le probléme une application linéaire f € L(K",K?) ou (n,p) € N? et K désigne R ou C.
Le but de ce probléme est de démontrer le théoréme du rang, c’est-a-dire : n = dim(Ker(f)) + rang(f).
— — —
1. On note ¢ = dim(Im(f)) et on considére une base (A1, As, ..., A;) de Im(f). R
Montrer que pour chaque ¢ € [1,1], il existe un vecteur a; € K" tel que f(@)) = Ay

— = —
2. On note k = dim(Ker(f)) et on considére ungbase (b1, bo,..., by) de Ker(f).
%
Montrer que pour chaque ¢ € [1,k], on a f(b;) = 0.
: : — — — 77 7 77
Pour les questions suivantes on pose B = (ai, a3, ..., ai, by, by, ..., by).
3. Pour cette question, on fixe (a1, o, ..., ;) € Kl et (81, B, ..., Bk) € K tels que

i k

- =
Zaﬁ@)—l-Zﬁebe = 0.
/=1 =1

(a) Montrer que 3°)_, agf_lz - 7.
(b) En déduire que oy =g =--- =a; =0 puis que 51 = o = --- = [, = 0.
(¢) Que peut-on en déduire pour la famille B7
4. Pour cette question, on fixe 7 e Kn,
(a) Montrer qu'il existe (ay, g, ..., ;) € K tel que f(77) = 30_, agzg.
(b) On pose @ = 3_,_, apay et T =% — @. Montrer que T e Ker(f).
(c) En déduire qu’il existe (81, Bs, ..., Br) € KF tel que

i k
T = Zaz@—l—z&ge)-
/=1 /=1

(d) Que peut-on en déduire pour la famille B?
5. Conclure.

6. (Exemple.) Pour cette question, on considére 1'application suivante :
R >R (1,y,2) = 20—y, —2+2y—2,3c -3y +z,0+y—2).

(a) Justifier que f est linéaire.

(b) Déterminer les entiers (i, k) € N? définis aux questions 1 et 2 pour cet exemple.

— — — — —
(¢) Déterminer des familles (A, Ay, ..., A;), (a_f, a3, ..., Ef) et (by, by,..., by) vérifiant les condi-
tions des questions 1 et 2 pour cet exemple.
- : — — — 77 7 . 3
(d) Vérifiez que la famille B = (ai, a3,..., a;, by, by, ..., by) obtenue est bien une base de R”.
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Probléme 2

Le but de ce probléme est d’étudier la fonction réelle suivante :

m/ dt
9 ., In(t)

1. (Etude globale.)
(a) Justifier que g est bien définie sur D, =]0, 1{U]1, 4+-o0.
(b) Montrer que g est positive sur D,.
(c) Justifier que g est dérivable sur D, et exprimer sa dérivée en tout point de D,.
(d) Montrer que g est de classe C* sur D,.
(e) Etudier les variations de g sur D, (les limites aux bornes de chaque intervalle de D, ne sont pas
demandées pour cette question).
2. (Etude au voisinage de 0.)
(a) Montrer que :
x(x—1) z(x —1)
g a4
21In(x) 9() < In(z)
(b) En déduire que g se prolonge par continuité en 0 et préciser la valeur de ce prolongement en 0.
Pour la suite, on note encore g le prolongement continu de ¢ en 0.

vz €]0,1],

(c) Montrer que g est dérivable a droite en 0 et préciser ¢'(0).
(d) Que peut-on dire de la tangente en 0 & la courbe représentative de g7
3. (Etude au voisinage de 1.)

(a) Déterminer le développement limité a 'ordre 1 de m ] quand t — 1.
(b) En déduire qu’il existe n €]0, 1] tel que :
SR 1’
el —m1+np1y, 1R ; t_l‘l 2l <.

(¢) Montrer que :

vee |V n /I \ (1, ‘g(x) (1 +2) - %x(w _ 1)‘ < %x(w+2)(x— )2,

(d) En déduire que g se prolonge par continuité en 1 et préciser la valeur de ce prolongement en 1.
Pour la suite, on note encore g le prolongement continu de g en 1.

(e) Montrer que :

Vo 6]\/?’ M[\‘UL ‘g@l__lﬁ@) _ In(1 +z) —In(2) _ %x

r—1

< zz(z+2)|x—1].

DN | —

(f) En déduire que g est dérivable en 1 et préciser ¢'(1).
—1
siz # 1etg(l)si

In(x)

(g) Justifier que g est une primitive de la fonction qui & x > 0 associe

x = 1. En déduire le développement limité a ’ordre 2 de g en 1.
(h) Etudier, au voisinage de 1, la position relative de la courbe représentative de ¢ par rapport a sa
tangente en 1.
4. (Etude au voisinage de +00.)

(a) Montrer que :
x(x—1) x(x—1)
1, ——=< < —FF.
ve>1, 21In(x) 9(x) In(x)
(b) En déduire la limite de g en 4o0.

c¢) Démontrer que la courbe représentative de g n’admet pas de droite asymptote en +oo.
g Y
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Corrigé du DS n°9 de mathématiques

Probléme 1
On fize pour tout le probleme une application linéaire f € LK™, KP) ou (n,p) € N? et K désigne R ou C.
Le but de ce probleme est de démontrer le théoréme du mng, c’est-a-dire : n = dim(Ker(f)) + rang(f).

1. On note i = dim(Im(f)) et on considére une base (Al,AQ, . ,Ai) de Im(f).
Montrer que pour chaque { € [1,i]], il existe un vecteur a; € K" tel que f(a?) = Ay.
— = —
» Soit £ € [1,1]. Puisque (A, As, ..., A;) forme une base de Im(f), on a en particulier :

A, e Tm(f) = {f (T) [T €K"}.

%
On en déduit bien que |pour tout ¢ € [1,1], il existe un vecteur a; € K" tel que f(EE) = Ay

Il s’agit d’une question de cours. Il suffit donc de rappeler la définition de Im(f).

= = —
2. On note k = dim(Ker(f)) et on considére une base (by, ba,..., b)) de Ker(f).
Montrer que pour chaque £ € [1,k], on a f(by) = 0.
- = —
» Soit ¢ € [1, k]. Puisque (b, by, ..., bg) forme une base de Ker(f), on a en particulier :

b € Ker(f) = {?eKn\f(?):ﬁ}.

On en déduit bien que |pour tout ¢ € [1, k], f(gg) -

De méme, il suffit de rappeler la définition du cours de Ker(f).

_ , — = —
Pour les questions suivantes on pose B = (a_1>, a_g, e Ef, bi, ba, ..., by).

3. Pour cette question, on fire (a1, o, ..., q;) € K et (b1, Ba, ..., Bk) € KF tels que

i k

— =
> aga;+ ) Bibe =0
(=1 /=1

L
a) Montrer que >, . oAy = 0.
(a) q =1

» Puisque f est une application linéaire, on a :

6) (Z avay + Z Be bg) (d’aprés 'hypothése de I’énoncé)

= ZOégf @) )+ Zﬁg f ( ) (par linéarité)

Lo —
= Z oAy + Z B0  (d’apres les résultats des questions 1 et 2)
=

i

— io{ez—kﬁ = ZO‘WKZ‘
/=1 (=1

Ainsi, on a bien | >, a4y = 0 |
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(b) En déduire que oy = g = -+ = a; = 0 puis que 1 = B = -+ = B = 0.

— = —
» La famille (A3, As, ..., A;) forme une base de Im(f) d’aprés I’énoncé. En particulier, elle est
libre. On en déduit d’apres le résultat précédent et la définition d’une famille libre que :

‘0612042:"'2041':0‘.

En remplacant ces valeurs dans I’hypothése de I’énoncé, on obtient :

k
Z oy az—i-ZBebz = 0 +Zﬂebe Zﬁea.
=1

—
Or la famille (by, by, ..., by) forme une base de Ker(f). En particulier, elle est libre. On en

déduit que :

‘512522'“:%:0‘-

(c) Que peut-on en déduire pour la famille B ¢
» Nous venons de démontrer que si la combinaison linéaire

i k
— — — —
ZW@"‘Z@W :Oéla_1>+042(1_2>+"'+041'5¢>+51b1 + Boby + -+ Biby

est égale au vecteur nul alors tous les scalaires ay, o, ..., a;, B, B2, ..., Br sont nuls. Puisque

ceci est vrai pour toute famille de scalaires (aq, g, ..., q;, B1, B, ..., Bk) € K% on en déduit
= = _

que |la famille B = (al,a_2>, o al by, by, br) est libre |.

4. Pour cette question, on fixe 7 e K"
(a) Montrer qu’il existe (o, a, ..., ;) € K tel que f(T) = S0, Ay,

» Par définition de Im(f), on a f(7) € Im(f). Or la famille (z,z, . ,Z) forme une base
de Im(f). En particulier, elle est génératrice de Im(f). On en déduit d’aprés la définition d’une

famille génératrice qu’/il existe (ay, ao, ..., a;) € K tel que f(?) =, A

- . .
Puisque (Al, Az. .., Ay) est une base de Tm(f), les scalaires (aq, ag, ..., q;)
sont les coordonnées de ]‘(7) dans cette base (ils sont en particulier uniques).

: - —
(b) On pose @ = Yot ogap et b =20 —d. Montrer que b € Ker(f).
» Puisque f est une application linéaire, on a :

FB) = (? @) = f(7) - f(d) (par linéarité)

= E agAg ( E ay Clg) (d’aprés le résultat de la question 4(a) et la définition de @)
- Z — C
= 5 Ay — E ap f(a;) (par linéarité)
—

R —
= Z oAy — Z agAy  (d’apres le résultat de la question 1)

Ainsi | B € Ker(f) | par définition de Ker(f).
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(c) En déduire qu’il existe (By, Ba, ..., Brx) € KF tel que
i oo
T = Zaz@) +Zﬁebe-
=1 =1

— = —
» La famille (b1, b, ..., by) forme une base de Ker(f). En particulier, elle est génératrice de
Ker(f). On en déduit d’aprés le résultat précédent et la définition d’une famille génératrice qu’il

— =
existe (B1, Ba, ..., Be) € KF tel que b = Z];:l Beb, . Par conséquent, on a bien :

i k
- —
?:7—}— b ZZOQ@—FZﬁgbg .
=1 (=1

De méme que pour la questioz4(u}, les :calaires (B1, B2y ..., Pr) sont les coor-
données de b dans la base (by, by, ..., by) de Ker(f) (ils sont donc uniques).

(d) Que peut-on en déduire pour la famille B ¢
» Nous venons de démontrg que lgvecteur x peut s’écrire comme une combinaison linéaire des

vecteurs a_f,a_g},...,ﬁf,bl,bg,...,bk :

i k
— — — —
?:ZO(@EZ—FZﬁgbZ 204151)4‘062(1_5—"“'4‘0@5;4‘6161 +52b2++ﬁkbk
/=1 /=1

Puisque ceci est vrai pour tout vecteur x € K", on en déduit que |la famille B = (a_1>, as,...,al,
i — =
bi, ba,..., b) est génératrice de K" |.
5. Conclure. N -
» D’aprés les résultats des questions 3 et 4, la famille B = (a_f, a5, ..., al, by, by, ..., br) est une

base de K". Puisque cette famille contient ¢ + k vecteurs, on obtient que i + k£ = dim(K") = n. Or
on a par définition ¢ = dim(Im(f)) = rang(f) et k& = dim(Ker(f)). On a donc bien démontré le
théoréme du rang :

n = dim(Ker(f)) + rang(f) |

6. (Exemple.) Pour cette question, on considére l'application suivante :
R >R (1,y,2) = 20—y, —2+2y—2,3c -3y +z,2+y—2).

(a) Justifier que f est linéaire.
» Soient (A, o) € R2, 4] = (21,11, 21) € R? et uh = (29,10, 22) € R?. On a :

f<>\1u_>1 + >\2U_>2> =f </\1($1, Y1, 21) + Aa(x2, Yo, Z2)> = f<)\1$1 + AoTo, My1 + Aaye, A1z + )\222>

:(2()\1x1 + Aoa) — (M1 + Aay2),

— (Mx1 + Aama) + 2(Ay1 + Aayz) — (121 + Aaza),
3(Az1 4+ Aexa) — 3(Myn + Aaya) + (A121 + Aaza),

(M1 4+ Aoa) + (Myr + Aay) — (Mizg + AQZ?))

=<)\1(2$1 — 1) + A2(222 — 112),

M(—21 4 2y — 21) + Ao(—22 + 2y2 — 29),
M (3z1 — 3y1 + 21) + A2(322 — 3y2 + 22),

>\1($1 +uy — 2’1) + )\2(1‘2 + Y2 — ZQ))
=\ <2$1 — Y1, —T1 + 2y — 21,301 — 3y1 + 21,71 + Y1 — Zl)

+ A2 (233'2 — Y2, — T2 + 2Yp — 29,3%2 — Y2 + 22, T2 + Yo — 22>
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f</\1771) + >\2U_)2> = M f(@1,y1,21) + Ao f (22, Y2, 22) = Alf(u_)l) + /\2f<u_)2>-

Donc | f est une application linéaire de R? dans R*|.

(b) Déterminer les entiers (i, k) € N? définis auz questions 1 et 2 pour cet exemple.
» On note € et F les bases canoniques de R3 et R* respectivement. On a :

2 -1 0

-1 2 —1

Maté',]:(f)— 3 -3 1

1 1 -1

On a donc d’aprés la méthode du pivot de Gauss :

2 -1 0
-1 2 —1
rang(f) = rang(Mate #(f)) = rang 3 _3 1
1 1 -1

11 -1\ L, & L,

_ rang 0 3 =2 | Lo+ Lo+ Ly
0—-6 4 L3(-L3—3L4
0-3 2 Ly Ly —2L,
11-1

= rang 03 -2
00 0 L3 < L3+ 2Ly
00 O L4<—L4—|—L2

= 2.

On en déduit que ¢ = dim(Im(f)) = rang(f) = 2 et k = dim(Ker(f)) =n—rang(f) =3-2=1
d’aprés le théoréme du rang démontré a la question 5. Ainsi :

(1, k) = (2,1) |
(c) Déterminer des familles (z, /TQ, o ,Z:), (a_f, a3, ..., Ez) et (b_f, b_g, o b—;z) vérifiant les condi-

tions des questions 1 et 2 pour cet exemple.

— —
» Puisque i = 2 d’apreés le résultat précédent, on cherche une base (A;, A2) de Im(f). Or on a :

m(f) = {f() | ¥ R}
_ {(2x—y,—x—|—2y—z,3x—3y+z,x—|—y—z) | (2,9, 2) GR3}
_ {x(2,—1,3,1)+y(—1,2,—3,1) F2(0,-1,1,-1) | (2,9, 2) € R3}
:Vect<(2,—1,3, 1),(—1,2,—3,1),(0,—1,1,—1)).

Ainsi ((2,-1,3,1),(-1,2,-3,1),(0,—1,1,—1)) est une famille de trois vecteurs génératrice de
Im(f). En particulier ((2,—1,3,1),(—1,2,—3,1)) est une famille de deux vecteurs de Im(f).
Puisque ces deux vecteurs sont non colinéaires, cette famille est libre. Puisque dim(Im(f)) =
i = 2, on en déduit que cette famille libre de deux vecteurs de Im(f) forme une base de Im(f).
Il suffit donc de poser :

— —
Al =(2,-1,3,1) et Ay=(-1,2,-3,1)|

La réponse n’est bien str pas unique. Toute famille de deux vecteurs non

S . . -
colinéaires de Im(f) convient pour le choix de (Ay, As).
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— —
On cherche maintenant une famille (a1, a3) de R? telle que f(aj) = A; et f(a3) = A; d’aprés
la question 1. Or on a :

Y(z,y,2) €R®  f(z,y,2) =2(2,—1,3,1) +y(—1,2,-3,1) + 2 (0, 1,1, —1)
= .QfAl + yAQ + z (0, —1, 1, —1) .

Il suffit donc de poser :

ai = (1,0,0) et @ =(0,1,0)|

— —
De méme, la réponse n'est pas unique d’une part car le choix de (A, Ay)
n’est pas unique et d’autre part car l'application f n’est pas injective (puisque
. — — . L
dim(Ker(f)) = 1 # 0) donc Ay et Ay admettent plusieurs antécédents. Le
choiz précédent de (Ay, Ay) permet de répondre trés rapidement si on a bien

compris le cours. Un autre choix de (Ay, A2) entraine la résolution de deux
systemes linéaires : c¢’est correct mais plus long.

%
Enfin, puisque k£ = 1 d’apreés le résultat de la question précédente, on cherche une base (b

Ker(f). Or on a :

Ker(f) = {7@@3 | f(ﬁ):ﬁ}
={(z,y,2) €R® | 2z —y,—v+2y— 232 —3y+z,2+y—2)=(0,0,0,0)}

) de

ce qui entraine la résolution du systéme linéaire suivant écrit sous forme matricielle :

2 —1 0 0
—12 1| (") (o
3 -3 1 Y1 = o
1 1 —-1/) \? 0

En utilisant les mémes opérations sur les lignes qu’a la question 6(b), on obtient le systéme
linéaire équivalent suivant :

11-1 0
03 -2 o
00 0 1o
00 0 i 0

On a un systéme linéaire homogéne de quatre équations & trois inconnues de rang 2 avec deux
équations auxiliaires compatibles. I1 admet donc une infinité de solutions qu’on peut exprimer
en fonction d’un parameétre ¢ = z (car z est une inconnue auxiliaire) :

r+y—2=0 x:—y—l—z:—§t+t:%t
3y—22=0 ,teR<& yzéz:ét ,teR.
z=1 z=1

Par conséquent :
Ker(f) = {(2,9,2) = (3.36.0) =t (4, 2,1) |t € R} = Veet((4,2,1)).

Ainsi ((%, %, 1)) est une famille d’un seul vecteur génératrice de Ker(f). Puisque ce vecteur est

non nul, cette famille est libre et forme une base de Ker(f). Il suffit donc de poser :

1) |

Encore une fois, la réponse n’est bien str pas unique. Tout vecteur non nul

b = (

Wi

1
3

%
de Ker(f) convient pour le choiz de b .
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(d)

— — =
Vérifiez que la famille B = (a_1>, a_g, ce E,}? by, by,...,by) obtenue est bien une base de R>.

» D’aprés les résultats de la question précédente, on a dans la base canonique £ de R? :

101
— — 3

rang(B) = rang (a_1>, a_%, bl) = rang (Matg <a_1>, a_2>, b1>> =rang | 01 % = 3.
001

_>
Ainsi B = a_1>, a_%, b1> est une famille de trois vecteurs de R?® de rang 3. On en déduit bien que

B = <CL—1>, a5, b1> est une base de R?|.

Probléme 2

Le but de ce probléme est d’étudier la fonction réelle suivante :

.M/“’i
g . In(t)

1. (Etude globale.)

(a)

(b)

Justifier que g est bien définie sur D, =]0, 1{U]1, +o0.

» Soit x € D,.

1" cas : x €]0,1[. Alors 0 < 22 < x < 1. La fonction ¢ — 1/1In(t) est continue sur sur [z?, z]
comme quotient de fonctions usuelles continues dont le dénominateur ne s’annule pas (car In(t) =
0 < t = 1). En particulier, I'intégrale de ¢ — 1/1In(t) sur [#?, z] existe. Donc g(z) est bien définie

car
2

(2) /x dt /x dt

T) = — = —.

g . In(t) 2 In(?)

2¢ cas : & €|1,+00[. Alors 1 < z < x?. De méme, l'intégrale de ¢ — 1/1In(t) sur [z, 2?%] existe

comme intégrale d'un quotient de fonctions usuelles continues dont le dénominateur ne s’annule
pas. Donc g(x) est bien définie.

Conclusion : dans tous les cas, | g(z) est bien définie pour tout x € D, =0, 1{U]1, 400 |.

Montrer que g est positive sur D,.

» Soit x € D,.
1°" cas : x €]0,1[. Alors 0 < 22 < x < 1. Puisque In(t) < 0 pour tout ¢ €]0,1[, on a :

Vt € [2*, 7], —— > 0.
n

D’ou par linéarité et positivité de I'intégrale :
2
ode rodt r—1
W)Am@ Lmﬂém@/
2¢ cas : z €]1,+oo|. Alors 1 < x < 2. De méme, puisque In(¢) > 0 pour tout ¢ €]1, +o00[, on a :

2

1 T

Conclusion : dans tous les cas, | g(z) > 0 pour tout x € D, |.

, . . , T
Attention : les bornes doivent étre dans Uordre croissant (c’est-a-dire [ avec
a < b) lorsqu’on effectue une comparaison. La disjonction de cas est donc
nécessaire a cette question pour distinguer les cas v° < x et ¥ < 2.
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(c¢) Justifier que g est dérivable sur D, et exprimer sa dérivée en tout point de D,.
» Puisque la fonction ¢ — 1/1In(t) est continue sur D, =0, 1[U]1, +00[ comme quotient de fonc-
tions usuelles dont le dénominateur ne s’annule pas, elle admet des primitives sur cet ensemble
d’apreés le théoreme fondamental de I’analyse. On note F' une primitive de cette fonction sur D,

On a donc : - .
Ve eD, g(z) :/x h% - [F(t)r — F(2?) — F(2).

Ainsi | g est dérivable sur D, | comme différence et composée de fonctions dérivables sur D, (car
si x € D, =]0, 1[U]1, +o0[ alors z? € D,). De plus :

1 2 1 r—1
In(2?) In(z) 2In(z) In(z) |In(z)|

Ve €D, ¢(z)=22F(2°)—F'(z)=2x

Noubliez pas de préciser que x* € D, si x € D, pour justifier précisément
que la composée x + F(x?) est dérivable sur D,.

(d) Montrer que g est de classe C* sur D,.

» D’aprés le résultat de la question précédente, ¢’ est de classe C* sur D, comme quotient
de fonctions usuelles de classe C*> dont le dénominateur ne s’annule pas. On en déduit que
g est de classe C*° sur D, | comme primitive d'une fonction de classe C*°.

(e) Etudier les variations de g sur D, (les limites auz bornes de chaque intervalle de D, ne sont pas
demandées pour cette question).
» On a d’apres le principe de Lagrange sur chaque intervalle de D, :

T 0 1 +o0
r—1 - +
In(z) - +
g (x) + +
g9()

2. (Etude au voisinage de 0.)
(a) Montrer que :
z(z —1) x(z —1)

Va 6]07 1[7 m X g(I) X ln(a:)

» Soit z €]0,1[. Alors 0 < 2% < x < 1. Puisque t +— In(¢) est strictement croissante sur |0, +oo],

on a:
vt € [2%, 2], 2In(z) =In(2?) < In(t) < In(z) <In(1) =0
donc :
-1 < -1 < -1
2In(z) ~ In(t)  In(x)

car la fonction X +— —1/X est strictement croissante sur | — oo, 0[.

vt € [z, 2],

N’oubliez pas de préciser que tous les membres de la premiere ligne dinéga-
lités sont négatifs avant de composer par la fonction X — —1/X car cette
derniére n’est pas strictement croissante sur R* /!
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(b)

(d)

On en déduit par croissance de l'intégrale que :

1 [* -1 M| T—1 -1
— dt = dt < ——dt < dt
2 /xz In(x) /xz 21In(x) /xz In(t) /wz In(z)

zZ

e e e s e =r L - R

donc on obtient bien que :

Orona:

x(r —1) z(z—1)

Vo €]0,1}; 21In(z) <g(r) < In(x)

En déduire que g se prolonge par continuité en 0 et préciser la valeur de ce prolongement en 0.
Pour la suite, on note encore g le prolongement continu de g en 0.

» On a lim, ,ox(z — 1) =0 et lim, o+ In(z) = —oo. Par quotient de limites, on obtient donc :
-1 -1
T Gl B N ) Y
e—0t 2In(x)  z—ot In(z)

D’aprés le théoreme de la limite par encadrement, on déduit du résultat de la question précédente
que :
lim g(x) = 0.

z—07F

Ainsi | g se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) =0 |.

Montrer que g est dérivable a droite en 0 et préciser ¢'(0).
» D’aprés le résultat de la question 2(a), on a :

r—1 _glx) x=-1

Vz €)0,1 < < 0).
z €0, 1], 21In(z) x In(x) (car > 0)
Or :
r—1 I z—1 0
im = lim =
e—0+ 2In(x)  a—ot In(z)
d’ou d’apreés le théoréeme de la limite par encadrement :
lim M: lim @:0_
z—0t x—0 z—0t T

Ainsi | g est dérivable a droite en 0 et ¢’(0) = 0|

Que peut-on dire de la tangente en 0 a la courbe représentative de g ?
» D’aprés les résultats précédents, la courbe représentative de g admet une tangente en 0
d’équation :

y=9(0)+ ¢ (0)(x—0)=0+0z=0.

Ainsi ’ la courbe représentative de g est tangente a 1’axe des abscisses en 0| De plus,

‘représentative de g est au-dessus de sa tangente en 0 ‘ puisque g est positive d’aprés le résultat
de la question 1(b).

3. (Etude au voisinage de 1.)
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1 1

(a) Déterminer le développement limité a 'ordre 1 de (1) e quand t — 1.
n —
» On a pour tout ¢ au voisinage de 1 :
1 1 1 1
— = - = tt=1+h donclimh =0
@t t—1 Im(ith) h en posan =+ v donc i
_ h—In(1+h)
hln(1+ h)

_ h—= (k= 3h? 4 3hP + ops0(RP))
h (h — $h2 + op_0(h2))

%hz - 1h3 + Oh_>0<h3) _ % - %]’L + Oh_>0(h)
h3 + Oh_>0(h3) 1— %h + Oh_m(h)

— <_ _ —h + o,Ho(h)> (1 + %h + ohﬁo(h))
1
2

+ (Z - %) h+ opso(h)

1 1

(b) En déduire qu’il existe n €]0, 1] tel que :

vt €]l —n, 1+ n[\{1},

» D’aprés le résultat de la question précédente, on a :

1 11 1
In(t) t—1 2_—E(t—1)+0t—>1(t—1)__i+0 0
t—1 - t—1 o Tt
d’on :
1 1 1
T i _1 9 1
lim In(¢) ¢t—-1 2 1
t—1 t—1 12

Par définition de la limite, on a :

= 1 1
Ve s 0, 3y €0 1], Vel — 140 {1y, 20 L=l 2 el_ﬁ_g,_ﬁﬂ{_

On fixe ¢ > 0 afin que ———8 > —1let ———i—e < 1, c’est-a-dire tel que e < L et e < (11 suffit
par exemple de prendre € = 35 ) Ainsi, tout réel appartenant a 'intervalle 1 —i — 5 —112 + 5[
appartient aussi a l'intervalle | — 1, 1] et est donc de valeur absolue plus petite que 1. On obtient
donc :

: )
377 6]071[7 Vi 6]1_7771+77[\{1}7 _ = < 1]

BCPST1A lycée Hoche 2015-2016 137 sur 141 Sébastien Godillon



(c) Montrer que :
vxe]m— ,\/1+n[\{1}, 'g() 1n(1+x)—%x(m—1) %(x—i—Q)(x—l)Q.

» Soit z € |VT—n,vIT+n[\ {1} =]vT=n1[U]1,yT+7[.
1" cas :x € }\/1 -n,1 [ Alors 1—n < 22 < z < 1. En particulier, tout réel t € [2?, 2] appartient
a l'ensemble |1 —n, 14+ n[\{1}. On a donc d’apreés le résultat de la question précédente :

vt €[22, 7],

1
e i1 3 <|t—1] (car |t —1| = 0).
On en déduit par inégalité triangulaire et croissance de l'intégrale que :
1 1 1 11
— - —— 2 )dt|< | |——— = t—1]de.
/mg (ln(t) t—1 2) ‘ /362 In(t) t— ‘ / | |
Or on a par linéarité de l'intégrale :

/ BN S dt:/ LN Ldt_/ La
22 ln(t) t—1 2 22 hl(t) 22 t—1 m22

_ _/jh?_(;_ [m(t—w; - H;

= —g(z) —In <(x _Il)_(a;lJr 1)) B x(12_ .
- (g(x) —In(z +1) — %x(x - 1))

/ |t—1]dt:/ —(t—1)dt (carsit € [2®,2] C[l—n,1] alorst — 1 <0)
2
E)] = (o) s (5-a
o 2 2
1 1,
25( — 327 +2x):§x(:c — 3z +2)
1
3% z(z —1)(2* + 1 —2) (car 1 est racine évidente du polynome X* — 3X + 2)
1

= Sele = D@ +2)( - 1) = %x(m +2)(x — 1)

Finalement, on obtient :

1
< |t —1]|dt = §x(x+2)(x—1)2.

2°cas :x € }1, V14 n[. Alors 1 < z < 22 < 1+1n. En particulier, tout réel t € [z, 2%] appartient
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a l’ensemble |1 —n, 14+ n[\{1}. On a donc en raisonnant comme dans le premier cas :

2

v 1
< / |t —1|dt = 5:1:'(3: +2)(z —1)%

Conclusion : dans tous les cas, on a bien :

vz e |yT—m VIt \ {1}, ‘g(x) (1 4 2) — %x(m— 1)‘ < %x(xjt?)(a:— 12|

(d) En déduire que g se prolonge par continuité en 1 et préciser la valeur de ce prolongement en 1.

Pour la suite, on note encore g le prolongement continu de g en 1.

» On a lim,,; In(1 + 2) = In(2) (par continuité de la fonction In en 2), lim,_; zz(z — 1) =0

et lim, 1 32(2z + 2)(z — 1)? = 0. D’apres le théoréme de limite par encadrement, on déduit du
résultat de la question précédente que :

lim
rz—1

g(x) —In(l+2x) — %x(m — 1)’ =0 donc 9151—>Hi g(x) = lim (111(1 + )+ %x(m - 1)) = In(2).

z—1

Ainsi | g se prolonge par continuité en 1 en posant g(1) = In(2).

(e) Montrer que :
In(2) In(l+z)—In2) 1

vee]yInViTa[y |2 -5

<
T r—1 =

z(z +2)|z — 1.

N | —

> Soit z € |/T—n,/T+7n[\ {1}. En divisant le résultat de la question 3(c) par |z — 1| > 0,
on obtient :

|z — 1| x—1 r—1 2
z(r+2)(z —1)?
|z — 1]

l9(z) —In(1 4+ z) — ta(z — 1)| 9@ Wm(l4w) la:‘

3 1
<2 zﬁx(x+2)|:z:—1\.

De plus, on a :

gz) I(l+z) g(@)—I@2)-Inl+2)+mIn?2) glx)-In2) h{dl+z)- 1n(2)'

r—1 z—1 r—1 - r—1 r—1

Finalement, on obtient bien que :

In(2) In(1+2z)—In2) 1

vee|Visnvisa[\a, 22230 <

z(z+2)|z —1||

DO | —

z—1

(f) En déduire que g est dérivable en 1 et préciser g'(1).
» Puisque la fonction x — In(1 4 z) est dérivable en 1, on a en reconnaissant la limite de son
taux d’accroissement en 1 :
In(1+ ) —In(2) 1 1

lim = = —.
z—1 z—1 1+1 2
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(9)

(h)

De plus, lim,_,; 3z = 1 et lim,,1 s2(z + 2)|z — 1| = 0. D’aprés le théoréme de limite par
encadrement, on déduit du résultat de la question précédente que :

lim g(z) —In(2) In(1+z)—In2) lx _0
z—1 r—1 x—1
—In(2 In(1 —In(2 1 1 1
donc limM:hm n(l +2) n()—i-—x =—-+-=1
z—1 rz—1 z—1 z—1 2 2 2
Ainsi | g est dérivable en 1 et ¢’'(1) = 1|
—1
Justifier que g est une primitive de la fonction qui a x > 0 associe n(z) six # 1 etg(l) si
n(x

xr = 1. En déduire le développement limité a [’ordre 2 de g en 1.
» D’apreés le résultat de la question 1(c), on a :

x—1
vz €]0, 1[{U]1, . J(x) =
v e Lol () = s
En particulier, g est une primitive de la fonction suivante :
r—1
i 1
g :]0,+o00[— R,z — < In(x) ste 7 :
Jg()siz=1

Or on a pour tout x # 1 au voisinage de 1 :

oy =1 h B . _
g(x)_ln(x)_ln(1+h) enposantx—quhdoncglﬁlir%h—O
h 1 1
=t onal®) 1= Thtonem) 2t T
1
=1+ 5(1: — 1)+ 0y (x —1).

Par primitivation de développement limité, on en déduit que pour tout x au voisinage de 1 :

g(x) =g(1) + 1(x — 1) + %@

+ OH(@ - 1)2)

@)+ @-1)+ i(a: — 1)+ 0, (2 - 1))

(car g(1) = In(2) d’apreés le résultat de la question 3(d)).
Etudier, au voisinage de 1, la position relative de la courbe représentative de g par rapport d sa
tangente en 1.

» D’aprés les résultats précédents, la courbe représentative de g admet une tangente en 1
d’équation :
y=91)+9¢1)(z —1) =In(2) + (z - 1).

De plus, on a d’aprés le résultat de la question précédente pour tout x au voisinage de 1 :

o(x) — (@) + (z — 1)) = %l(a: 17 4o, ({2 1) 2 0

Ainsi ‘la courbe représentative de g est au dessus de sa tangente en 1 au voisinage de 1.

4. (Etude au voisinage de +0c.)

BCPST1A lycée Hoche 2015-2016 140 sur 141 Sébastien Godillon



(a) Montrer que :
z(r —1) z(r —1)

Vo> 1, 2In(z) 9(@) In(x)

» Soit z > 1. Alors 1 < x < z?. En raisonnant comme a la question 2(a), on a :
vt € [z,2%], 0=In(1) <In(z) < In(t) < In(2?) = 2In(2)

donc :
1 1 1

vt € [z,27, 21n(z) S In(t) S In(z)

par conséquent :
2 2 2

1/ 1 o1 o1
= dt < ——dt < dt
Q/x In(x) /x In(t) /x In(x)

Or on a en reprenant les calculs de la question 2(a)

D SR G SR C )
/x ln(x)dt_ /xz ln(x)dt_ In(z)

x(x—1) x(x—1)
21In(x) S9@) < In(x)

d’onr :

Vo > 1,

(b) En déduire la limite de g en +oc.

» On a :

x(r—1 x? x?

g ~ et lim —— =400 d’aprés le théoréme des croissances comparées.
In(z) 2—+o0 In(x) z—-+oo In(x)

On en déduit d’aprés le résultat de la question précédente et le théoréeme de limite par compa-

raison que |lim, o g(x) = +00/|.

(¢c) Démontrer que la courbe représentative de g n’admet pas de droite asymptote en +oc.
» On raisonne par ’absurde en supposant que la courbe représentative de g admet une droite
asymptote en +o0o. On note y = ax + b I’équation de cette asymptote, ou (a,b) € R% On a

donc :
lim g(z) — (ax + b> = 0.

T—+00

Or on a d’apres le résultat de la question 4(a) pour tout z > 1 :

z(r —1) z(x — 1) — (az + b) In(x)
In(z) (am * b) N In(x)

- 1512_) (1 _1_ @) bln(x)) |

g(x) — (ax + b) >

Or on a d’aprés le théoréme des croissances comparées :

x? . In(z)

lim —— =+o00, lim
r—+00 hl(l‘) r—+oo0 I T—+00 1‘2

On en déduit d’aprés le théoréme de limite par comparaison que :

lim g(z) — <ax + b> = +o0

r—r-+00

ce qui est absurde avec notre hypothése de départ. Par conséquent, | la courbe représentative de g

n’admet pas de droite asymptote en 400 ‘
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