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DS n°1 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1 )

On considére la fonction f : z +—

5 Déterminer les ensembles suivants :

& = {f(x) |z €] — 7,1[} ot & — {x ER | f(z) € [12,14[}.
Probléme 1

Ce probléme propose d’étudier pour tout n € N* I’équation suivante d’inconnue z € C :
ne" =" A2 L (E,)

1. Résoudre les équations (Ey) et (E»).
2. Déterminer un nombre u € C solution de (FE,) pour tout n € N*.

3. (a) Montrer que I'équation (Ej5) est équivalente &
(z—u)(az® +bz+¢) =0

ol (a,b,c) € R? sont trois nombres & déterminer.
(b) Résoudre I’équation (Ej).
Pour la suite du probléme, on fixe un entier n € N*.
4. Dans cette question, on fixe z € C \ {u} une solution de ’équation (E,) et on suppose que |z| > 1.
(a) Montrer que :
|2V 2 B 22 241 < 2|
(b) Que peut-on en déduire ?

5. Dans cette question, on fixe z € C \ {u} une solution de I’équation (£,) et on suppose que |z| = 1.
On note 6 un argument de z.

(a) Montrer que :
inf _ sin(nf/2) (i(n=1)0/2
sin(6/2) '

ne
(b) En déduire que :

imine2 _ 1 :
ne'nt0/2 — tan(0/2) sin((n +1)8/2) — cos((n +1)8/2).

(c) Montrer que 0 est nul modulo 27/(n + 1) et aboutir a une absurdité.

6. Que peut-on conclure des questions 2, 4 et 57
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Exercice 2
Résoudre les équations et les inéquations suivantes d’inconnue x réelle.

1) |a? + 3z + 1| > |22 + 3

[2 .flj'(x)>l'

(!

(2)

(Is) |o+v2z+3] =4
(1) 6sin*(x) +2 > Tsin(x)
(Is) 2:)3+m

I5 > 1 oum € R est un paramétre fixé.

Probléme 2

On dit qu'une fonction réelle f est lipschitzienne sur un intervalle I C R s’il existe une constante K >

telle que :
V(z,y) € I*, | f(2) = f(y)l < K|z —y).

1. On rappelle qu’une fonction affine est une fonction de la forme g : z — az + 3 ou («, 8) € R

(a) Montrer que la fonction g : x +— 3z — 2 est lipschitzienne sur R.

(b) Plus généralement, montrer que toute fonction affine est lipschitzienne sur R.
2. (a) Montrer que la fonction h_; : x — 1/z est lipschitzienne sur [1, 4o00].

(b) i Montrer que si la fonction h_; : x + 1/x est lipschitzienne sur ]0, 1] alors :

JK >0, Vx €]0,1[, Kz > 1.

ii. Que peut-on en déduire?

(c) La fonction h_y : & — 1/x est-elle lipschitzienne sur |0, 4+o00[? Justifier.

3. (a) Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I C R. Ecrire avec des quantificateurs la

négation de «f est lipschitzienne sur I».

(b) Montrer que la fonction hy /s :  — \/x n’est pas lipschitzienne sur [0, 1]. (Indication : on pourra

étudier ce qu’il se passe pour y = 0).

(c) La fonction hy : z + x? est-elle lipschitzienne sur R ? Justifier.

0

4. Soit f une fonction réelle définie sur un segment [a,b] C R (ot a < b). Le but de cette question est
de démontrer que si f est lipschitzienne sur [a, b] alors f est bornée sur [a, b], c’est-a-dire qu’il existe

deux constantes (m, M) € R? telles que m < f(z) < M pour tout = € [a, b].
(a) Montrer que :

Vo € la, 0], [f(2)] <|f(z) = fla)] +[f(a)] et [z—al < (b—a)

(b) Conclure.

(c) A l'aide d'un exemple précédent, que peut-on dire de la réciproque ? Justifier.

5. Le but de cette question est de démontrer que la somme de deux fonctions lipschitziennes sur un

intervalle I C R est aussi lipschitzienne sur I. Pour cela, on fixe deux fonctions f; et f5 lipschitziennes
sur /. Montrer que f; + f2 est lipschitzienne sur /.

. A Taide d’exemples précédents, que peut-on dire de Passertion «le produit de deux fonctions lipschit-

ziennes sur un intervalle I C R est aussi lipschitzienne sur I» ? Justifier.

Exercice 3
On considére la suite (u,),>o définie par

w=1l=u=1 et Yn =0, upro = 2(upr1 — 2uy,).

Montrer qu'il existe (p, ) € R? tel que pour tout entier n > 0 on a u, = p" cos(nf).
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Corrigé du DS n°1 de mathématiques

Exercice 1
22 +5

On considere la fonction f: x 5 Déterminer les ensembles suivants :

a:{ﬂ@|xa—7gg et &:{xeRyﬂ@euzmq.

» La fonction f est définie et dérivable sur R\ {2} comme quotient de fonctions polynomiales dont le
dénominateur ne s’annule pas. On a :

20(x —2) — (a?4+5)x1  a*—4dx—5

Ve e R\ {2}, fl(z)= (z — 2)? o (z—2)?

On reconnait au numérateur un polynéme du second degré de discriminant A = (—4)?—4x (—5) = 36 > 0.
Donc le numérateur s’annule en (4 ++/36)/2 = 5 et en (4 — v/36)/2 = —1. De plus, il est strictement
négatif sur | — 1, 5] et strictement positif sur | — oo, —1[U]5, +o00o[. Puisque (z — 2)? > 0 pour tout x # 2,
on en déduit le tableau des variations de f.

T —00 -7 -1 1 2 3 6-v7 b 6+ V7 11 +4o0
F(a) + 0 - - 0 +
_9 +00 +00
AN v
14 14
f(z) . . \ y v /
A e 12 12
yd AN \\ ///
—0 —00 10
car :
- x4 32 (=1)2+5 . . 2*+5
At S = A T e = T e I S = A e T
. T+ = 5245 . . 2*+5
7245 1245
On a f(=7) = ( 7) +2 =—6et f(1)= 1 +2 = —6. On déduit du tableau des variations de f que :

&:{ﬂ@|xd—zu}:]—&—ﬂ.

Soyez précis avec les bornes des intervalles : —6 est exclus car | —7,1[ est un intervalle
ouvert mais —2 est inclus car —1 €] — 7, 1].

Pour déterminer &5, on résout les deux équations suivantes :
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2
5
z +2 =12 < 2245=12r—2) < 22— 122+29=0

o f(x)=12 —
On obtient une équation du second degré de discriminant A = (—12)% —4 x 29 = 28 > 0 qui admet
pour solutions z = (12 +v/28)/2 = (12+2v7)/2 =6+ VT et x = 6 — \/T.

2
)
i +2 =14 < 2?+5=14(x-2) < 2*—142+33=0

e flz)=14 =

On obtient une équation du second degré de discriminant A = (—14)% —4 x 33 = 64 > 0 qui admet
pour solutions = = (14 + v/64)/2 = (14 +8)/2 =11 et x = (14 — 8)/2 = 3.
On déduit du tableau des variations de f que :

&={reR| f(z) e 2,1} =|[3.6 - V7] U [6+ V7 11]|

Probléme 1

Ce probleme propose d’étudier pour tout n € N* [’équation suivante d’inconnue z € C :

net =" A2 L (E,)
1. Résoudre les équations (Ey) et (Es).
» On a:
(B) <= 12! =2 —
et :

(By) <= 222 =242 <= 22— 2-1=0.

On reconnait une équation du second degré de discriminant A = (=1)? =4 x 2 x (—=1) =9 > 0.

D’ou :
( 1++/9 1—\/§>
z = = p—

(EQ) <

ou 2z =
2x2 2x2

1
z=1louz=——|
2

2. Déterminer un nombre u € C solution de (E, ) pour tout n € N*.
» Soit n € N*. On a :

Uy P Pl l=14 1l 1 L L=n=nx 1"

n termes n termes

Ainsi le nombre est solution de (F,) pour tout n € N*.
3. (a) Montrer que l’équation (E3) est équivalente a

(z —u)(az® +bz+c)=0

ot (a,b,c) € R® sont trois nombres a déterminer.
» D’apres le résultat de la question précédente, on cherche trois nombres (a, b, ¢) € R3 tels que :

(B3) <= (2 —1)(az* +bz+c)=0.
e Analyse. On a :
(B3) <= 322 =224+2"+2" &= 35 -2 —2-1=0

et :
(z—1)(az?+bz+c)=0 < az’+(b—a)z*+ (c—b)z—c=0.
En identifiant les coefficients, il suffit de choisir (a,b, c) € R? tels que :

a=3 a=3
b—a=-1 — b=—-14+a=2
c—b=-1 c=-1+b=1"
—c= -1 c=1
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e Synthése. On pose | (a,b,c)=(3,2,1) | En reprenant les calculs effectués en analyse, on a :

(z=1)(az’+bz+c)=0 = az*+ (b—a)z®+(c—b)z—c=0
= 37 -2 —2-1=0 < (E3).

On a donc bien montré que (F3) est équivalente a|(z — 1)(32%2 + 22+ 1) =0/,

(b) Résoudre l’équation (Es).
» On a d’aprés le résultat de la question précédente :

(B3) <= (z—=1)(322+22+1)=0
— <z —1=0o0u3z?+22+1= O) d’apreés l'intégrité de la multiplication.
On reconnait une équation du second degré de discriminant A = 22 — 4 x 3 = -8 < 0.

L’équation 32% 4+ 2z + 1 = 0 admet donc pour solutions z = (=2 +i/8)/6 = (=1 +iv/2)/3 et
z = (=1 —i1/2)/3. Par conséquent, I’ensemble des solutions de (E3) est :

AR

R SV I S
T3ty T3 Tl

Pour la suite du probléme, on fize un entier n € N*.
4. Dans cette question, on five z € C\ {u} une solution de l’équation (E,) et on suppose que |z| > 1.
(a) Montrer que :
2" 2R 2 22 2 1 < 2™
» On a:

e e R
2" 4 |2 4 |22 |2 + |1 d’aprés linégalité triangulaire
=" 4 2" 4 2P 4 2]+ 1
<2|" x| A 2T x| A A P x| A g x 2T x 2™ car 2] > 1
i e E I s ol 1 e 1 e

=n|z|".

On a donc bien montré que :

’anl+Z"*2+...+Z3+Z2+Z+1|<n"z’n'

(b) Que peut-on en déduire ?
» En reprenant le résultat de la question précédente, on a :

n|z|" > 2"+ 2" P4+ 2+ 2+ 24 1] = |n2" = n|z[" ce qui est absurde.

=nz™ car z est solution de (Ey)

Par conséquent, nous venons de démontrer par 'absurde que si z € C\ {u} est une solution de

I'équation (F,) alors||z| < 1|

5. Dans cette question, on fivze z € C\ {u} une solution de l’équation (E,) et on suppose que |z| = 1.
On note 0 un argument de z.
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(a) Montrer que :
inf _ sin(nd/2) pin—1)6/2
sin(6/2)
» Puisque |z| = 1 et arg(z) = 0 [27], on a : z = €. En réinjectant cette expression dans
I'équation (F,), on obtient :

n(eie)n — (eie)n—l + (eie)n—Q R (€i6)3 + (61'9)2 + 61‘0 +1
donc neme — (eie)nfl + (eia)n72 S (ei0)3 + (€i9>2 + (eie)l + (eie)o

~

ne

somme des termes d’une suite géométrique de raison e? = z £ u =1
(ew)n _ 1 eind _ 0
T 1 il — i
2i sin((nf — 0)/2)ei(n0+0)/2
~ 2isin((0 — 0)/2)ei0+0)/2

B Sin(ne/Q)ei(n9/2—0/2) _ Sin(n9/2)ei(n—1)0/2

~ sin(A/2) sin(6/2)

a ’aide d’une factorisation par ’angle moitié

Pensez a justifier que la raison est différente de 1 avant d’appliquer la formule
de la somme des termes d’une suite géométrique.

S
(b) En déduire que :
Rl 02 m sin((n + 1)6/2) — cos((n + 1)6/2).
> On a
m sin((n + 1)0/2) — cos(n + 1)0/2)
:% sin(nf/2 + 6/2) — cos(nf/2 + 6/2) d’apres le théoréme de Thalés
SO cosn2)sin(02) s 2) cos0/2) — (costt2)cos(0/2) st 2) in(02)

d’apreés les formules d’addition de sinus et cosinus
cos?(0/2)

=cos(nd/2) cos(0/2) + sin(nd/2) Sin(0/2)

— cos(nf/2) cos(6/2) + sin(nd/2) sin(6/2)

cos?(0/2) sin*(0/2)  sin(nd/2)
= sin(nd/2 - (cos?(8/2) + sin(6/2) )
Sinmb/2) G2t sme/z) - sm(ay) o 0/2) £sin (6/2)
=1
in(nd/2
:w d’aprés le théoréme de Pythagore
sin(60/2)
nein@ . ) ) .
=—————— d’apres le résultat de la question précédente
ei(n—1)0/2
:nei(ne—(n—1)0/2) _ nei(n+1)9/2‘

Finalement, on a bien montré que :

i(n+1)0/2 __ 1 :
ne'(n 02 — Wsm((n +1)0/2) — cos((n+1)8/2) |.
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(c) Montrer que 6 est nul modulo 2w /(n + 1) et aboutir a une absurdité.

» On déduit du résultat de la question précédente que ne’™+t1%/2 est un nombre réel, donc que
son argument (n + 1)0/2 est nul modulo 7. Autrement dit, il existe k € Z tel que :

27
n+1

0
(n+1)§:0+lm donc 0 =0+k

Ainsi, on a bien montré que ‘ 6 est nul modulo 27 /(n + 1) ‘ En reportant 0 = 2knw/(n+ 1) dans
le résultat de la question précédente, on obtient :

B 1
~ tan(kw/(n +1))

ikm

ne sin(km) — cos(km).

Or e*™ = (—1)* sin(km) = 0 et cos(km) = (—=1)* d’aprés le cercle trigonométrique. Donc :

En divisant par (—1)* # 0, on en déduit que n = —1 ce qui est [absurde |

6. Que peut-on conclure des questions 2, 4 et 5 ¢
» On a montré a la question 2 que u = 1 est solution de I’équation (F£,,) et a la question 4 que les
autres solutions sont de module inférieur ou égal & 1. A la question 5, nous venons de démontrer par
I'absurde que si z € C\ {u} est une solution de I’équation (E,,) alors |z| # 1. Finalement, nous avons
démontré que

toutes les solutions de 'équation (E,) sont de module
strictement inférieur a 1, sauf la solution u = 1.

Exercice 2
Résoudre les équations et les inéquations suivantes d’inconnue x réelle.

(I) |z* + 3z + 1| > |2z + 3]
» L’inéquation (I;) est bien définie pour tout € R. On reconnait & gauche de 'inéquation un
polynéme du second degré de discriminant A = 32 — 4 = 5 > 0. L’équation 2% + 3z + 1 = 0 admet
donc pour solutions x = (=3 +/5)/2 et = (—3 — v/5)/2. De l'autre coté de l'inéquation, on a :
20 +3>0 <= x> —-3/2. Deplus, (=3++5)/2> —1/2> —3/2et (-3 —+/5)/2 < —5/2 < —3/2
(car v/5 > v/4 = 2). On obtient donc le tableau des signes suivant :

_ —3-5 _3 —3+v5
T 00 =0 5 ; +00
22+ 3+ 1 + 0 — — 0 +
2r + 3 - - 0 + +

e 1% cas: x €] — o0, (=3 —+/5)/2]. Alors :
(Il) <= 2°+3x+1> —(22+3)
— *+5r+4>0.

On reconnait une inéquation du second degré de discriminant A = 52 —4x4 = 9 > (. L’équation
22452 +4 = 0 admet donc pour solutions z = (—5+1/9)/2 = —let z = (—5—+/9)/2 = —4. Or
(=3+v5)/2 > —1/2> —1 (car /5 > V4 =2) et (~3—+/5)/2 > —3 > —4 (car V5 < /9 = 3).
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2+ 5x+4 + 0 — — — 0 + +

On en déduit, dans le cas ol €] — o0, (=3 — v/5)/2], que :
(I) <= x €]|—00,—4].
2¢ cas : x €](—=3 — v/5)/2,—3/2]. Alors :
() <= —(®+3z+1)>—(22+3)
— 2> +1-2<0.

On reconnait une inéquation du second degré de discriminant A =1 —4 x (=2) =9 > 0.
L’équation 2+ —2 = 0 admet donc pour solutions z = (—14++/9)/2 = let z = (—1—+/9)/2 =
2. 0r (=3+4++5)/2 < 0 < 1 (car V5 < V9 = 3) et (=3 —+5)/2 < —5/2 < —2 (car
V5 >4 =2).

T —00 -3—-v5 —9 —

=3+V5 1 +00
2

nojee

2+ x—2 + + 0 — — — 0 +

On en déduit, dans le cas ot  €](—3 — v/5)/2, —3/2], que :

(I,) < =z € [—2,—2] :

3¢ cas : v €] —3/2, (=3 ++/5)/2]. Alors :

(L) = —(®+3z+1)>22+3
— 22 +5x+4<0.

En reprenant I'étude du 1¢ cas, on en déduit, dans le cas ot z €] — 3/2, (=3 + v/5) /2], que :
3
() <~ xel—i,—l] :

4° cas : x €](—3 4+ v/5)/2, +ool. Alors :
(L) <= 2*+3x+1>22+3
= P +r-220.
En reprenant I’étude du 2¢ cas, on en déduit, dans le cas ot x €](—3 + /5)/2, +o0, que :
(I,) <= z€[l,400|.
e Conclusion. Finalement, ’ensemble des solutions de (/;) est :

|—o00, —4] U {—2,—%} u]—g,—l} U [1, +oo[ =

Il est également possible de résoudre (I1) en wutilisant la croissance de la
fonction carrée sur [0, 400] pour se débarasser des valeurs absolues :

—00, —4| U [-2, —1] U [1, +o0[|.

—

(SL +30+1)° > (20 4 3)°
= (z +31:+1) (22 4+3)°>0

( 22+ 32+ 1) + (22 + 3) )((z2+3x+1)—(2x+3)) >0
<= (T +o:17+4) (T +:17—2) 0.

Puis il suffit d’étudier le signe de la fonction [ : x — (2*+5x+4)(z*+2—2).
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(]2) l.(:cd) > e

» Puisque les exposants 22 et 4z sont des nombres réels, on a d’aprés la définition des puissances :

2" = exp (z°In(z)) et z* =exp(4zln(z)).

Ainsi I'inéquation (I3) est bien définie seulement pour x > 0 et on a :

(I) <= exp (2°In(z)) > exp (4o In(x))

<= 2°In(z) > 4xIn(x) car la fonction exp est strictement croissante

— (2" —42) In(z)

— z(2° — 4) In(z)

0
0.

On étudie le signe de la fonction f: z — z(2? — 4)In(x) = x(z + 2)(z — 2) In(x) sur ]0, +-o00|.

x 0 1 2 +00
r(x+2) | 0 + +
T — 2 0 - 0 +
In(z) 0+ +
f(x) 0 — 0 +

On en déduit que I'ensemble des solutions de (I3) est |]0, 1] U [2, +-00[|.

(Iy) {H mJ .y

» L’inéquation (/3) est bien définie seulement pour 2z +3 > 0 <= z > —3/2. D’aprés la définition

de la partie entiéere, on a :

(Is) «= 4<2+V2r+3<5 = (Y2 +3>24-z et Y2 +3<5-z).

Vv
1*¢ inéquation 2¢ inéquation

Attention avant d’élever au carré pour simplifier la racine : il faut d’abord isoler
la racine d’un coté de l'inéquation (sinon elle ne se simplifie pas) puis vérifier
que autre coté de linéquation est positif pour pouvoir utiliser la croissance de
la fonction carrée sur [0, +00].

e 1™ inéquation. Ona:4—x >0 < x < 4.

— 1%cas : x € [=3/2,4]. Alors :

V2r+324—12 <=22+3> (4—2)

car la fonction carrée est strictement croissante sur [0, +00|

= 2r+3>16 — 8x + 22
— 22— 102+ 13 <0.

On reconnait une inéquation du second degré de discriminant A = (—10)?—4x 13 = 48 > 0.
L’équation z2 — 102 + 13 = 0 admet donc pour solutions z = (10 + v/48)/2 = 5 + 2V/3
et £ =5-2v3 0r5—2V/3>1>-3/2 (car V3 < V4 =2)et 523 <3 <4 (car

V3>+V1=1).

X

-3 5-23 4 5+2vV3  +00

22 — 10z + 13

+ 0 - - 0 4
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On en déduit, dans le cas ou = € [—3/2,4], que :
V2r+324—1 « zc [5—2\/5,4}.

— 2¢ cas : x €]4, +o0[. Alors 2z + 3 > 4 — x est toujours vraie car 2z +3 >0 >4 — x.

— Conclusion de la 1™ inéquation. On en déduit que :

V23341 — zc [5—2\/§,4] U4, +oo[= [5—2\/§,+oo[.

. 2elnequat1on Ona:5—2>0 < x<5.
— I%cas : x € [-3/2,5]. Alors :

20 +3<5—2 <= 2r+3<(5—12)?
car la fonction carrée est strictement croissante sur [0, +oo|
2243 < 25— 10z + 2
= 2® — 120422 > 0.

On reconnait une inéquation du second degré de discriminant A = (—12)?—4x22 = 56 > 0.
L’équation 22 — 12z + 22 = 0 admet donc pour solutions = = (12 + v/56)/2 = 6 + /14 et

x:6—\/ﬂ.0r6—\/ﬂ>2>—3/2(car\/ﬂ<\/E:4)et6—\/ﬂ<3<5(car

V14 > /9 = 3).
x —00 —3 6 — /14 5 6++14  +00
22— 122 + 22 + + 0 — — 0 +

On en déduit, dans le cas ot x € [—3/2, 5], que :

3
V2r+3<b—z < zx¢€ {—5,6—\/ﬁ{.

— 2¢ cas : x €]5,+o0[. Alors v/2x + 3 < 5 — x n’est jamais vraie car v/2x +3 >0 > 5 — z.

— Conclusion de la 2¢ inéquation. On en déduit que :

3
V2r+3<5—1 < z € {—Q,G—M[.

e Conclusion. Ona5—2\/_<5—2><3/2—2 car\/_ V9/3 > 1/9/4=13/2) et6—\/_>2
(car v/14 < 4/16 = 4). Donc 5 —2v/3 < 6 — \/_ On en dedult que 'ensemble des solutions (I3)
est :

5_2@,+m[m[_§,6_m[: [5—2v3,6 - Vi |

(I) 6sin’(x) +2 > Tsin(x)
» L’inéquation (1) est bien définie pour tout x € R. On pose X = sin(z). Alors :

(I,) <= 6X*+2>7X <= 6X°—7X+2>0.

On reconnait une inéquation du second degré de discriminant A = (=7)2 =4 x6 x2 =1 > 0.
Par conséquent, I'équation 6X2 — 7X + 2 = 0 admet pour solutions X = (7 + /1)/12 = 2/3 et
X = (7—+/1)/12 = 1/2. On en déduit que :

1 2
(Iy) = (X < 5 ou X > §> —= (Sin(x) <

N | —
(@]
c
w0
E
=
V
)

N———
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D’aprés le cercle trigonométrique, on obtient :

1
sin(z) < - <= xEU [O+2k7r,z+2k:7r]u 5—7T—|—2k:7r,27r+2k7r
2 6 6
kez
'()>2<:> e in (2) + 2k in (2) + 2k
in(z) > = resin | = , T —arcsin | —
sin(z) > 3 T U arcsin | o m,m — arcsin | o m

On peut aussi écrire le premier ensemble sous la forme plus simple :
U ([0+2km, +2k7] U [3F + 2k, 27 + 2] ) = | [5F + 26, 227 4 2k
keZ kEZ

Le plus tmportant est de savoir utiliser le cercle trigonométrique pour résoudre
des inéquations et de savoir écrire des ensembles a [’aide d’une grande union.

On en déduit que I'ensemble des solutions de (1) est :

2 2
U ([ka, % + 2]{;71] U {arcsin (5) + 2km, m — arcsin (5) + 2]{37T:| U {%T + 2km, 2(k + 1)7‘(}) .

kEZ

2r+m

r+3
» L’inéquation (/) est bien définie seulement pour t +3 #0 <= 2 # —3. On a:

> 1 oum € R est un paramétre fixé.

(I5)

9 s 1
20 +m — (x+3) 0
z+3 -

x+ (m—3) 0

r+3 7

r+(m—-3)20 <= z>—-(m—-3)=3—-m
r+320 < z>=-3.

e 1 cas:3—m < —3 <= m > 6. On obtient alors le tableau des signes suivant :

x —00 3—m -3 +00
z+ (m—3) - 0 + +
x+ 3 — — 0 +
z+ (m—3) N 0 B N
r+3

On en déduit, dans le cas ou m > 6, que :

(I;) <= ]—00,3—m|U] — 3,400

e 2°cas: 3—m = —3 <= m = 6. Alors (I5) est toujours vraie car :
-3
tm=3 4,
T+ 3

e 3°cas:3—m > —3 <= m < 6. On obtient alors le tableau des signes suivant :
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T —00 -3 3—m +o0
xr+ (m—3) - — 0

z+3 — 0 +
z+ (m —3) N B 0

T+ 3

On en déduit, dans le cas ou m < 6, que :

(I5) <= ]—00,—3[U[3 —m,+o0].

e Conclusion. Finalement, 'ensemble des solutions de (I5) est :

Probléme 2

| — 00,3 —m]U] —3,4+00] si m > 6

R\ {3}

| — 00, =3[U[3 —m, +oo] sim <6

sim==6 |

On dit qu’une fonction réelle f est lipschitzienne sur un intervalle I C R sl existe une constante K > 0

telle que :

V(z,y) e I?, |f(z)— fly)| < K|z —yl.

1. On rappelle qu’une fonction affine est une fonction de la forme g : x — ax + 8 ou (o, B) € R?.

(a) Montrer que la fonction g : x v~ 3x — 2 est lipschitzienne sur R.
» On cherche une constante K > 0 telle que :

V(z,y) € R?,

On raisonne par analyse-synthése.

e Analyse. Soit (z,y)R? On a :

lg(x) —g(y)| < K|z —yl|.

l9(z) —g(y)| = [Bx = 2) = By = 2)| = 3z = 3y| = [3(x —y)[ =3[z —y| car3>0.

e Synthése. On pose [ K = 3| Soit (z,y) € R2. En reprenant les calculs de 'analyse, on a :

l9(z) — g(y)| = 3|z —y| = K|z —y|.

On a donc bien trouvé une constante K > 0 telle que :

Y(z,y) e R?,  |g(x) — g(y)| < K|z —y].

On en déduit bien que ‘la fonction g : x — 3z — 2 est lipschitzienne sur R ‘

(b) Plus généralement, montrer que toute fonction affine est lipschitzienne sur R.
» Soit ¢ :  — ax + B une fonction affine ou («, ) € R?. Soit (z,y) € R% On a :

l9(z) — g9(y)| = [(ax + B) — (ay + B)| = |ax — ay| = |a(z — y)| = |a|[z — y|.

En raisonnant comme dans la question précédente en posant

K=lal>0

, on obtient que la

fonction g : x — ax + [ est lipschitzienne sur R. Puisque ceci est vrai pour toute fonction affine
g :x — axr+ 3, on en déduit bien que ’toute fonction affine est lipschitzienne sur R ‘
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2. (a) Montrer que la fonction h_y : x — 1/x est lipschitzienne sur [1, 4+00].
» On cherche une constante K > 0 telle que :

V(z,y) € [1, 400, |ha(z) —haly)] < Kz -yl

On raisonne par analyse-synthése.

e Analyse. Soit (z,y) € [1,+oc0[%. On a :

Yy T

vy oy

.

hs(@) = (y)| = ol

|2yl xy

11
SL’y_

_ly—al eyl fe>1>0
y=>1>0"

Or%yélcarx}lety}l.

e Synthese. On pose [ K = 1]. Soit (z,y) € R2 En reprenant les calculs de 'analyse, on a :

x_
hes() = hea)] = M < oyl = Ko =] cars > tery >

On a donc bien trouvé une constante K > 0 telle que :

V(z,y) € [1,400%  |ho1(x) — h_1(y)| < K|z —y|.

On en déduit bien que |la fonction h_; : x — 1/x est lipschitzienne sur [1, +oo[]|.

(b) i. Montrer que si la fonction h_y : x — 1/x est lipschitzienne sur |0, 1] alors :
K >0, Vo €]0,1], Kz > 1.

» On suppose que la fonction h_y : x — 1/x est lipschitzienne sur ]0, 1] et on cherche une
constante K > 0 telle que :

Vo €]0,1[, Kz >1.
On raisonne par analyse-synthése.

e Analyse. Puisqu’on a supposé que h_; :  — 1/z est lipschitzienne sur |0, 1], on sait
qu’il existe une constante K’ > 0 telle que :

Y(@,y) €]0,1]%,  [h-1(z) — hoa(y)] < Kl — ).

Attention : la constante K' fournie par la définition du fait que h_q
est lipschitzienne sur |0, 1] est a priori différente de la constante K
cherchée. Pour éviter de s’embrouiller, il est donc utile de lur donner
un autre nom (par exemple K', mais n’importe quel nom de variable
différent de K convient).

Soit (x,y) €]0,1]%. On a en reprenant les calculs de la question précédente :

T — Tr —
hea(@) = b)) = =Y qone B=Y < gje g,
Ty Ty

Attention : pour simplifier par le facteur |x — y| des deux cotés de
l'inégalité, il faut justifier que ce facteur est non nul. Puisque ce n’est
pas toujours le cas (x peut étre égal a y), il est nécessaire d’étre plus
spécifique dans le choix des variables x et y fixées.

Si on choisit x €]0,1[ et y = 1, on obtient :

|z — 1]

1
< K'|lr—1] donc — <K' car |z —1|# 0 (puisque z # 1).
T T

On en déduit que K'x > 1 car x > 0.
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e Synthése. On pose . En reprenant les calculs de ’analyse, on a démontré que :

Vo €]0,1], Kr=K'z>1.

Attention : le raisonnement n’est pas fini. Il fallait trouver une
constante K > 0. Or la constante K' est seulement supérieure ou
égale a 0.

Montrons que K > 0. On a déja que K = K’ > 0. Supposons par 'absurde que K = 0.
Alors pour tout = €]0,1[ : 0 = Kx > 1 ce qui est absurde. Par conséquent K > 0.
Finalement, on a bien démontré que :

K >0, Vzelo,1, Kz>1]

it. Que peut-on en déduire ?
» On remarque que l'assertion démontrée a la question précédente est absurde. En effet, si
on choisit = €]0, 1] strictement plus petit que 1/K on obtient :

1
1< Ke < KE =1 ce qui est absurde.

On en déduit que nous avons démontré par 'absurde que |la fonction h_; : © +— 1/x n’est pas

lipschitzienne sur ]0, 1] |.

(¢) La fonction h_y : x — 1/x est-elle lipschitzienne sur |0, 4o0[ ¢ Justifier.

» On suppose par 'absurde que la fonction h_; : 2 +— 1/z est lipschitzienne sur |0, +oo[. Donc
on sait qu’il existe une constante K > 0 telle que :

V(2,y) €]0,+00f*,  [hoi(z) = hoa(y)] < Kl —yl.

En particulier, si on choisit (z,y) €]0,1]* (car ]0, 1] C]0, +oo[) on a trouvé une constante K > 0
telle que :
V(z,y) €)0,1%,  [hoi(z) — hoa(y)] < Kz = yl.

Cela signifie que la fonction h_; est pas lipschitzienne sur ]0, 1] ce qui est absurde puisque nous
avons démontré le contraire dans la question précédente. Par I’absurde, on peut donc en déduire

que |la fonction h_; : x +— 1/ n’est pas lipschitzienne sur |0, o0 |

3. (a) Soit f une fonction réelle définie sur un intervalle I C R. Ecrire avec des quantificateurs la
négation de «f est lipschitzienne sur I ».

» L’assertion «f est lipschitzienne sur I'» s’écrit avec des quantificateurs :

Sa négation s’écrit donc :

VK 20, 3(z,y)el? |f(x)—f)l>Klz—y||

(b) Montrer que la fonction hyjs : x — \/x n'est pas lipschitzienne sur [0, 1]. (Indication : on pourra
étudier ce qu’il se passe pour y =0).
» Il suffit de montrer que I’assertion obtenue a la question précédente est vérifiée. Soit K > 0.
On cherche deux réels (z,y) € [0,1]? tels que :

\h1j2(x) — hj2(y)| > Klz —yl.

On raisonne par analyse-syntheése.
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e Analyse. Si on choisit y = 0, on cherche alors un réel z € [0, 1] tel que :

|haj2(x) = hija(y)| > Klz -y
= )\/E—\/ﬁ’>K1x—O]
x> Kz carz > 0.

On remarque que x = 0 ne convient pas (sinon 0 > 0 est absurde). On peut donc supposer
que z €]0, 1]. Alors :
x

Si K =0 alors 1 > K+/x = 0 est vrai pour tout = €]0,1]. Si K > 0 alors on a :

1 1
|hj2(x) — haje(y)| > Klz —y| <= 1> Kz < < = = <15
car la fonction carrée est strictement croissante.

e Synthése. On pose . Si K = 0 alors on pose | n'importe quel x €]0,1]|. Si K > 0 alors

on pose |x €0, 1] strictement plus petit que 1/K?|. En reprenant les calculs de I'analyse,
on a :

hija(x) = hija(y)| > Klz —y| car 1> Ky/x.

On a donc bien trouvé deux réels (z,y) € [0, 1]* tels que cette inégalité stricte est vraie. De
plus, ceci est vrai pour tout K > 0. Ainsi, ’assertion obtenue a la question précédente est

bien vérifiée et on peut en déduire que |la fonction hy/; : x — y/z n’est pas lipschitzienne

sur [0, 1]|.

Plus précisément, on peut poser :

_ 0 et z— 1 st K =0
y= | max{1, ﬁ} st K > 0.

(¢c) La fonction hy : x — 2% est-elle lipschitzienne sur R ? Justifier.
» On raisonne comme dans la question précédente. Soit K > 0.

e Analyse. On choisit y = 0 et on cherche un réel z € R tel que :

|ha(z) = ha(y)| > Kz —y|
= |2* - 0’| > K|z — 0|
— 2? > K|z|.

Si on suppose que x > 0, on obtient :

|ho(x) — ha(y)| > K|z —y| <= 2° > K|z| = Kz <= 2> K.

e Synthése. On pose |y = 0| et |z > K| En reprenant les calculs de ’analyse, on a donc bien
trouvé deux réels (z,y) € R? tels que :

|ha(2) = ha(y)| > Kz —y.

De plus, ceci est vrai pour tout K > 0. Ainsi, l’assertion obtenue a la question 3(a) est bien

vérifiée et on peut en déduire que |la fonction hy : 2 — 22 n’est pas lipschitzienne sur R |.

Plus précisément, on peut poser y =0 et x = K 4 1. ‘
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4. Soit f une fonction réelle définie sur un segment [a,b] C R (ot a < b). Le but de cette question est
de démontrer que si f est lipschitzienne sur [a,b] alors f est bornée sur |a, b, ¢’est-a-dire qu’il eziste
deuz constantes (m, M) € R? telles que m < f(x) < M pour tout x € [a,b].

(a) Montrer que :
Ve e la, 0], [f(2)] <|f(z) = f@)| +[f(a)] et [z —af<(b-a)
» Soit x € [a,b]. On a :
F@) = 1£(@) = f(a) + f(a)] < |f(x) = f(@)| + | f(a)] dapres Vinegalité triangulaire

et :

>a
(a:—a?}(b—a).
Car?éb

T
A\

~
|z —af

Puisque ces inégalités sont vraies pour un réel x € [a, b] fixé, elles sont vraies pour tout x € [a, b].
D’ou :

Vo € fa,b], |f(@)| <|f(x) = fla)| +[f(a)] et |o—al <(b—a)|

(b) Conclure.

» On suppose que f est lipschitzienne sur [a, b]. Montrons que f est bornée sur [a, b]. On cherche
donc deux constantes (m, M) € R? telles que :

Vo € la,b], m< f(z) <M.

On raisonne par analyse synthése.

e Analyse. Puisqu’on a supposé que f est lipschitzienne sur [a,b], on sait qu’il existe une
constante K > 0 telle que :

V(z,y) € [a, b, [f(@) = f(y)] < K|z —yl.

Soit x € [a,b]. On a :

|f(2)| < |f(x) — f(a)] +|f(a)] d’apres le résultat de la question précédente

<
< Klx —al+ |f(a)| car f est lipschitzienne sur [a, b]
< K(b—a)+ |f(a)] d’aprés le résultat de la question précédente.

Par définition de la valeur absolue, on en déduit que :

—(K®-a)+1f(@)]) < f(@) < K(b-a) +|f(a)].

e Synthése. On pose |m = —(K(b—a)+|f(a)||et | M = K(b—a)+ |f(a)| En reprenant les
calculs de I'analyse, on a démontré que :

Vo € [a,b], m< f(z) <M.

On en déduit bien que |si f est lipschitzienne sur [a,b] alors f est bornée sur [a, b]|.

(c) A Uaide d'un exemple précédent, que peut-on dire de la réciproque ? Justifier.
» On considére 'exemple de la fonction hy/s : & — \/z. On a démontré a la question 3(b) que
hi2 n’est pas lipschitzienne sur [0, 1]. Pourtant, la fonction A4 /s est bornée sur [0, 1] car :

Vo e[0,1], 0<vVr<l.

Par conséquent, |la réciproque de I'implication démontrée & la question précédente est fausse ‘
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5. Le but de cette question est de démontrer que la somme de deux fonctions lipschitziennes sur un in-
tervalle I C R est aussi lipschitzienne sur I. Pour cela, on fize deux fonctions fi et fo lipschitziennes
sur I. Montrer que f1 + fo est lipschitzienne sur I.

» On cherche une constante K > 0 telle que :

V(z,y) € I’ |(fi(z) + fol2) — (Aily) + fo(y)| < K|z —y].

On raisonne par analyse-synthése.

e Analyse. Puisque f; et fy sont lipschitziennes sur I, on sait qu’il existe deux constantes K; > 0
et Ky > 0 telles que :

s (1A - AW < Ko -y
V(@) € I, hM@—MMéKM—m

Attention : les constantes Ky et Ko fournies par la définition du fait que fi
et fy sont lipschitziennes sur I sont différentes (et a priori différente de la
constante K cherchée). Pour éviter de s’embrouiller, il est donc utile de leur
donner des noms différents.

Soit (x,y) € I?. On a :

(fi(@) + (@) = (hW) + L))

h(@) = Fiy) + o) = o)

<|fi(x) — fiy)] + | fi(z) — fi(y)] d’aprés 'inégalité triangulaire
<Kilr —y| + Ks|zr — y| car fi et fo sont lipschitziennes sur [
=K1 + K3)|z —yl.

e Synthése. On pose ‘K =K+ K, ‘ En reprenant les calculs de I'analyse, on a bien trouvé une
constante K > 0 telle que :

Vwy) € Py (@) + fo(e) = (ily) + Fo)| < (K + Kl =yl = Ko =y,

On en déduit que ’ f1+ fo est lipschitzienne sur [ ‘

6. A Uaide d’exemples précédents, que peut-on dire de Uassertion «le produit de deux fonctions lipschit-
ziennes sur un intervalle I C R est aussi lipschitzienne sur I» 2 Justifier.
» On a montré a la question 3(c) que la fonction hy :  — 2% n’est pas lipschitzienne sur R. Or la
fonction hy est égale au produit de la fonction affine g : © — x par elle-méme. Or on a montré a la
question 1(b) que la fonction affine g : x +— x est lipschitzienne sur R. Par conséquent, I’assertion
«le produit de deux fonctions lipschitziennes sur un intervalle I C R est aussi lipschitzienne sur I»

est [fausse |.

Exercice 3
On considére la suite (uy,)n>o définie par

w=1l=u=1 et Yn =0, upio=2(Upsy1 — 2uy,).

Montrer qu’il existe (p,0) € R? tel que pour tout entier n > 0 on a u, = p" cos(nh).
» On raisonne par analyse-synthése pour déterminer (p, ) € R2.
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e Analyse. Si u,, = p" cos(n#) pour tout entier n > 0, alors on a en particulier pour n =1 :
1 =wuy = pcos(6).
De plus, on a pour n = 2 :
uy = 2(uy — 2up) =2(1 —2) = =2 et uy = p*cos(20) = p*(2cos?(6) — 1)
d’apres la formule de duplication du cosinus. On en déduit que :
—2:2[pcos(9)]2—p2:2—p2 — p’=4 < (p=2o0up=-2).
—

Si p=2,0n a alors :

1 =2cos(f) < cos(f) = % = (9 = g 2] ou b =—— [27r]> .

Si p = —2 on obtient de méme 0 = 2w /3[27| ou 0 = —27/3[27|. On a donc deux
infinités de choix possibles pour 8 pour chacun des deux choix possibles de p. Ce
qui fait en tout quatre infinités de choix possibles pour le couple (p,0). Mais il ne
s’agit pas ici de trouver tous les couples (p, 0) possibles : il suffit seulement d’en
trouver au moins un. Ne perdez donc pas de temps dans ['analyse : des que vous
avez trouvé au moins un couple (p, ) possible (le plus simple), passez rapidement
a la synthese. En fait, nimporte quel couple parmi les quatre infinités de choix
possibles convient grdice aux propriétés de la fonction cosinus.

e Synthése. On pose |p =2 et § = 7/3|. Montrons par récurrence double que pour tout entier n > 0

on a u, = p"cos(nd) = 2" cos(nm/3).

— Initialisation. On a :

1
2%cos(0) =1=mwuy et 2'cos(n/3) = 25 =1l=u

donc la récurrence double est initialisée.

— Hérédité. On suppose que u,, = 2" cos(nw/3) et u,y1 = 2" cos((n + 1)7/3) pour un entier
n > 0 fixé. Alors :

Upto = 2(Upy1 — 2u,)  d’apres la relation de récurrence de I’énoncé
= 2(2”“ cos((n+1)m/3) —2 x 2" cos(n7r/3)> d’apres les hypothéses de récurrence
= ( cos(nw/34+m/3) — COS(?MT/?)))
= gn+2 ( cos(n /3) cos(r/3) — sin(nr/3) sin(r/3) — cos(mr/S))
d’apres la formule d’addition du cosinus

— 2n+2

(
s

cos n7r/3 = — sm(mr/?))? — cos(mr/?)))

l\DI»—t

os(nm/3) — ? sm(mr/3)> = —2"+1(cos(n7r/3) + \/§sin(n7r/3)).
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D’autre part, on a :
2" 2 cos((n + 2)7/3) = 2" % cos(nw/3 + 27 /3)
= Qnt2 ( cos(nm/3) cos(2m/3) — sin(nm/3) sin(27r/3)>
d’aprés la formule d’addition du cosinus

- _2”+1<cos(n7r/3) + \/gsin(mr/?))).

Par conséquent, on a montré que si u, = 2" cos(nm/3) et u,y1 = 2" cos((n + 1)7/3) alors
Upto = 2" 2 cos((n + 2)7/3). De plus, cette implication est vraie pour tout entier n > 0.

— Conclusion. D’aprés le principe de récurrence double, on en déduit que

Vn =0, u, = 2" cos(nmw/3) |.

Finalement, on a bien trouvé |(p, ) = (2,7/3) | tel que pour tout entier n > 0 on a u, = p" cos(nd).
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DS n° 2 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1
Simplifier les expressions suivantes en fonction de n € N*.

n

1 -2k
1. Z TH_— en inversant ordre de sommation.
— k(n+1—k)

n
2. E In (1 + %) en reconnaissant une somme télescopique.
k=1

3. Z (‘7> & 'aide de la formule du binéme de Newton.
7

(USAN/AN )

Probléme 1
Dans tout ce probléme, on fixe un réel o €]0, 1] et on s’intéresse aux suites (u,),>o définies par la donnée
de ug € R, de u; € R et de la relation de récurrence suivante :

Vn >0, Upio = 0Uptr + (1 — o) min(1, u,).

1. [Informatique]
(a) En utilisant I'instruction if, écrire une fonction min(x,y) qui renvoie le minimum de x et y.

(b) A T'aide de la fonction min, écrire une fonction termeSuivant (sigma,un,unpl) qui prend en
arguments la variable sigma contenant le réel o et les variables un et unpl contenant les termes
u, et u,y1, et qui renvoie la valeur du terme ;5.

(c) A l'aide de la fonction termeSuivant, écrire une fonction terme(n,sigma,u0,ul) qui prend en
arguments la variable n contenant l’entier n > 0, la variable sigma contenant le réel o et les
variables u0 et ul contenant les termes wug et uq, et qui renvoie la valeur du terme wu,,.

2. Dans cette question, on suppose que us < 1.
(a) Montrer que u, < 1 pour tout entier n > 2.
(b) Quel type de suite usuelle reconnait-on pour (u,),>2?
(c) Pour tout entier n > 2, exprimer u, en fonction de n, o, uy et us.
)

(d) En déduire que :

nl_lgloo v, = 7t +(1-— J)(m;n(_lzjuo) + min(l,ul)).
3. Dans cette question, on suppose que us > 1.
(a) Montrer que u; > 1.
(b) Montrer que u,, > 1 pour tout entier n > 1.
(¢) Quel type de suite usuelle reconnait-on pour (uy,),>o ?
(d) Pour tout entier n > 2, exprimer u, en fonction de n, o et us.
(e) En déduire que u,, tend vers 1 quand n tend vers 4oo.

4. [Informatique] A l'aide des fonctions précédentes, écrire une fonction limite(sigma,u0,ul) qui
prend en arguments la variable sigma contenant le réel o et les variables u0 et ul contenant les
termes ug et uq, et qui renvoie la valeur de la limite de u,, quand n tend vers +oc.
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Exercice 2
Résoudre les inéquations suivantes d’inconnue x réelle.

(]1) x(z“) < 73
(I3) 6cos(x) + 7 < 8sin(x)
(I3) sin(7x) < sin(bz)
Probléme 2
Pour tout n € N*, on pose @, =3 % | [[7_, (i +7) et W, = [}, >0, (i + j).
1. Montrer que &5 # Ws.

2. [Informatique] On considére la fonction mystere écrite ci-dessous.
(a) Que calcule la fonction mystere ?

def mystere(i,n): (b) En utilisant la fonction mystere, écrire une fonction
p=1 phi qui prend en argument un entier n € N* et renvoie
for j in range(1l,n+1): la valeur de ®,,.
p = px(i+j) (c¢) En vous inspirant des fonctions précédentes, écrire une
return p fonction psi qui prend en argument un entier n € N*

et renvoie la valeur de V,,.
Pour la suite du probléme, on fixe n € N*.

3. En simplifiant chaque membre & I’aide de factorielles, montrer qu’on a pour tout i € N* :

flesn=((157)- (1)

J=1

2 !
4. En déduire que ¢,, = M —nl.
(n+1)!
5. [Informatique]
(a) Ecrire une fonction fact qui prend en argument un entier & € N et renvoie la valeur de k!.

(b) A T'aide de la fonction fact, écrire une fonction phi2 similaire a la fonction phi mais utilisant
le résultat de la question 4.

6. Montrer que ¥, = C, [, (”TH + z) ou (), est un réel & déterminer en fonction de n et dont
'expression ne contient ni le symbole > ni le symbole [].

7. Dans cette question, on suppose que n est impair et on pose n =2k + 1 ou k € N.
(a) Simplifier H?ﬁ?l(l@ + 1+ 1) a l'aide de factorielles.
L((Bn+1)/2)!
(n+1)/2)!"

8. Dans cette question, on suppose que n est pair et on pose n = 2k ou k € N*.

(b) En déduire que ¥,, = n

(a) En séparant les indices pairs et impairs, montrer que :

4k+1 | 2k
[T E+0 :42’“%H(k+§+i).
(=2 1=1

ny (3n 4+ 1)!(n/2)!

Z> (n+1)!(3n/2)!"

9. [\Informatique] On rappelle que 'instruction n%2 est égale & 0 si n est pair et 1 si n est impair.
A Taide de la fonction fact, écrire une fonction psi2 similaire a la fonction psi mais utilisant les
résultats des questions 7 et 8.

(b) En déduire que ¥,, = <

Exercice 3
Soit x € [—1,1]. Montrer que arccos(x) + arcsin(z) =

SE
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Corrigé du DS n° 2 de mathématiques et
d’informatique

Exercice 1
Simplz'ﬁer les expressions suivantes en fonction de n € N*.

n+1-— 2k
1. Z + en tnversant 'ordre de sommation.

k(n+1—k
>Ona
n+1-2k - n+1-2n+1-17) (=n+1—Fk
= t
5= 2:kn+1— %;m+4-wxn+1—om+1—@)enmﬂm e k=n+1-1
e e GRS VR o B0 e
[ A N VA nt1-0 P
(=1 (=1
a 1 -2k
= k+—1:—S en posant ¢ = k (variables muettes).
~k(n+1-k)

Par conséquent 25 = 0 donc S = 0. Finalement :

2”: nt1-2% _ .
kEn+1—k)

k=1

2. Z In (1 + %) en reconnaissant une somme télescopique.

=1

» On a

dm(1+2)=) In (w)
k=1 k=1 k

k=1
=—In(l)—In(2) + In(n 4+ 1) + In(n +2) en reconnaissant une somme télescopique
=0
:ln(m+¢gn+m>
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On peut aussi reconnaitre plus facilement la somme télescopique en remarquant
que :

VE>1, In(k+2)—In(k) = (1n(/< +2) +In(k + 1)) - <1n(k T1)+ mm)

=Uk4+1 ;ij
donc :
<ln(k +2)— ln(k)) = Z (Uk+1 - uk>
k=1 k=1
= Up+1 — W

= (ln(n +2) +In(n+ 1)) — <1D(2) + hl(l))~

3. E (‘7> a laide de la formule du binome de Newton.
7
0<i<j<n

» On a:

N

~. O,

~__—
I

3

[~]-

J : , .
(, en reconnaissant une somme double sur un triangle d’indices

o
A
N
<.
N

3
<

Il
o
<
Il

o

~

3

(‘7) 1i1j_i) car 1F =1 pour tout k € N

I
AMM.

1

<
I
o
S
Il
o

(1+1)? d’aprés la formule du bindéme de Newton

[
.

[
o

s |

1 — 2" en reconnaissant la somme des termes
1-2 d’une suite géométrique de raison 2

Il
.
|

<.
Il

I
=
o
LY N
—_

Probléme 1

Dans tout ce probleme, on fixe un réel o €)0, 1] et on s’intéresse auz suites (uy,)n>0 définies par la donnée
de ug € R, de u; € R et de la relation de récurrence suivante :

Vn 20, Upie = 0Upsr + (1 — o) min(1, u,).

1. [Informatique]
(a) En utilisant Uinstruction if, écrire une fonction min(x,y) qui renvoie le minimum de x et y.
» Par exemple :

def min(x,y):
if x < y:
return x
else:
return y

(b) A laide de la fonction min, écrire une fonction termeSuivant (sigma,un,unpl) qui prend en
arguments la variable sigma contenant le réel o et les variables un et unpl contenant les termes
Up €t Upyq, €l qui renvoie la valeur du terme Uy, o.

» Par exemple :
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def termeSuivant(sigma,un,unpl):
return sigma*unpl+(1l-sigma)*min(1,un)

(c) A Uaide de la fonction termeSuivant, écrire une fonction terme(n,sigma,u0,ul) qui prend
en arguments la variable n contenant [’entier n > 0, la variable sigma contenant le réel o et les
variables u0 et ul contenant les termes ug et uy, et qui renvoie la valeur du terme u,,.

» Par exemple :

def terme(n,sigma,ul,ul):

for i in range(n-1):

¢ = termeSuivant(sigma,a,b)
a=>
b=c

return b

2. Dans cette question, on suppose que us < 1.

(a) Montrer que u, < 1 pour tout entier n > 2.
» On raisonne par récurrence.
Initialisation. On a us < 1 par hypothese.
Hérédité. On suppose que u, < 1 pour un entier n > 2 fixé. En appliquant la relation de
récurrence de la suite (u,),>o au rang n — 1 > 0, on obtient :

Upy1 = 0 Uy, +(1—0o)min(l,u, 1) <o+ (1—0)=1 caro €0, 1].
—~ ————

~—
>0 <1 >0 <1
V TV
<o <(1-0)

Attention aux manipulations d’inégalités : pour justifier que ou, < o et
(1 —o)min(1,u,—1) < (1 — o), il est nécessaire de préciser que o > 0 et
(1—0) >0, donc que o €0, 1].

Par conséquent, u,, < 1 implique que u, 1 < 1 et ceci est vrai pour tout entier n > 2.
Conclusion. D’apres le principe de récurrence, on a montré que |u,, < 1 pour tout entier n > 2|.

Puisque la relation de récurrence de suite (uy,)n>o est d’ordre 2, on peut aussi
raisonner par récurrence double. Attention dans ce cas pour linitialisation :
il faut vérifier us <1 et ug < 1.

(b) Quel type de suite usuelle reconnait-on pour (u,)ps2 ?

» D’aprés le résultat de la question précédente, on a min(1,u,) = u, pour tout entier n > 2.
On en déduit que (uy,),>2 vérifie la relation de récurrence suivante :

Vn =2, Upyo = 0tupyr + (1 — o) min(1, u,) = otpyr + (1 — 0)uy,.

On reconnait que | (uy,),>2 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 |.

(c) Pour tout entier n > 2, exprimer u, en fonction de n, o, uy et us.
» L’équation caractéristique associée a la suite (uy,),>2 est :

F=0q+(1—-0) &= ¢—-0qg—(1—-0)=0.

Son discriminant vaut A = (—0)?*+4(1 —0) = 0 — 40 + 4 = (0 — 2)?. 1l est strictement positif
car o # 2 (puisque o €]0, 1[). On obtient donc deux solutions réelles distinctes :

o+ (o0 —2)
2

c+VA o+lo—2 o—(0-2)
2 2 B 2

q1 = =1 et go = =0 — 1.
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Pour aller plus vite, on peut aussi remarquer (avant le calcul du discriminant)
que g1 = 1 est une solution évidente donc g = —(1 —0) = 0 — 1 est aussi
une solution puisque q1qo = —(1 — o) (et ¢t + ¢ = —(—0) =0).

Par conséquent, il existe deux constantes (A, Ay) € R? telles que pour tout entier n > 2 :

Up = )\1(]?72 + /\2q12172 = )\1 + /\2(0’ — 1)”72.

Attention aux quantificateurs et a leur ordre ici! Soyez trés précis dans votre
rédaction : les constantes A1 et Ay ne dépendent pas de 'entier n!!

Pour n = 2 et n = 3, on obtient :
{uQ =+ X (L) donc { (0 —Dug —uz = A\(c—2) (0 —1)(Ly) — (L2)
Uz = )\1 + )\2(0’ — 1) (L2> Uz — U = )\2(0 — 2) (Lg) — (L1>
(O’ — 1>UQ — Us

A = 5
donc us —Uu2
Ay = ——
o—2

Finalement, on obtient :

(0 — Dug —usz  uz — usg
o—2 o—2

Vn =2, |u,= (0 —1)" 2|

(d) En déduire que :
lim o, — 2t (L= o)(min(l uo) + min(l, ur))

» Puisque o €]0,1[,on a —1 < (0 — 1) < 0 donc lim,,_,, (0 —1)"2 = 0. D’apres le résultat
de question précédente, on en déduit que :
(0'—1)UQ—U3 Uz — OUg + U2

lim wu, = =
n—too o—2 2—0

En appliquant la relation de récurrence de la suite (u,),>0 aux rangs n =2 et n =3, on a :

uy = oug + (1 — o) min(1, ug)
ug = oug + (1 — o)min(1, uy) °

Par conséquent :

ous + (1 — o) min(1,uy) — oug + ouy + (1 — o) min(1, ugp)

lim wu, =
n—-+o0 2—0

ouy + (1 — o) (min(1, up) + min(1, uy))
2—0 ‘

3. Dans cette question, on suppose que us > 1.

(a) Montrer que uy > 1.
» Par l'absurde, on suppose que u; < 1. En appliquant la relation de récurrence de la suite
(tn)n>0 au rang n = 2, on obtient :

up=_0 , u +(1—o)min(l,uy) <o+ (1—0c)=1 caro€0,1].

>0 <1 >0 <1
\Hf_'/ [\ - 2
<o <(1-0)

Ceci est absurde car us > 1 par hypothése. On en déduit que .
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(b) Montrer que u,, > 1 pour tout entier n > 1.

» On raisonne par récurrence double.

Initialisation. On a u; > 1 d’aprés le résultat de la question précédente et uy > 1 par hypothése.
Hérédité. On suppose que u,, > 1 et u,,1 > 1 pour un entier n > 1 fixé. En appliquant la relation
de récurrence de la suite (u,),>0 au rang n > 0, on obtient :

Upiz = OUpy1 + (1 — o) min(l,u,) = 0 upp1+(1—0) >0+ (1—0)=1 caro€]0,1].
=lcarl<up >0 >1
>0
Par conséquent, u,, > 1 et u,1 > 1 impliquent u, 1o > 1 et ceci est vrai pour tout entier n > 1.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence double, on a montré que ’ u, > 1 pour tout entier
n=>=1|

(c) Quel type de suite usuelle reconnait-on pour (uy,)nso ¢

» D’apreés le résultat de la question précédente, on a min(1,w,) = 1 pour tout entier n > 1. On
en déduit que (uy,),>1 vérifie la relation de récurrence suivante :

Vn =1, Uupyo = oty + (1 — o) min(1,u,) = ouyyg + (1 — o).
En particulier, en appliquant cette relation au rang n —1 > 1 <= n > 2, on obtient :

Vn =2, upy = ou, + (1 — o).

On reconnait que | (uy,),>2 est une suite arithmético-géométrique |.

(d) Pour tout entier n > 2, exprimer u, en fonction de n, o et us.
» L’équation caractéristique associée a la suite (uy,),>2 est :

a=ca+(l—0) <= (1—-0c)a=(1—-0) <= a=1 carl—o #0 (puisque o €0, 1]).

Ainsi, la suite (u, — @)ps2 = (4, — 1)p>2 est une suite géométrique de raison o. On en déduit
que pour tout n > 2 :
Uy — 1 =0""2(uy — 1).

Finalement, on obtient :

Vn =2, |u,=0"(uy—1)+1|

(e) En déduire que u,, tend vers 1 quand n tend vers +oo.
» Puisque o €]0,1[, on a lim,,_,, . 0™ 2 = 0. D’aprés le résultat de la question précédente, on

en déduit que :
lim wu, = .

n—-4o00

4. [Informatique] A laide des fonctions précédentes, écrire une fonction limite(sigma,u0,ul) qui
prend en arguments la variable sigma contenant le réel o et les variables u0 et ul contenant les
termes ug et uy, et qui renvote la valeur de la limite de u, quand n tend vers +oo.

» Par exemple :

def limite(sigma,u0,ul):
u2 = termeSuivant(sigma,u0,ul)
if u2 <= 1:
return (sigma*ul+(l-sigma)*(min(1,u0)+min(1,ul)))/(2-sigma)
else:
return 1
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Exercice 2
Résoudre les inéquations suivantes d’inconnue x réelle.

([1) x(a:“) < 23

» Puisque les exposants z* et 3z sont des nombres réels, on a d’aprés la définition des puissances :
2@ = exp (z'ln(z)) et z* =exp(3zin(z)).
Ainsi I'inéquation (I;) est bien définie seulement pour x > 0 et on a :

(I;) <= exp (z'In(z)) < exp (3zIn(x))
<= 2'In(z) < 3zIn(x) car la fonction exp est strictement croissante
— (2* —3z)In(z) <0
<« z(2° — 3) In(z) <0.
On étudie le signe de la fonction f: z — (23 — 3) In(z) sur |0, +oo.
La fonction g : x + 2% — 3 est dérivable sur R comme fonction polynomiale et sa dérivée ¢’ : x +— 322
est strictement positive sur R sauf en 0. On en déduit que g est strictement croissante sur R.

Attention, l'argument que ¢’ est positive sur R justifie seulement que g est crois-
sante sur R mais pas qu’elle est strictement croissante. Pour justifier qu’une
fonction est strictement croissante sur un intervalle, il suffit de prouver que sa
dérivée est strictement positive sauf en un nombre fini de points.

De plus, on a :

3 3

g(z) =0 <= 2°-3=0 < 2°=3 <= 2 =+/3 par définition de la racine troisiéme.

Et /3 > 1 car 1> =1 < 3. On en déduit le tableau des signes de f.

T 0 1 V3 +00
gx)y=2*-3 10 - - 0 +
In(x) - 0 + +
f(x) + 0 — 0 +

Par conséquent, I’ensemble des solutions de (/) est [1, \5/3} .

(I3) 6cos(x) + 7 < 8sin(x)
» On a:
(I;) <= 6cos(x) + 7 < 8sin(z) < 6cos(x) — 8sin(z) < 7.

On cherche le module et un argument du complexe z =6 — 8. On a :

=1/62 + =36 + 64 = v100 = 10

3 4
donc z=10 <5 — 52> = |z|(cos(arg(z)) + isin(arg(z))).
Puisque sin(arg(z)) = —3 < 0, on en déduit que ¢ = — arccos(2) est un argument de .

Aidez vous d’un schéma du cercle triqonométrique. L’équation cos‘(drg( ) =2
admet pour solutions arg(z) = arccos(2)[27] ou arg(z) = —arccos(2)[2n]. Le
signe de sin(arg(z)) permet d’éliminer les premiéres solutions.
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Ainsi 6 — 8 = z = 10(cos(¢) + isin(y)) donc 6 = 10cos(p) et —8 = 10sin(y). En reportant dans
I'inéquation, on obtient :

(I3) <= 6cos(x)+ 7 < 8sin(x)
<= 6cos(z) — 8sin(zr) < =7
<= 10 cos(¢) cos(z) + 10sin(p) sin(x) < -7
-7
10
-7 -7
<= dk € Z, arccos 0 + 2kt <z — ¢ < — arccos 0 + 27 + 2km

<= cos(zx — ) <

-7 -7
<= Jk € Z, ¢ + arccos (E) + 2km < x < ¢ — arccos (1—()) +2(k + 7.

Aidez vous d’un schéma du cercle trigonométrique pour résoudre l'inéquation
cos(r — ) < 1—07 N’oubliez pas les congruences modulo 2.

Finalement, I’ensemble des solutions de (I5) est :

3 =7 3 =7
| l — - -— 2km, — -] - -— 2(k+1 .
o [ arccos <5> + arccos ( 10) + 2Km, — arccos (5> arccos ( 10) +2(k + )7?]

(I3) sin(7x) < sin(bz)
» On a:

(I3) <= sin(7z) < sin(bx) <= sin(7z) — sin(bx) < 0.

On étudie le signe de la fonction f : z +— sin(7x) < sin(5z) sur R. Or on a pour tout z € R :

f(z) = sin(7z) — sin(bz) = Im (ez’?x _ 61593)
=Im <2i sin (_7905550) eZ%) par factorisation par l’angle moitié

= 2sin(z) cos(6x).
De plus, on a d’aprés le cercle trigonométrique :
sin(z) >0 <= x € U [0+2k7r,7r+2k7r],
keZ
et :

T km m k_7r

T 7r
cos(6x)>0<:>6x€U[———l—2k7r,— E+?’E+3

5 2+2k7r]<:>x€U{—
kez kez

On en déduit le tableau des signes de f.

v e 0n i BB Ry T EY T w
sin(x) -0+ + + + + + +0- - - - — — =0+
cos(6z) |- 0+ +0-0+0-0+0—0+ +0—-0+0-0+0-0+ +0—
f@) | 0-0+0-04+0-0+0-0+0-0+0—-0+0-0+0-0+0

BCPST1A lycée Hoche 2018-2019 30 sur 146 Sébastien Godillon



Finalement, I’ensembler des solutions de (I3) est :

om T 3T 11
2 2 2 — 42 2 2
[12+ km, — + k:?T] [12+ km, 12+ k?71’:| [4 + 2km, — 50 + kw}
1 1
U U 7T+2k377',ﬁ+2k377' U 57T+2k7r 77T+2k7r
12 4 2
keZ
197 T 23m
U {H + 2km, T + 2/€7T:| U {E + 2km, 27 + 2/{:7r]
Probléme 2
Pour tout n € N*, on pose @, = > " | [[7_ (i +j) et W, = [[;_, >0, (0 + 7).
1. Montrer que ®o # Us.
» On a:
2 2
E:Ilz+j D+1)(i+2)=> (+3i+2)=(1+3+2)+ (4+6+2) =18
=1 j=1 =1 =1
2 2
ot IIE:Z+j ]1<u+1%+@+m>:IF%+3):@+3X4+@:35
i=1 j=1 =1

Donc on obtient que .

2. [Informatique] On considére la fonction mystere écrite ci-dessous.

def mystere(i,n):
p=1
for j in range(1,n+1):
p = p*x(i+j)
return p

(a) Que calcule la fonction mystere ¢

» La fonction mystere prend en argument deux variables i et n contenant les entiers i € N* et
n € N*, et renvoie la valeur du produit :

n

[+

J=1

Attention a [instruction range(a,b) qui représente lintervalle d’entiers
la,b—1] ={a,a+1,a+2,...,b—2,b—1}. En particulier, dans la boucle
for de la fonction mystere, Za variable j prend toutes les valeurs entieres
de 1 a n mais pas la valeur n+1.

(b) En utilisant la fonction mystere, écrire une fonction phi qui prend en argument un entier
n € N* et renvoie la valeur de ®,,.

» Par exemple :

def phi(n):
=0
for i in range(1l,n+1):
s = s+mystere(i,n)
return s
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(c) En vous inspirant des fonctions précédentes, écrire une fonction psi qui prend en argument un
entier n € N* et renvoie la valeur de W,,.

» Par exemple :

def psi(n):

p=1

for i in range(l,n+1):
s=0
for j in range(l,n+1):

s = s+(i+j)

p = p*s

return p

On peut également écrire une fonction auxiliaire similaire a la fonction

. , _ noge :
mystere (peu importe le nom) pour calculer la somme ijl(l + j) puis
lutiliser pour écrire la fonction psi.

Pour la suite du probléme, on fize n € N*.

3. En simplifiant chaque membre a ['aide de factorielles, montrer qu’on a pour tout i € N* :

6= (("31") - ()

J

» Soit 4 € N*. On a :

n i+n
(i+7)= H k en posant le décalage d’indice k =i + j
j=1 k=it+1
i+n k'
= % par associativité du produit
[T k
(i +n)!

par définition de la factorielle.

7!

D’autre part, on a :

1 . . . .
ntrhly _(nt nl = nt + Ay _ (e n! d’aprés la formule de Pascal
n+1 n+1 n n+1 n+1

_ (n4a)! L, bar définition des coefficients binomiaux
_n!(n—l—i—n)! ' car0<n<n+i
(n+1)!
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On peut également utiliser la définition des coefficients binomiauzr puis tout
mettre au méme dénominateur :

n+1+1 n—+1 |
— n!
n+1 n+1

(n+i+1) (n+1)! >n'

_<(n—|—1)(n—|—1+1—(n—|—1)) (n+Dln+i—(n+1))!

_((n+2+1). (n+1)! )m_((n+l+1).—(n+i)!i>n!

(n+ 1)l! (n+ D! —1)! (n+ 1)li!
() n+it+1— z’)“ _ (n+i)(n+ 1)n' B (n—i—i)!n' | (n+19)!
B (n+1)k! O (m+DN Tl Ll
On en déduit bien que :
n . .
n+i1+1 n+1
Vi € N* I+ ) = — M
' ’ E(HJ) <( n+1 ) (n+1)>n
2 1)!
4. En déduire que ®, = w —nl.
(n+1)!
» On a :
- TI6+s
i=1 j=1
n . 1 .
= ((n o ) — (n i Z)) n!  d’aprés le résultat de la question précédente
— n+1 n+1

n . 1 .
=n! E ((n Tt ) — (n + Z)) par linéarité de la somme
— n+1 n+1

n+n+1 n+1 . , .
! — en reconnaissant une somme télescopique

Il
3

n+1 n+1

2n+1 k
| =
n! <(n—|—1> > car (k) 1 pour tout k € N

ol (2n + 1)! 1 par définition des coeflicients binomiaux car
N 2n—|—1—(n—|—1)) 0<n+1<2n+1
(2n + 1) (2n 4+ 1)!
=nl|——=-1)=|—— —
(n—l—l)'n' (n+1)!

5. [Informatique]
(a) Ecrire une fonction fact qui prend en argument un entier k € N et renvoie la valeur de k!.

» Par exemple :

def fact(k):
p=1
for i in range(1,k+1):
p = p*i
return p
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On peut aussi écrire la fonction fact de maniére récursive :
def fact(k):
if k == 0:
return 1

else:
return fact(k-1)

(b) A Uaide de la fonction fact, écrire une fonction phi2 similaire @ la fonction phi mais utilisant
le résultat de la question 4.

» Par exemple :

def phi2(n):
return fact(2*n+1)/fact(n+l)-fact(n)

6. Montrer que ¥, = C, H?Zl (”TH +i) ou C, est un réel a déterminer en fonction de n et dont
lexpression me contient ni le symbole Y ni le symbole [].
» On a :

K
3
Il
o,
=
=

s
Il
R
<.
Il
MR

I

s
Il
—

< 1+ Z j) par linéarité

n(n+1 . .
g) d’aprés la formule de la somme des premiers entiers

1 - - 1
n (@ + n—2k )) = Hn X H (z + n—21— > par multiplicativité

s
I
—

I I
o e b
A~ T~

2.
_l_
[\

s
Il
R

D’ou le résultat en posant .

7. Dans cette question, on suppose que n est impair et on pose n =2k +1 ou k € N.
(a) Simplifier [T (k +1414) a Uaide de factorielles.
» On a:

2k+1 3k+2
H (k+141) = H ¢ en posant le décalage d’indice { =k + 1414
i=1 t=k+2
3k+2
_ !
- k41
=1

3k + 2)!
- ﬁ par définition de la factorielle.

par associativité du produit

L ((B3n+1)/2)!

(b) En déduire que V,, =n CEE
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» On a:

T(n+1 .
v, =n" H < + z) d’apreés le résultat de la question 6

, 2
i=1
2k+1
=n" (k+1+4+i) carn=2k+1
i=1
3k +2
(( 2 :_ 1)) d’apres le résultat de la question précédente

B =1)/2+2)!
-2+ 1)

n((3n+ 1)/2)!
(n+ 1)) |

car k= (n—1)/2

8. Dans cette question, on suppose que n est pair et on pose n = 2k ou k € N*.

(a) En séparant les indices pairs et impairs, montrer que :

4k+1 2k

3k)! :

[Tek+0 :42’“%H(k+%+z).

=2 Toi=l
» On a:
k41 k41 k41
H (2k+1¢) = H (2k +0) x H (2k + ¢) en séparant les indices pairs et impairs
=2 =2 (=2

¢ pair ¢ impair

-~ -~

on pose £ = 2i on pose £ =2i+1

= JI @k+2)x [ @k+2i+1)

2<2i<4k+1 2<2i+1<4k+1
= I Ce+d)x IT (k+i+d)
1<i<2k+% 1<i<2k

2%k
:HQX Hk—l—z XHZXH[{;—F@'—I—%) par multiplicativité
=1 i=1
on pose j =k +1

3 2%k
= 2%k % H j x 22k x H(k + % +1i) par décalage d’indice

j=k+1 i=1
, H;k ;oo
= (22k) X ‘;—:1 X H(k + 3 + 1) par commutativité et associativité du produit
j:lJ i=1
IMPEACLIS § SN définition de la factoriell
— I H( + 1 +1i)| par définition de la factorielle.
=1

(3n + 1)!(n/2)!
(b) En déduire que U, (4) (n+ 1)1(3n/2)1°
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» On a:

& 1
v, =n" H (n;t + 2) d’aprés le résultat de la question 6
i=1

2%
1
:n”H(k+§+i) car n = 2k
i=1

o TLES 2k + 0)

=n"x A2 (3E) A d’apres le résultat de la question précédente
o 6k+1
= EW H j en posant le décalage d’indice j = 2k + /¢
( ) j=2k+2
=T1054 5/ TE S
n" k! (6k+1)!

= 15 GBI (2k 1] par associativité du produit et définition de la factorielle

(2! (6(n/2) + 1)
G0N (nr )]
_ | (ny Bn+1)l(n/2)!
(3) CESNEOH

car k =n/2

9. [Informatique| On rappelle que linstruction n\%2 est égale 4 0 sin est pair et 1 sin est impair.
A laide de la fonction fact, écrire une fonction psi2 similaire a la fonction psi mais utilisant les
résultats des questions 7 et 8.

» Par exemple :

def psi2(n):
if n¥%2 ==
return (n**n)*fact((3*n+1)/2)/fact((n+1)/2)
else:
return ((n/4)**n)*fact(3*n+1)*fact(n/2)/(fact(n+l)*fact(3*n/2))

Les parenthéses autour des puissances nx*n et (n/4)**n ne sont pas nécessaires
mais les expressions sont plus claires avec. En pratique, cette fonction retourne
une erreur car les divisions (3*n+1)/2, (n+1)/2, n/2 et 3*n/2 renvoient des
nombres flottants (4 virgules) méme si les résultats sont entiers (par exemple
1/1=1.0), alors que la fonction fact prend en argument un nombre entier k (a
cause de l'instruction range (1,k+1) ). Pour corriger cette erreur, il serait néces-
saire de remplacer ['opérateur de division / par l'opérateur de division entiere //
(qui renvoie le quotient entier de la division sans calculer le reste) ou d’utiliser
I’instruction int qui transforme les nombres flottants en nombres entiers.

Exercice 3 -
Soit x € [—1,1]. Montrer que arccos(x) + arcsin(x) = —

» Il suffit de montrer que arccos(z) = § — arcsin(z). Or, par définition de la fonction arccosinus,

arccos(z) est 'unique solution de I’équation cos(#) = = d’inconnue 6 € [0, 7]. Or on a d’aprés les formules
de trigonométrie (symétrie des fonction cosinus et sinus et réciprocité de la fonction arcsinus) :

cos (g — arcsin(x)) = sin(arcsin(z)) = x.
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De plus,

donc

T
2
< arcsin(z) <

bo |

donc 0= g - g < g — arcsin(z) <

donc <g - arcsin(x)) € [0, 7].
Ainsi 6 = (% — arcsin(z)) est solution de I'équation cos(d) = = et 6 € [0, x]. Par définition de la fonction
arccosinus, on en déduit que :

(g — arcsin(x)) = arccos(x)

et par conséquent :

arccos(z) + arcsin(z) =

N

Noubliez pas de justifier que (3 — arcsin(z)) € [0, 7] sinon on peut seulement déduire
de cos (2 — arcsin(z)) = z que (2 — arcsin(x)) = arccos(z) ou — arccos(z) [27].
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DS n° 3 de mathématiques et d’informatique

durée : 4 heures

Exercice

Lors d’une sortie scolaire, une classe de BCPST de 35 filles, 11 garcons et 3 accompagnateurs montent
dans un autocar de 53 places : 12 rangées de 2 places a gauche, 12 rangées de 2 places a droite et 1 rangée
de 5 places au fond. Les précisions ci-dessous sont valables pour tout ’exercice :

— le chauffeur et sa place ne sont pas pris en compte;
— les termes «garconsy et «filles» désignent seulement des étudiants, non des accompagnateurs ;

— les réponses aux questions n’ont pas besoin d’étre simplifiées.
1. De combien de facons différentes les 49 personnes peuvent-elles s’asseoir dans 'autocar ?

Désormais, on suppose que les 4 premiéres places (1* rangée a gauche et 1™ rangée a droite) sont réservées
aux 3 accompagnateurs (qui laissent la quatriéme place inoccupée).

2. De combien de facons différentes les 49 personnes peuvent-elles s’asseoir dans I'autocar ?
3. Parmi ces fagons, combien d’entre-elles sont telles que (chaque question est indépendante) :
(a) aucune fille n’est assise dans la rangée du fond ?
(b) les 5 places de la rangée du fond sont occupées par des filles ?
(c) dans chacune des 25 rangées, il y a au plus un seul gargon ?
)

(d) il y a autant de gargons assis dans les rangées a gauche que dans les rangées a droite (quel que
soit le nombre de gargons assis dans la rangée du fond) 7
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Probléme 1

Soit £ un ensemble fini de cardinal n. Une p-filtration de E est une p-liste (A;, A, As, ..., A,) de parties
de E telle que Ay C Ay C A3 C --- C A,. Par exemple (0,0, {1}, {1,3},{1,3},{1,2,3}) est une 6-filtration
de {1,2,3}, mais aussi de {1,2,3,4}. Le but de ce probléme est de dénombrer les p-filtrations de E. Pour
tout couple d’entiers (n,p) € N x N*, on note F},,, le nombre de p-filtrations d’un ensemble & n éléments.

1. Que vaut Fp ), 7 Justifier votre réponse.
2. A toute p-filtration (A, Ay, As, ..., A,) de 'ensemble {1}, on associe le nombre :

©(Ay, Ay, As, .. Ay = card{i € [1,p] | Ai = Q)},

(a) Que vaut o(0,0,0,{1},{1}) dans le cas p =57
(b) Déterminer 'image directe de I’ensemble des p-filtrations de {1} par I'application .
(c) Montrer que 'application ¢ est injective.
(d) En déduire la valeur de F} ,,.
3. En remarquant que I’ensemble des 1-filtrations de E est un ensemble du cours, déterminer £}, ;.
4. Montrer que F,, , < 2",
5. Dans cette question, on consideére le cas p = 2.
(a) Déterminer toutes les 2-filtrations de 'ensemble {1,2} et en déduire que Fyo = 9.
(b) Dans cette question, on fixe un entier k € [0, n].
i. Combien y a-t-il de parties Ay C E telles que card(As) = k7
ii. On fixe une partie Ay C F telle que card(A4y) = k. Combien y a-t-il de parties A; C Ay ?
(c) A P'aide des résultats précédents, écrire F, 5 sous la forme d’une somme.
(d) En déduire que F, 5 = 3™.

6. Pour tout entier p > 1, on pose la proposition suivante :
J€(p) : «il existe une constante C, € R telle que pour tout n € N, F,, , = (C,)"».

Le but de cette question est de montrer que cette proposition est héréditaire. Pour cela, on fixe un
entier p > 1 et on suppose que la proposition 7 (p) est vraie.

(a) Soient n € N et k € [0,n]. Combien y a-t-il de (p + 1)-filtrations (Ay, A, ..., A,  Apiq) de E
telles que card(A,+1) = k7 Exprimer ce nombre en fonction de k, n et Fy .

(b) Montrer que Fy, pi1 = Y 5o () (Cp)* pour tout n € N.
(c) En déduire que J7(p + 1) est vraie.
7. A l'aide du résultat de la question précédente, exprimer C, en fonction de p > 1.

8. Conclure le probléme en détaillant votre raisonnement a 1’aide des résultats précédents.
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Probléme 2

Dans tout le probléme, pour tout m € R, pour tout (a,b) € R?, on pose
Sm(a,b) = {(un)nen suites réelles |ug = a,u; = b,Yn € Nty = Upy1 +m - uy}.

1. Soit m € R. On considére I’équation d’inconnue complexe z, F,, : 22 — x — m = 0. Déterminer le
nombre de solutions réelles de E,, en fonction de m.

2. (INFO) Ecrire une fonction nb_sol(m) qui renvoie le nombre de solutions réelles de 1’équation 22 —

x—m = 0.

3. Résoudre dans C : Fjy, Efé, E 1. Dans le cas de solutions complexes non réelles donner également
une écriture exponentielle des solutions.

4. Soit la suite (ov,)nen définie par : g = 2,1 = 3,Vn € N, a0 = Qg — i@n-

(a) (INFO) On considére les deux fonctions suivantes écrites en Python :

def alpha(n) : def alphabis(n)
u0=2 u0=2
ul=3 ul=3
for i in range(n) : for i in range(n)
ul=ul-0.25%u0 u=ul
ul=ul ul=u-0.25%u0
return u0 u0=u
return u

Déterminer la valeur de alpha(3) et de alphabis(3).

(b) (INFO) Ecrire une fonction alphater(n) qui prend en argument un entier n et qui renvoie la
valeur de «,,.

(c) Déterminer pour tout n € N, une expression de «,, en fonction de n.
(d) Déterminer a,b, m des réels tels que (o, )nen est un élément de S,,(a,b).
5. Soit la suite (8, )nen définie par : o = 0,8, =4,Vn €N, B0 = But1 — 55n.

(a) (INFO) Ecrire une fonction beta(n) qui renvoie la valeur de $3,. On utilisera la formule de
récurrence.

(b) Déterminer pour tout n € N, une expression de /3, en fonction de n.

(c) Montrer que S_ 1 (0,4) contient comme unique élément la suite (8, )nen. On pourra considérer
une suite quelconque (u, )pen de S_ 1 (0,4) et montrer par une récurrence double que pour tout
n € N, u, = [,.
6. On définit la suite de Lucas (L, )nen par : Lo =2,L1 = 1,Yn € N, L,y o0 = Ly 1 + Ly,.

(a) Montrer que pour tout n € N, on a L,, = <1+Tﬁ> + (%‘F’) .

(b) (INFO) Déduire de la question 6a une fonction Lucas(n) qui renvoie la valeur de L,,.
(c) Soient a,b,m des réels. Montrer que si (L;)nen est un élément de S,,(a,b) alors a = 2,b =
1,m=1.
7. Soient m,a,b des réels et (u,)neny une suite de S,,(a,b). Pour tout n € N, on souhaite simplifier
2 k= Uk-

(a) (INFO) Ecrire une fonction suite(a,b,m,n) qui prend en arguments trois réels a, b, m et un
entier n et qui renvoie la valeur de u,, o (u,)nen est un élément de S, (a, b).

(b) (INFO) On déduit de la question précédente la fonction somme (a,b,m,n) définie par
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def somme(a,b,m,n)
S=0
for i in range(n+1)
S=S+suite(a,b,m,n)
return S

Quelle est la valeur de retour de cette fonction ? Modifier celle-ci pour que la valeur de retour
de cette fonction soit Y _, uk, o0 (U )nen est un élément de S, (a,b).

(c) Cas1:m=0.

i. Caleuler S0 tr, S _o Uky Soar U
ii. Pour tout n > 2, simplifier Y ,_ uy.
d) Cas 2 : m # 0. Pour tout n € N, simplifier ", u;. On pourra remarquer que
k=0

1
Vk € Nyup = — (Upy2 — Upy1) -
m

(e) Pour tout n € N, en déduire > 7, ar, > 1o Brs 2 po Lk
8. Dans cette question, on cherche & simplifier diverses sommes faisant intervenir la suite (L, ),en définie
a la question 6.

(a) Pour tout n € N, simplifier Y Loy et > 7_ Loj+1.
(b) Montrer que pour tout n € N, on a

Low =1I12-2.(—1)"
L2n+1 = LnLn-H - (_1)n

(c) (INFO) Ecrire en python une fonction correspondant au pseudo-code suivant :

liste_lucas(n)
si n=0 :
retourner [2]
si n=1 :
retourner [2,0]
sinon :
L=[2,0]
pour i allant de O & n-1 (inclus)
si 1 est pair et est égal a 2k :
S= L[k]**2-2 (-1)**n
s1 1 est impair et est égal a 2k+1 :
S=L[k]*L[k+1]-(-1)**n
ajouter S a la fin de L
retourner L

(d) Pour tout n € N simplifier Y ,_, L} et > ,_; LyLi41. On pourra s’aider des questions précé-
dentes.

(e) (INFO) Ecrire une fonction somme1 (n) qui renvoie la valeur de Z L;L;. On pourra utiliser
0<i,j<n
la fonction Lucas de la question 6b.

(f) (INFO) Ecrire une fonction somme2(n) qui renvoie la valeur de Z L;L;. On pourra utiliser
0<i<j<n
la fonction Lucas de la question 6b.

(g) Pour tout n € N, simplifier Z L;L; et Z L;L;. On pourra s’aider de résultats de la
0<i,j<n 0<i<j<n
question 7.
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Corrigé du DS n° 3 de mathématiques et
d’informatique

Exercice
Lors d’une sortie scolaire, une classe de BCPST de 35 filles, 11 garcons et 3 accompagnateurs montent
dans un autocar de 53 places : 12 rangées de 2 places a gauche, 12 rangées de 2 places a droite et 1 rangée
de 5 places au fond. Les précisions ci-dessous sont valables pour tout ’exercice :
— le chauffeur et sa place ne sont pas pris en compte;
— les termes «garconsy et «fillesy désignent seulement des étudiants, non des accompagnateurs ;
— les réponses aux questions n’ont pas besoin d’étre simplifiées.
1. De combien de fagons différentes les 49 personnes peuvent-elles s’asseoir dans ’autocar ¢
» Les 35+ 1143 = 49 personnes montent dans I’autocar les unes aprés les autres et chaque personne
qui monte doit choisir une des 53 places qui n’est pas encore occupée :
— il y a 53 places disponibles pour la premiére personne qui monte,
— et puis il reste 52 places disponibles pour la deuxiéme personne qui monte,
— et puis il reste 51 places disponibles pour la troisiéme personne qui monte,
— etc.
On reconnait une 49-liste sans répétition des 53 places. Le nombre de facons différentes d’asseoir
tout le monde dans 'autocar est donc égal a :

53!
(53 — 49)! |

Ce qui fait un total de 2 ~ 1,78 x 10%8.

Désormais, on suppose que les 4 premiéres places (1" rangée a gauche et 1™ rangée a droite) sont réservées
auzx 8 accompagnateurs (qui laissent la quatrieme place inoccupée).
2. De combien de fagons différentes les 49 personnes peuvent-elles s’asseoir dans l'autocar ?
» Pour les accompagnateurs, on reconnait une 3-liste sans répétition des 4 premieres places. Et puis,
il reste 35+ 11 = 46 étudiants qui peuvent s’asseoir dans 53 — 4 = 49 places. On reconnait donc une
46-liste sans répétition des 49 places restantes. Finalement, le nombre de facons différentes d’asseoir
tout le monde dans 'autocar est donc égal a :

a4
(4—3)1 " (49 — 46)! [

Ce qui fait un total de 4!;9! ~ 2,43 x 1093,

3. Parmi ces fagons, combien d’entre-elles sont telles que (chaque question est indépendante) :
(a) aucune fille n'est assise dans la rangée du fond ?
» Pour les accompagnateurs, on a toujours une 3-liste sans répétition des 4 premiéres places. Et
puis, les 35 filles peuvent s’asseoir dans 53 — 4 — 5 = 44 places. On reconnait donc une 35-liste
sans répétition des 44 places possibles pour les filles. Et puis, les 11 garcons peuvent s’asseoir
dans 53 — 4 — 35 = 14 places. On reconnait une 11-liste sans répétition des 14 places restantes.
Finalement, le nombre de facons différentes d’asseoir tout le monde dans ’autocar est donc égal
a:

a Al
(4—3)1 " (44—35) " (14— 1)
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Ce qui fait un total de 4%”!‘;4! ~ 2,55 x 10%,

(b) les 5 places de la rangée du fond sont occupées par des filles ?

» Pour les accompagnateurs, on a toujours une 3-liste sans répétition des 4 premiéres places.
Et puis, on choisit 5 filles parmi les 35 qui s’assoient dans les 5 places de la rangée du fond. On
reconnait une 5-combinaison des 35 filles pour choisir celles qui s’assoient dans les 5 places de
la rangée du fond, et puis une permutation de ces 5 filles pour choisir une fagon de les asseoir
dans les 5 places de la rangée du fond. Et puis, il reste 35 — 5 + 11 = 41 étudiants qui peuvent
s’asseoir dans les 53 — 4 — 5 = 44 places restantes. On reconnait une 41-liste sans répétition des
44 places restantes. Finalement, le nombre de facons différentes d’asseoir tout le monde dans
I’autocar est donc égal a :

4! » 35 <5l x 44!
@—371 " \5 )|

. . 135144 ‘
Ce qui fait un total de 4‘55,';1,4' ~ 4,14 x 10%2,

(c) dans chacune des 25 rangées, il y a au plus un seul gargon ?
» Pour les accompagnateurs, on a toujours une 3-liste sans répétition des 4 premiéres places.
Et puis, on considére deux cas disjoints : aucun garcon ne s’assoit dans dans la rangée du fond,
ou bien un seul garcon s’assoit dans la rangée du fond.

— Si aucun des 11 gargons ne s’assoit dans la rangée du fond, chaque gargon qui monte choisit
une des 12 + 124+ 1 — 2 — 1 = 22 rangées qui n’est pas encore occupée par un garcon, et
puis une des deux places de cette rangée. On reconnait une 11-liste sans répétition des 22
rangées possibles, et puis une 11-liste des deux places possibles pour chaque rangée (par
exemple : la place a gauche ou a droite). On obtient donc :

22!

(22 —11)! x 2'" fagons d’asseoir les gargons dans ce cas.

— Si un seul des 11 garcons s’assoit dans la rangée du fond, on reconnait une 1-combinaison
des 11 gargons pour choisir celui qui s’assoit dans la rangée du fond, et puis on choisit une
des 5 places possibles de la rangée du fond. Et puis, il reste 11 — 1 = 10 garcons s’assoient
comme dans le premier cas. On reconnait donc une 10-liste sans répétition des 22 rangées
possibles pour les 10 garcons restants, et puis une 10-liste des deux places possibles pour
chaque rangée. On obtient donc :

11 22!
X5 x ———— x 219 facons d’asseoir les garcons dans ce cas.
1 (22 — 10)!

Et puis, il reste 35 filles qui peuvent s’asseoir dans les 53 — 4 — 11 = 38 places restantes. On
reconnait une 35-liste sans répétition des 38 places restantes. Finalement, Le nombre de fagons
différentes d’asseoir tout le monde dans ’autocar est donc égal a :

4] 221 11 221 !
X x 21 4 XHX —— %910 XL.
@—3) (22— 1) 1 (22— 10)! (38— 35)!

Ce qui fait un total de 4!(32" + 5522210)38 ~ 3,97 x 10%2.

(d) il y a autant de gargcons assis dans les rangées a gauche que dans les rangées a droite (quel que
soit le nombre de gar¢ons assis dans la rangée du fond) ?
» Pour les accompagnateurs, on a toujours une 3-liste sans répétition des 4 premiéres places.
Et puis, on considére six cas disjoints : aucun garcon ne s’assoit dans la rangée du fond, ou bien
un seul garcon s’assoit dans la rangée du fond, ou bien exactement deux garcons s’assoient dans
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la rangée du fond, etc., ou bien cinq garcons s’assoient dans la rangée du fond. Puisqu’il y a
11 garcons au total, on remarque que si exactement 0, 2 ou 4 garcons s’assoient dans la rangée
du fond, alors il reste un nombre impair de gargons (11, 9 ou 7) qui ne peuvent pas se répartir
équitablement entre les rangées a gauche et a droite. On considére donc seulement les cas ol
exactement 1, 3 ou 5 garcons s’assoient dans la rangée du fond.

— Si un seul des 11 garcons s’assoit dans la rangée du fond, on reconnait une 1-combinaison
des 11 garcons pour choisir celui qui s’assoit dans la rangée du fond, et puis on choisit
une des 5 places de la rangée du fond. Et puis, on choisit (11 — 1)/2 = 5 gargons parmi
les 11 — 1 = 10 restants qui s’assoient dans les (53 — 4 — 5)/2 = 22 places des rangées
a gauche. On reconnait une 5-combinaison des 10 gargons restants pour choisir ceux qui
s’assoient dans les rangées a gauche, et puis une 5-liste sans répétition des 22 places possibles
dans les rangées a gauche. Et puis, il reste 11 — 1 — 5 = 5 gargons qui s’assoient dans les
53 — 4 — 5 — 22 = 22 places des rangées a droite. On reconnait une 5-liste sans répétition
des 22 places possibles dans les rangées a droite. On obtient donc :

11 10 22! 22! facons d’asseoir les garcons
X 5 X X X
1 5) 7 (22-5) " (22-5)! dans ce cas.

— Si exactement 3 des 11 gargons s’assoient dans la rangée du fond, on reconnait une 3-
combinaison des 11 garcons pour choisir ceux qui s’assoient dans la rangée du fond, et puis
une 3-liste sans répétition des 5 places de la rangée du fond. Et puis, il reste 11 —3 = 8
garcons qui s’assoient comme dans le premier cas. On reconnait donc une 4-combinaison
des 8 garcons restants pour choisir ceux qui s’assoient dans les rangées a gauche, et puis
une 4-liste sans répétition des 22 places possibles dans les rangées & gauche, et puis une
4-liste sans répétition des 22 places possibles dans les rangées a droite pour les gargons qui
s’assoient dans les rangées a droite. On obtient donc :

11 5! 8 22! 22! facons d’asseoir les garcons
X X X X
3 (5—3)! 4 (22 —4)! 7 (22 —4)! dans ce cas.

— Si exactement 5 des 11 garcons s’assoient dans la rangée du fond, on reconnait une 5-
combinaison des 11 gargons pour choisir ceux qui s’assoient dans la rangée du fond, et puis
une permutation de ces 5 garcons pour choisir une fagon de les asseoir dans les 5 places
de la rangée du fond. Et puis, il reste 11 — 5 = 6 garcons qui s’assoient comme dans le
premier cas. On reconnait donc une 3-combinaison des 6 gargons restants pour choisir ceux
qui s’assoient dans les rangées a gauche, et puis une 3-liste sans répétition des 22 places
possibles dans les rangées a gauche, et puis une 3-liste sans répétition des 22 places possibles
dans les rangées a droite pour les garcons qui s’assoient dans les rangées a droite. On obtient
donc :

11 6 22! 22! facons d’asseoir les garcons
x bl x X X
5 3 (22-3)! (22 -3)! dans ce cas.

Et puis, il reste 35 filles qui peuvent s’asseoir dans les 53 — 4 — 11 = 38 places restantes. On
reconnait une 35-liste sans répétition des 38 places restantes. Finalement, Le nombre de fagons
différentes d’asseoir tout le monde dans 'autocar est donc égal a :

Iy o (10, 22t 2

1 5) 7 (22—=5) " (22— 5)
a8 8y, 22 22 L 38

(4 —3)! 3) 7 (=317 \4) " 22-4)1" (22—4) (38 — 35)! [

(Y e (B) 22 22
5 T\3) T (22-3)1 T (22— 3)!
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- o 10122221 | 1115181221221 | 111221221 \ 38! 62
Ce qui fait un total de 455557777 + sismumnsis T 3@imoo) 3 ~ o, 34 x 10°%,

Probléme 1

Soit E un ensemble fini de cardinal n. Une p-filtration de E est une p-liste (Aq, Aa, As, ..., A,) de parties
de E telle que Ay C Ay C A3 C -+ C Ap. Par exemple (0,0,{1},{1,3},{1,3},{1,2,3}) est une 6-filtration
de {1,2,3}, mais aussi de {1,2,3,4}. Le but de ce probléme est de dénombrer les p-filtrations de E. Pour
tout couple d’entiers (n,p) € N x N*, on note F,, le nombre de p-filtrations d’un ensemble a n éléments.

1. Que vaut Fy, ? Justifier votre réponse.

» Si le cardinal de E vaut n = 0, alors £ = (). Dans ce cas, la seule partie de E est () et donc la
seule p-filtration de E est (0,0,0,...,0). On en déduit que | Fy, = 1|

2. A toute p-filtration (A, Ay, As, ..., A,) de Uensemble {1}, on associe le nombre :

0(Ay, Ag, As, .. A = card{i e1,p] | A= Q)},

(a) Que vaut o(0,0,0,{1},{1}) dans le casp=57?
» Si (Ay, Ag, Az, Ay, As) = (0,0,0, {1}, {1}) alors :

{ie [1,7] | Ai:(D} = {1,2,3) car A=Ay = Ay =0 et A, = A5 = {1} £0.
Par conséquent :

0(0,0,0,{1},{1}) = card{i € [1,p] | A = (Z)} = card{1,2,3} =[3]

(b) Déterminer l'image directe de ’ensemble des p-filtrations de {1} par Uapplication .

» Puisque les seules parties de 'ensemble {1} sont () et {1}, les p-filtrations de {1} sont de la
forme :

(A, Ag, As, .. A) = (@,@,...,@,\{1},{1},...,{1}1) o k€ {0,1,2,...,p}.

~~

k fois p — k fois

Oron a:

¢(@,®,...,Q,i1},{1},...,{1}) — card{1,2,...,k} = k.

k fois p — k fois
Par conséquent, 'image directe de ’ensemble des p-filtrations de {1} par l'application ¢ est
égal a I'ensemble des valeurs de k possibles, c¢’est-a-dire [{0,1,2,...,p}|
On peut remarquer que @ atteint son maximum pour cp(@, 0,... ,@) =Dp et son

minimum pour ({1}, {1},...,{1}) = 0. L’image directe des p-filtrations de
{1} est donc égal a l’ensemble des entiers compris entre 0 et p.

(c) Montrer que l’application ¢ est injective.
» Soient (Ay, Ag, As, ..., A,) et (By, By, Bs, ..., B,) deux p-filtrations de {1}. D’aprés ce qu’on
a vu a la question précédente, il existe donc k € {0,1,2,...,p} et kK’ € {0,1,2,...,p} tels que :

(Ar, Ay, Ag, o Ay) = (00,0, (1}, {1}, {1})

k fois p — k fois

et (By, By By, By) = (0,00, (1L {1}, {1}).

-~

K/ fois p— K fois
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On suppose que p(A;, Ag, As, ..., A) = ¢(B1,By,Bs,...,B,). Oron a :

(A, As, A A) = (0.0, 0. (1} (1}, (1)) =k

k fois p — k fois

et @By, Ba By, By) = (0.0, 0. 11 {1} {1} ) =¥

-~

K fois p — k' fois
On en déduit que k = k' et donc que (Ay, Ay, As, ..., Ay) = (B1, Ba, Bs, ..., B,). Par conséquent,
on a bien montré que ‘go est injective ‘

(d) En déduire la valeur de F .

» Par définition de I'image directe et de la surjectivité, ’application ¢ est une surjection de
I'ensemble des p-filtrations de {1} vers son image directe. D’aprés le résultat de la question 2(b),
¢ est donc une surjection de ’ensemble des p-filtrations de {1} vers ’ensemble {0,1,2,... p}.
D’aprés le résultat de la question précédente, ¢ est aussi injective. Ainsi, ¢ est une bijection de
I'ensemble des p-filtrations de {1} vers 'ensemble {0, 1,2, ..., p}. Par conséquent, le nombre de
p-filtrations de 'ensemble {1} est égal a card{0,1,2,...,p} = p+ 1. On en déduit que :

Fl,p:p+1-

3. En remarquant que l'ensemble des 1-filtrations de E est un ensemble du cours, déterminer F, ;.

» D’aprés I’énoncé, une l-filtration de E est une 1-liste (A;) de partie de E. Autrement dit, une
1-filtration est une partie A; C E et 'ensemble des 1-filtrations de E est égal a 'ensemble Z(E)
des parties de E. On en déduit que :

Fn,l = Card(@(E)) — 20ard(E) _ .

4. Montrer que F,,, < 2™.
» D’aprés 'énoncé, une p-filtration de E est une p-liste (Ay, Ay, As, ..., A,) de parties de E telle que
Ay C Ay C A3 C --- C A,. En particulier, I'ensemble des p-filtrations de E est un sous-ensemble de
I'ensemble des p-listes (A;, As, As, ..., A,) de parties de E, c’est-a-dire de I'ensemble (Z(E))P. On
en déduit que :

Frp < card((2(E))") = <card(<@(E))>p - (2card<E>)” — (2n)p = [277],

5. Dans cette question, on considére le cas p = 2.

(a) Déterminer toutes les 2-filtrations de l’ensemble {1,2} et en déduire que Fy5 = 9.
» L’ensemble des parties de {1,2} est :

2({1,2}) = {0.{1}, {2}, {1,2}}.
Les 2-filtrations de {1, 2} sont donc :

(0.0), (0,{1}), (0,{2}), (0,{1,2}),
({1}, {1}), ({1}.{1,2}),
({2}, {2}), ({2}, {1,2}),

et ({1,2},{1,2}).

On en déduit bien que | Fho =9 |.

(b) Dans cette question, on fixe un entier k € [0,n].
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i. Combien y a-t-il de parties Ay C E telles que card(As) =k ?
» Une partie Ay C F telle que card(A2) = k est une k-combinaison de . Il y en a donc :

card(E)\  (n
k C\k/
ii. On fixe une partie Ay C E telle que card(As) = k. Combien y a-t-il de parties Ay C Ag ?
» Une partie A; C As est une partie de As. Il y en a donc :

‘card(@(AQ)) = geard(Az) _ ok ‘

(c) A laide des résultats précédents, écrire F, 5 sous la forme d’une somme.

» D’aprés I’énoncé, une 2-filtration de E est une 2-liste (A;, As) de parties de E telle que

A; C Ajy. En particulier, si (A1, Ay) est une 2-filtration de E alors card(Ay) € [0,n] car Ay C E

et card(E) = n. Autrement dit, card(A2) = 0 ou bien card(A2) = 1 ou bien card(Ay) = 2 ou

bien, etc., ou bien card(As) = n. De plus :

— choisir une 2-filtration (A, Ay) de E telle que card(Az) = 0 revient a choisir une partie
Ay C FE telle que card(Ay) = 0 et puis une partie A; C As, il y en a donc (g) x 29 d’aprés
les résultats des deux questions précédentes,

— de méme, il y a (}) x 2! 2-filtrations (A;, As) de E telles que card(Ay) = 1,

— ily a () x 2% 2filtrations (A4, 4>) de E telles que card(A,) = 2,

— etc.
— ily a (7) x 2" 2-filtrations (A;, A5) de E telles que card(As) = n.
Finalement, le nombre de 2-filtrations de E est égal a :

Fho= (g) ><20+<71l) ><21+(Z) ><22+-~+<Z) x2”—§(<2> ><2’“> = ki (Z)ﬁ

Plus précisément, si on note F [’ensemble des 2-filtrations de E et F}, le
sous-ensemble des 2-filtrations (Ay, As) de E telles que card(As) = k pour
tout k € [0,n], on remarque que la famille (Fy, Fy, Fy, ..., F,) forme une
partition de F car

[e=]

UFB=F et VGj)elonl? i#j = FENF=0.
k=0

D’apres les résultats des deux questions précédentes, on en déduit que :

E],,Q - C&I‘d(F) e Z Card(Fk) — Z <Z> 2k

k=0 k=0

(d) En déduire que F,, o = 3".
» On a d’apres le résultat de la question précédente :

Fn,2 - i (IZ) 2k

k=0

=3 (n) 21" car 1" =1
k
k=0
= (24 1)" d’apres la formule du bindme de Newton

3]
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6. Pour tout entier p > 1, on pose la proposition suivante :
FE(p) : «il existe une constante C, € R telle que pour tout n € N, F, , = (C,)"».

Le but de cette question est de montrer que cette proposition est héréditaire. Pour cela, on fize un
entier p = 1 et on suppose que la proposition J€ (p) est vraie.
(a) Soient n € N et k € [0,n]. Combien y a-t-il de (p + 1)-filtrations (A1, As, ..., Ay, Apyy) de E
telles que card(Ay1) = k 7 Exprimer ce nombre en fonction de k, n et Fy,.
» D’aprés I’énoncé, une (p + 1)-filtration de E est une (p + 1)-liste (Ay, As, ..., A4,, App1) de
parties de E telle que A, C Ay C --- C A, C Api. En particulier, on remarque que si
(A1, A, ..., A,  Apiq) est une (p + 1)-filtration de E alors (A, Ao, ..., A,) est une p-filtration
de A,y car Ay, Ay, ..., A, sont des parties de A, et Ay C Ay C --- C A,. Par conséquent,
choisir une (p + 1)-filtrations (A, Ay, ..., A,, Ayr1) de E telle que card(A,+1) = k, revient a
choisir :
— une partie A,1 de E telle que card(A4,+1) = k, c’est-a-dire que k-combinaison de E, il y
card(E)\ _ (n
ena (“) = (3),
— et puis une p-filtration (A1, Ag,..., Ay) de Apy1, il y en a Foaraca,,r)p = Frp-
On en déduit que le nombre de (p+1)-filtrations (A;, As, ..., Ay, Ayi1) de E telles que card(A, 1) =

k est égal a :
n
(k) X F]ﬂp .

(b) Montrer que Fy,,1 = > p_y (1) (Cp)* pour tout n € N.
» Soit n € N. On raisonne comme a la question 5(c) en partitionnant ’ensemble des (p + 1)-
filtrations de E par les sous-ensembles des (p + 1)-filtrations (Ay, As, ..., Ay, Apr1) de E telles
que card(Ay41) = k pour tout k € [0,n]. D’aprés le résultat de la question précédente, on en

déduit que :
- n " /n
Fn,IH-l = E : k X Fk:P = § : k Fkap'

k=0 k=0

Or on a supposé que la proposition 77 (p + 1) est vraie, c’est-a-dire que :

Vk €N, F,, = (C).

p

En reportant dans la somme précédente, on a bien montré que :

n

n
Fopi1 = Z ( )(C’p)k et ceci est vrai pour tout n € N.
k=0

(¢) En déduire que 7€ (p+ 1) est vraie.
» On a d’apres le résultat de la question précédente :

- n
VneEN, Fup=) (k> (Gp)*

k=0

- Z (Z) (CF1"F car 1" =1
k=0

= (C, +1)" d’apreés la formule du bindme de Newton.
On pose Cp11 = C, + 1. On a donc bien trouvé une constante Cp1; € R telle que

Vn €N, Fppir = (Cppr)"™

Par conséquent, |la proposition 52 (p + 1) est vraie|.
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7. A Uaide du résultat de la question précédente, exprimer C, en fonction de p > 1.

» On a vu a la question précédente que pour tout entier p > 1 :
Cp1 =Cp+ 1.
On reconnait une suite arithmétique. Donc :
Vp>1, C,=Ci+(p—1) x L

De plus, on a montré a la question 3 que F,, ; = 2" pour tout n € N. On en déduit que la proposition
(1) est vraie en posant C; = 2. Finalement, on obtient :

Vp=1, CG=Ci+p—1=2+p—1=|p+1|

8. Conclure le probléme en détaillant votre raisonnement a 'aide des résultats précédents.

» On a vu a la question précédente que la proposition J#(1) est vraie en posant C; = 2 (d’apreés le
résultat de la question 3). De plus, on a montré a la question 6 que la proposition est héréditaire,
c’est-a~dire que J#(p) = J(p + 1) pour tout entier p > 1. D’aprés le principe de récurrence, on
en déduit que la proposition J(p) est vraie pour tout entier p > 1. Ainsi F,,, = (C,)" pour tout
n € N et tout entier p > 1. Or on a montré a la question précédente que C), = p+ 1 pour tout entier
p = 1. Finalement, on en déduit que le nombre de p-filtrations de E est égal a :

Fn,p:(p+1)n-

Au lieu de déterminer ce résultat par récurrence (méthode proposée par l’énoncé),
on peut également montrer que application suivante est une bijection de [’en-
semble des p-filtrations de E wvers [0,p]¥ :

2/): (Al,AQ,Ag,...,Ap)’%f ol fE% [[O/p]]
T — Card{é ell,p] |z e AZ}

dont la bijection réciproque est définie par :
U fer (A Ao, As, . A o Vi€ 1, ], Ai:{aze E| f(;c)>p+1—¢}.
Ainsi, on retrouve que le nombre de p-filtrations de E est égal a :

F,, = card ([0, p]®) = (card[0, p])*™ ™ = (p+ 1)".

Probléme 2
Enoncé et corrigé de V. Vong

1. Soit m € R. L’équation E,, : 2> —x—m = 0 est une équation de degré 2 de discriminant A,, = 14+4m.
Il en résulte que :

— Cas1:m > _Tl. L’équation a alors exactement 2 solutions réelles.
— Cas2:m= _Tl. L’équation a exactement 1 solution réelle.
— Cas3:m < ’Tl. L’équation n’a pas de solution réelle.
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2. def nb_sol(m)
if m>(-1/4)
return 2
elif m==(-1/4)
return 1
else :
return O

3. — Résolvons E; : 22 — 2 — 1 = 0. On reconnait une équation du second degré de discriminant
A =1+4+4=5. On en déduit que les solutions de F; sont exactement :

14++5 1-+5

Ty = , Ty =
' 2 77 2
1 —|— 1—
Donc | S =1 \/_ 2\/_}
— Résolvons F T1 ca? - + =z = 0. On reconnait une équation du second degré de discriminant
A=1-— 5 = ——. On en dedult que les solutions de E; sont exactement :
1—i—= 1+ i-=
= — V3 g = VB

2 2

— Résolvons E_ 1w 2 — x4+ i = 0. Or E_1 est équivalente a

N

Il en résulte que la solution de E—i est %

4. Soit la suite (ov,)nen définie par : g = 2,1 = 3,Vn € N, ai0 = g — i&n.
(a) (INFO) Pour alpha(3), la valeur de uy n’étant pas modifié, la valeur de retour est 2. Pour

alphabis(3), u prenant la valeur 3, n’étant pas modifié au sein de la boucle, le return étant
dans celle-ci, il en résulte que la valeur de retour est 3.

(b) (INFO) Voici la fonction alphater(n) :

def alphater(n)

alpha0=2

alphal=3

for i in range(n)
u=alphal
alphal=alphal-(1/4)*alphal
alpha0O=u

return alphaO

(c) La suite (ay,)nen étant une suite récurrente linéaire d’ordre 2 ayant comme équation caractéris-

tique F =1, il en résulte qu’il existe A, B des réels tels que

1
VneN a, = (A+ nB)(i)”
est solution double de E—Tl. Déterminons A, B a l'aide des
A =2 A=2
AtB _ 3 T\ B =4

2

1

En effet, d’aprés la question 3, 3

conditions initiales :

n—1

1 1
On a donc |Vn € N, = (2 + 4n)(§)” =(1+ 2n)(§)
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(d) En posant a = 2,b=3,m = =}, la suite (a,)nen est alors un élément de S,,(a, b) par définition.
5. Soit la suite (8,)nen définie par : Sy = 0,8 =4,Vn € N, B40 = But1 — 55,
(a) (INFO) Voici la fonction beta(n) :

def beta(n)

betal0=0

betal=4

for i in rangen(n)
u=betal
betal=betal-(1/3)*betal
betal=u

return betal

(b) La suite (8),en étant une suite récurrente linéaire d’ordre 2 ayant comme équation caractéris-
tique F-1, il en résulte qu’il existe A, B des réels tels que

VneN,f, = (\/?g)” (A COS(?’L%) + Bsin(%)) :

En effet, d’aprés la question 3, \/?ge% est une solution complexe de E -1

Déterminons A, B & ’aide des conditions initiales :

{A :0@{/1:0
LAg+B) =4 T B=13

\/§n 24 . nmw \/§n_1,n7r
On a donc |Vn € N, 3, = (?) : ﬁsm(F) = (?) 85111(?)

(c) Par définition, (5),en est un élément de S (0,4). Montrons que 57%(0,4) contient comme
unique élément la suite (3, )nen-
Soit (U, )nen une suite de 5—71(0, 4).

Pour tout n € N, on pose

P(n) : u, = By.
— Initialisation :
Pour n = 0,n = 1, par définition de 5—71(0,4), onauy=0=LFy,u =4=7.
— Heérédité : soit n € N. Supposons que P(n) et P(n + 1) vraies. Montrons que P(n + 2) est
vraies.

Par définition de u, 2, on a

1
Up+2 = Up+1 — FUn

3
Or d’aprés P(n) et P(n+ 1), u, = Bn, Unt1 = Bny1. Donc

1
Upt2 = Bn—l-l - gﬁn

Or par définition de S, 12, on a B,19 = Bni1 — %Bn. D’olt Uupio = Bpaia-
P(n + 2) est donc vraie.

— Conclusion : d’apres le principe de récurrence, il en résulte que
vn € Ny u, = 0,.

On en déduit que S = (0,4) contient comme unique élément (3),en-
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6. On définit la suite de Lucas (Ly)nen par : Lo =2,Ly =1,Vn € N, L,y o0 = L11 + L.
(a) La suite (Ly,)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 ayant comme équation caractéristique
E;. Celle-ci ayant pour solutions ¢ = %5 et Y = %5 d’apreés la question 3, il en résulte qu’il

existe A, B des réels tels que
VneN, L, = A¢p" + By".

Déterminons A et B a 'aide des conditions initiales :

A+ B =2 ALB =1 ALB =1
& &
{Aﬁf+l¢3@=1 {¢g+J§ijﬂ:1 {1+%%A—B):1

Il en résulte que le systéme est équivalent a
A8 =1 ALB = A=1 A=1
2 2 - =
{%E(A_B)zoﬁ{fl =B@{A=B(A B)@{lem P

1+v5\  [1-vB)
D’ou : pour tout n € N, on a Ln:< +\/_> +< \/_>

2 2

(b) (INFO) Voici une fonction Lucas(n) calculant L, :

def lucas(n)
return ((1+5%%(0.5))/2)*x*xn+((1-5%%(0.5))/2) **n

(c) Soient a,b,m des réels. Supposons que (Ly)nen est un élément de Sy, (a,b). Par définition,
Ly = a,; = b. Mais Ly = 2 et L1 = 1. Donc a =2 et b= 1. Par définition, on a aussi
LQ = LO —i—le Mais LQ = 3,L0 = 27L1 =1. D’ou

3=24+m.

Donc m = 1.

7. Soient m,a,b des réels et (u,)neny une suite de S,,(a,b). Pour tout n € N, on souhaite simplifier

D ko Uk

(a) (INFO) Voici la fonction suite :

def suite(a,b,m,n)

u0=a

ul=b

for i in range(n)
u=ul
ul=ul+m*u0
u0=u

return u0

(b) (INFO) Soient n € N,a € R,b € R,m € R. Constatons que dans la fonction, on ajoute a S
toujours la méme valeur : u,, out (u,)nen est un élément de S,,(a, b). De plus, on effectue n + 1
fois cet ajout. Ainsi, la valeur de retour est (n + 1)u,

def somme(a,b,m,n)
S=0
for i in range(n+1)
S=S+suite(a,b,m,n)
return S
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Pour obtenir la somme voulue, il suffit de remplacer n par ¢ dans la boucle :
def somme(a,b,m,n)
S=0
for i in range(n+1)
S=S+suite(a,b,m,i)
return S

(c) Cas1:m =0.
LY u=u=a,Y g =a+b> jur=a+b+b=a+2b
ii. Constatons que pour tout n € N, on a u,,2 = u,,1. Ainsi, la suite est constante & partir
du rang 1. D’ou, pour tout n > 2,

iuk:a—kib:a—knb.
k=0 k=1

(d) Cas 2 :m # 0. Soit n € N.

2km0 Uk = Dpmg

= L o(Uks2 — Ups1)

On reconnait une somme télescopique, d’ou

Zk =0 Ur = (un+2 ul)

= E(Umz - b)

(e) Soit n € N. Chacune des trois suites (a,)nen, (Bn)nen (Ln)nen étant respectivement dans
5%1(2,3), S—Tl((),él), S1(2,1),

on peut appliquer le résultat de la question 7.d. obtient alors

Zak - _3(an+2 Zﬁk 6n+2 )7 ZLk = (LTH-? - 1)
k=0 k=0

Or, d’apres les questions 4.c, 5.b, 6.a,

V3
3

(n+2)mw 1+\/§)n+2

1-— \/5)114-2
5 _ .

iz = 20+ 5)(3)" v = (5 8sin(PEDT) 1 = +

Par conséquent,

1
Zak 3(2n +5)(=)" T +9, Zﬁk —32 \/_)”Jrl (( ) + 16, ZLk +2\/5)n+2+

(

8. Dans cette question, on cherche & simplifier diverses sommes faisant intervenir la suite (L, ),en définie
a la question 6.

(a) Soit n € N. Posons ¢ = %5 et Y = %5 On a
Yohmo Lok = Ljo(@2 + 02
= Zk=0(¢2)k + Zk=0<w2)k

On reconnait deux sommes de termes consécutifs de suites géométrique de raison différent de
1, d’ou

n 1_(¢2n+1 1_w2n+1
ZL%: 1_¢)2 + 1(_122
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Or¢?—¢—1=0,92 -1 —1=0. Donc
n 1 — (¢2)n+1 1— (¢2)n+1
Lo =
kz_o ok

"

Or ¢p = —1,¢ + ¢ = 1. D’otr, en réduisant au méme dénominateur :

ZZ:O Loy, = _¢(¢2>n+1 4 w 4 ¢ _ ¢(1/)2>n+1
— ¢2n+1 + w2n+1 +1

=1+ Loy

Autre preuve :

ZZ:O L2k = LD + ZZ:l Lgk.
= Lo+ > p_(Lok—1 + Log—_2) récurrence de (Ly)nen

= Ly+ 23:01 Ly on reconnait la somme des indices pairs et impairs
= Lo+ Lop1 — Iy d’apres la question7.d
=14 Loyyy en remplacant par les valeurs.

Calculons Y, _ Log41 :
D ko Lokrr = 0o (@PFH + 92

= Cb ZZ:O ¢2k + ¢ ZZ:O 1/)%

On reconnait deux sommes de termes consécutifs de suites géométriques de raison différente de
1. D’ou

7¢2n+2 7w2n+2

1 1
ZZ:() L2k+1 - ¢ 1—42 + w 192

— ¢2n+2 — 1+ 1/12n+2 -1

= Lopip — 2

14++v5,, 1-vV5.,,
T)2 +2_|_(—)2 +2_2.

= 5

(b) Soit n € N. On a
LY = (¢" +¢m)?

— ¢2n _|_2¢n,¢n _i_,pon

= Loy +2(—1)"

D'ott| Ly, = L2 —2- (=1)"

De méme,

LpLpy = (¢n + ¢")(¢"H + ¢n+1)
= G (U + ()" + 92
= Lop1 + (—=1)"(¢ + 1) car ¢ = —1
= Lops1 + (—1)" car ¢ +1p =1

D’ou L2n+1 = LnLn+1 - (—1)” .
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(c) (INFO) Ecrire en python une fonction correspondant au pseudo-code suivant : Voici la fonction
correspondante :

def liste_lucas(n)
if n==0 :
return [2]
elif n==
return [2,1]
else :
L=[2,1]
for i in range(n)
if i%2==0 :
S= L[i//2]*%2-2 (-1)*x(i//2)
else :
S=L[i//2]1*L[(i//2)+1]1-(-1)**x(i//2)
L.append(S)
return L

(d) Soit n € N. On a

D heo L3 = D o(Lak + 2(=1)F) (question 8c)
- ZZ:O Loy +2 Zzzo(_l)k
= Lopy1 + 141 —(=1)"*
— Logr +2+ (—1)™2

L+ V0 g, 1=V6
ety

+ (T)2n+1 + 9 + (_1)n+2

D oheo Lk Lt = 2p_o(Laprr + (=1)F) (question 8c)
= > n_o Loksr + 2o (—=1)"

= Ly — 24 ECLT

iyt

= Lopto — Ead(e) it 21) -
14++5 2 1—+5 onis O +—(——1)”+1
o L A S e —

(e) (INFO) Voici la fonction sommel :

def sommel(n)
5=0
for i in range(n+1)
for j in range(n+1)
S=S+Lucas (i) *Lucas(j)
return S

(f) (INFO) Voici la fonction somme?2 :

def somme2(n)
S=0
for i in range(n+1)
for j in range(i,n+1)
S=S+Lucas (i) *Lucas(j)
return S
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(g) Soit n € N. On a

Zogi,jgn LiLj

De méme,
Zogigj LiLj = Z?:o Lj ZZ:O L;

= o Li(Ljr2 = 1)

= Z?:o Z?:o LiL;
= (Z?:o L;) (Z?:o L;

= (Ln+2 — 1)2

)

- ((—1 e

1- V5

2

ot

)n+2 - 1)

- Z?:o Li(Lj+ Ljs1—1),eneffet L; + Lj1y = Ljio

=3 ol L)+ 20 Ll — 2o L

= Lopyg — Lyyo +

_1\n+1
= Lons1 + 2+ (—1)™*2 + Lypyp — P —

3(=1)"*245

2

(Ln+2 - 1)

= |(

+(——)

L+ \/5)2n+3 1-V5 2n+3 _ (1 + \/g)n+2
2

2 2

—(

1-+5
2

>n+2 4

3(_1)n+2 + 5
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DS n°4 de mathématiques

durée : 3 heures

Exercice 1
On considére ’application suivante :

f : ($1,.I'2, X3, 1“4) — (4%1 — 41’2 + 6.1[3 — 21’4, —X1 +.1'2 — T3 +.1'4, —T1 —|—$2 — T3 —|—$4, 31‘1 — 3.1'2 + 5.1'3 — 1’4).

Déterminer toutes les valeurs de A € R pour lesquelles 'application f —Aldgs : R* — R* n’est pas bijective.

Probléme 1
Dans tout ce probléme, on fixe (a, b, ¢) € R3 et on désigne par P la fonction polynomiale P : x — az?+bz+c.
Le premier but de ce probléme est de déterminer toutes les fonctions f continues sur R telles que :

VreR, f(z)= /:f(t)dt + P(z). (EY)

1. Dans cette question, on suppose l'existence d’une fonction continue f solution de (E*).
(a) Calculer f(0).
(b) Justifier que f est dérivable sur R et exprimer f’(z) en fonction de f, a, b, c et x € R.
(c) En déduire la fonction f.

2. Déterminer 1’ensemble des fonctions continues solutions de (ET).

Le deuxiéme but de probléme est de déterminer toutes les fonctions f continues sur R telles que :

Ve eR, f(z)= /O_If(t)dt~|— P(z). (E7)

3. Dans cette question, on suppose l'existence d’une fonction continue f solution de (E7).
(a) Calculer f(0).
(b) Justifier I'existence d’une primitive F' de f sur R et exprimer f(z) en fonction de F', P et x € R.
(c) Justifier que f est dérivable sur R et exprimer f’(z) en fonction de f, a, b, c et x € R.
(d) Calculer f(0).
(e) Justifier que f est deux fois dérivable sur R et exprimer f”(z) en fonction de f', a, b, cet x € R.
(f) Montrer que f”(z) + f(x) = 2a(1 — z) 4+ b pour tout = € R.
(g) En déduire la fonction f.

4. Déterminer I’ensemble des fonctions continues solutions de (E™).

Exercice 2
Calculer chacune des intégrales suivantes :

1 5 dx /2 do
I, = 3° 2ms)d I, = — et I3= _— t t =tan(0/2).
1 /0 cos(2ms)ds, I /1 A &b /0 cos(0) 71 en posan an(6/2)
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Probléme 2
On dit qu'une matrice A € #5(R) admet une «décomposition LU» lorsqu’il est possible de 1’écrire sous
la forme A = LU ou :

o L € #;(R) est une matrice triangulaire inférieure (“Lower” en anglais) dont tous les coefficients
diagonaux sont égaux a 1, c’est-a-dire de la forme :

10
L=11/¢1

0
0 avec (61,62,63) € ]RS
Uy U3 1

o U € #5(R) est une matrice triangulaire supérieure (“Upper” en anglais), c’est-a-dire de la forme :

Up Uz Us
U=\ 0 ug us avec (up, ug, U3, Uy, s, ug) € RC.
00 Ug

1. Calculer le produit LU en fonction des coefficients ¢y, £, 3, w1, uo, us, U, Us, Ug.

123
2. La matrice A= | 00 4 | admet-elle une décomposition LU ? Justifier votre réponse.

765

123
3. Montrer que la matrice A= | 36 9 | admet au moins deux décompositions LU différentes.
4813

123
4. Dans cette question, on considére 'exemple A= | 237
131

(a) Montrer que A est inversible et calculer son inverse.
(b) En déterminant les matrices L et U, montrer que A admet une unique décomposition LU.

(c) Inverser L et U puis retrouver A~ a Paide de L' et U1,

abc
Dans les questions suivantes, on revient au cas général A= | de f | € #3(R).
gha
5. Dans cette question, on suppose que A admet une décomposition LU.
(a) Justifier que L est inversible.

(b) En déduire que A est inversible si et seulement si ujuqug # 0.
. . b : .
6. Dans cette question, on suppose que a # 0 et que la matrice <Z €> est inversible.

(a) Montrer que A admet une unique décomposition LU.

(b) A l'aide des résultats précédents, en déduire que A est inversible si et seulement si
aei +bfg+ cdh — ceg — bdi — afh # 0.

Comment appelleriez-vous la quantité aei + bfg + cdh — ceg — bdi — afh pour la matrice A7
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Corrigé du DS n°4 de mathématiques

Exercice 1
On considere 'application suivante :

f (1,29, w3, x4) — (4o — 4o + 623 — 214, —1 + Ty — T3 + Ty, —T1 + Tg — T3 + T4, 3T — 3T + HT3 — T4).

Déterminer toutes les valeurs de X € R pour lesquelles lapplication f — Ndgs : R* — R* n’est pas bijective.
» L’application f — Mdgs : R* — R* est bijective si et seulement si 1’équation

(f - )\IdR4)<£L'1,"E2,,I3,.CL‘4) = (?/1,927937?/4)

d’inconnue (1, 29, r3, 4) € R* admet une unique solution pour tout (yi, 42,43, %4) € R*. Or on a :

(f = Mdga) (21, 22, 23, 24) = (Y1, Y2, Y3, Ya)
> f(x1, T2, 3, 24) — M@, T2, 3, T4) = (Y1, Y2, Y3, Y1)
< (4 — 4wy + 623 — 204, —11 + Ty — T3 + Ty, —T1 + To — T3 + X4, 371 — 3T + DXz — T4)
- (/\-’E1,)\$2, Az3, )\!E4) = (yl,yz,ys,y4)

( 4ZE1 — 41‘2 + 61’3 — 2174 — )\ZEl =
—Ty + Ty — XT3+ X4 — AT2 = Yo
— —$1+$2—$3+$4—)\$3:y3
31‘1 — 3332 + 5553 — Xy — )\334 = Y4
( (4 — )\)[L’l —4£E2 —{—61’3 —2274 =1
-1 (1 =Ny —x3 +xy4 =1y
<~
—T +x +(=1 = A3 Ty = Y3
| 3m —3x9 +5x3 +H(=1—=N)zy = y4
-1 1-=X -1 1 o | _ | Y2 s _
3 -3 5 (=1 —=X) Ty Ya
N ~~ 7 N——
A X Y

Par conséquent, I'application f—Mdgs : R* — R* est bijective si et seulement si la matrice A est inversible.
11 suffit donc de calculer le rang de A a I'aide de la méthode du pivot de Gauss.

Pour résoudre un systeme linéaire, pensez a utiliser son équivalent matriciel pour
gagner du temps. De plus, il est inutile ici de résoudre le systeme puisqu’on s’intéresse
seulement au nombre de solutions. Le calcul du rang est donc suffisant et on peut
oublier les seconds membres.
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| 1 (-1-)) 1
3 -3 5 (=1-=X)
(1-x) -1 1
(4—)\) —4 6 —2 LQ(—L2+(4—>\)L1
3 -3 5 (=1=X\)/) Ly<+ Ly+3L,
-y -1
0 * (24N (2=
0 A - 0
0 -3\ 2 (2-))
ot *=—4+4-A)(1-N)=—4+4-A—4A+ X =A\-5)

1" cas : A = 0. Alors la matrice A est équivalente a

[—1]1-11 [—1]1-11
0 0[2]2 0 0[2]2
0 000 0 000
0 022/ Laic-La—Ly \ 0 00 0

Ainsi rang(A) = 2 n’est pas maximal. On en déduit que A n’est pas inversible et donc que l'application
f — Mdgs : R* — R* n’est pas bijective.
2° cas : A # 0. Alors la matrice A est équivalente a

(1-x) -1 1

0 MA=5)(2+A) (2—A) | Lo+ 5Ls car A #0

0 A — 0 L3 ¢ Lo

0 —3\ 2 (2—-1)

1=) -1 1

0 -1 0

0 AMA=5) (24N (2=X) | Ly + Ly = A(A = 5)L,

0 —3\ 2 (2—=X)/) Li< Li+3\L,
—1ja-x -1 1

0 ~1 0

0 0  (2=N | Ly Ly— Ly

0 0 (2-3))(2-X
ol x=2+A)+AAN=5) =2+ A+ A =5 =22 — 4\ +2

N’hésitez pas a utiliser des opérations intermédaires sur les lignes dans la méthode
du pivot de Gauss pour simplifier vos calculs. Ici, on remarque que L3 — Ly permet
de simplifier la troisieme ligne.

(1= -1 1
0 -1 0
0 0 (=X 0 Ly < L3 car A#£0
0 0 (2=3X))(2-))

(1-x -1 1
0 -1 0
0 0 (A=1) 0
0 0 (2=3\)(2—=X)/) Ly<+ Ly+3L3
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Meéme commentaire ici. L’opération Ly+3Ls n’est pas dans [’algorithme de la méthode
du pivot de Gauss mais elle permet de gagner du temps ensuite car on remarque qu’elle
fait apparaitre un pivot qui ne dépend pas du parametre .

a-» -1 1
0 —1 0
0 (A=1) 0 L3 <> Ly
0 —1 (2—=X)) Li+ L3

0 (A=1) 0 Ly Ly+(A—1)L3

0 ~1 0
0 0 [=1] (@2-N
0 0 0 [(=D@E2=-N

1 sous-cas : (A—1)(2—A) =0 <= (A=1ou )\ =2). Alors rang(A) = 3 n’est pas maximal. On en
déduit que A n’est pas inversible et donc que I'application f — Mldgs : R* — R* n’est pas bijective.
2°sous-cas : (A—1)(2—A) #0 < (A #1et A+#2). Alors rang(A) = 4 est maximal. On en déduit que
A est inversible et donc que I'application f — Adgs : R* — R* est bijective.

Conclusion. L’application f — Aldgs : R* — R* n’est pas bijective si et seulement si |\ € {0,1,2} |

Probléme 1
Dans tout ce probléeme, on fize (a,b,c) € R? et on désigne par P la fonction polynomiale P : x — ax®+bz+c.
Le premier but de ce probléeme est de déterminer toutes les fonctions f continues sur R telles que :

VzeR, f(z)= /Ozf(t)dt + P(z). (E+)

1. Dans cette question, on suppose 'existence d’une fonction continue f solution de (ET ).

(a) Calculer f(0).
» On a:

0
£(0) :/0 f(t)dt + P(0) = 0+ a0® + b0 + ¢ =[c].

(b) Justifier que f est dérivable sur R et exprimer f'(x) en fonction de f, a, b, c et x € R.

» Puisque la fonction f est continue sur R, f admet des primitives sur R d’aprés le théoréme
fondamental de I’analyse. Par définition, F' : x fo‘r f(t)dt est I'unique primitive de f sur R
qui s’annule en 0. Donc F' est dérivable sur R et F’ = f. D’autre part, P est dérivable sur R
comme fonction polynomiale. On en déduit que ‘ f = F + P est dérivable sur R ‘ comme somme
de fonctions dérivables sur R. De plus, on a :

Ve eR, f'(z)=F(x)+ P'(x)=|f(x)+2azx+Db|

(¢) En déduire la fonction f.
» D’apres le résultat de la question précédente, on a :

Ve eR, f'(z)— f(z)=2ax+b.
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On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants. L’équation
différentielle linéaire homogéne associée est :

Ve eR, y'(xz)—y(z)=0.
Ses solutions sont de la forme :
yg s = Aexp(—(—1)x) = Xe® ol A € R est une constante.
Puis on cherche une solution particuliére de ’équation différentielle :
Ve eR, 3 (x)—y(x)=2ax+b.

Analyse. On cherche une solution particuliére de la forme yp : © — az + 8 ou (o, ) € R
Alors :
Ve eR, 2ax+b=yp(z) —yp(r) =a— (ax+ B) = —ax + (a — ).

Par identification des coefficients de polynomes, on obtient :

264 = —« — a = —2a
b=a—-p b=a—-b=—-2a—0

Synthése. On pose yp : © — —2ax — 2a — b. D’aprés les calculs faits dans 'analyse, yp est bien
une solution particuliére de I’équation différentielle :

Ve eR, y'(z)—y(x)=2azx+b.

D’aprés le principe de superposition, on en déduit que toutes les solutions de cette équation
sont de la forme :

y:z—y(x) =yu(xr) +yp(x) = Ae” —2ax —2a — b ou A € R est une constante.

D’apreés le résultat de la question précédente, on en déduit qu’il existe une constante \ € R telle
que :
fix— e —2ax —2a —b.

Or on a d’aprés le résultat de la question 1(a) :
c=f(0)=X"-2a0-2a—b=XA—2a—b < A=2a+b+c.

Finalement, on a :

fioz— (2a+b+c)e® —2ax —2a —b|.

2. Déterminer l’ensemble des fonctions continues solutions de (E*).
» D’apres le résultat de la question précédente, on a montré que si une fonction f continue est
solution de (E™) alors f est égale a la fonction = — (2a 4+ b + ¢)e* — 2ax — 2a — b. Autrement
dit, on a montré que ’ensemble des fonctions continues solutions de (E*) est inclus dans I'ensemble
{z — (2a4+b+c)e® —2ax — 2a — b}. Réciproquement, si on pose f :  — (2a+b+c)e” —2ax —2a—b
alors on a pour tout x € R :

/0 “f@)dt+ P(a)

/ ((2a+b+c)et—2at—2a—b)dt+aaj2+bx+c

(2a+b+c 2a— — 2at — bt} +ax® +bx + ¢ par linéarité

((2a+b+ c)e’ —ax —Zax—bx)—((2a+b+c)1—0—0—0)+ax2+bx+c
(2a 4+ b+ c)e® — 2ax — 2a — b = f(x).
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Donc f est bien solution de (E1). De plus, f est continue sur R comme somme de fonctions continues
sur R. Par double inclusion, on en déduit que 'ensemble des fonctions continues solutions de (E™)

est égal au singleton :

{mr—>(2a+b+c)ew—2ax—2a—b}.

Rédigez précisément votre réponse pour montrer que vous avez compris le raison-

nement par double inclusion.

Le deuzieme but de probleme est de déterminer toutes les fonctions f continues sur R telles que :

(a)

VeeR, f(z)= / f(t)dt + P(z). (E7)
0
3. Dans cette question, on suppose [’existence d’une fonction continue f solution de (E~).
Calculer f(0).
» On a:

(b)

(c)

(d)

(¢)

f(0) = /Oof(t)dtJrP(O) =0+ a0® + b0 + c =[c]

Justifier Uexistence d’une primitive F' de f sur R et ezprimer f(x) en fonction de F, P et
x € R.

» Puisque la fonction f est continue sur R, ‘ f admet des primitives sur R‘ d’apreés le théoréme
fondamental de ’analyse. Soit F' une primitive de f sur R. Alors, on a :

0

VeeR, f(x)= /O_xf(t)dt + P(x) = [F(t)} Ty P(z) =|F(—z) — F(0) + P(z) |

Justifier que f est dérivable sur R et exprimer f'(z) en fonction de f, a, b, ¢ et x € R.
» Par définition des primitives, F' est dérivable sur R et F/ = f. Donc la fonction = +—
F(—x) est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R et sa dérivée vaut
r — —F'(—z) = —f(—x). D’autre part, —F(0) et P sont dérivables sur R comme fonc-
tions constante et polynomiale. D’aprés le résultat de la question précédente, on en déduit
que ’ f est dérivable sur R‘ comme somme de fonctions dérivables sur R. De plus, on a :

VeeR, f(z)=—-F(-2)—0+P'(z)=|—f(—x)+2azx+b|

Calculer f'(0).
» D’apres le résultat de la question précédente, on a :

£1(0) = —f(0) +2a0 +b = —c +b]

car f(0) = ¢ d’apreés le résultat de la question 3(a).

Justifier que f est deuz fois dérivable sur R et exprimer f"(z) en fonction de f', a, b, ¢ et
reR.

» Puisque f est dérivable sur R d’aprés le résultat de la question 3(c), la fonction x — — f(—x)
est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables sur R et sa dérivée vaut z —
—(—=f'(=x)) = f'(—x). D’autre part, x — 2ax + b est dérivable sur R comme fonction polyno-
miale. D’aprés le résultat de la question 3(c), on en déduit que f’ est dérivable sur R comme
somme de fonctions dérivables sur R, donc que ‘ f est deux fois dérivable sur R ‘ De plus, on a :

Ve eR, [f'(z)=—(—f'(—x))4+2a=|f(—x)+ 2a|
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(f) Montrer que f"(x) + f(z) = 2a(1 — z) + b pour tout = € R.
» On a pour tout z € R :

f"(x)+ f(z) = f'(—x) +2a+ f(z) d’aprés le résultat de la question précédente
= —f(—(—2)) +2a(—x) + b+ 2a + f(x) d’apreés le résultat de la question 3(c)
—f(x) —2am—|—b+2a—|—f( )

=|20(1 —z) +

(9) En déduire la fonction f.
» Au résultat de la question précédente, on reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre
2 a coefficients constants. L’équation différentielle linéaire homogéne associée est :

Ve eR, y"(z)+y(z)=0.

L’équation caractéristique associée est 7> +1 =0 <= r? = —1 d’inconnue r € C. Elle admet

deux solutions complexes conjuguées : ¢ = 0+ 12 et —2 = 0 — 12. On en déduit que les solutions
de I'équation différentielle linéaire homogéne associée sont de la forme :

Y x> e (A cos(lz)+B sin(lx)) = Acos(z)+Bsin(z) ot (A, B) € R? sont deux constantes.
Puis on cherche une solution particuliére de ’équation différentielle :
VeeR, y'(z)+y(r)=2a(1l—1x)+b=—2ax+ (2a + b).

Analyse. On cherche une solution particuliére de la forme yp : x +— az + 8 ou (, ) € R
Alors :

Ve eR, —2ax+ (2a+b)=yp(x)+yp(z) =0+ az+f.

Par identification des coefficients de polynomes, on obtient :

—2a4 =«
2a+b=p
Synthése. On pose yp : © — —2ax + 2a + b. D’aprés les calculs faits dans I'analyse, yp est bien
une solution particuliére de 1’équation différentielle :
VeeR, 3y'(z)+y(r)=2a(1l—1x)+b=—2ax+ (2a + b).

D’aprés le principe de superposition, on en déduit que toutes les solutions de cette équation
sont de la forme :

y:z—y(zr) =yu(x) +yp(xr) = Acos(x) + Bsin(z) — 2ax + 2a + b

ol (A, B) € R? sont deux constantes. D’aprés le résultat de la question précédente, on en déduit
qu'il existe deux constantes (A, B) € R? telles que :

f:x— Acos(z) + Bsin(z) — 2ax + 2a + b.
Or on a d’aprés les résultats des questions 3(a) et 3(d) :

c= f(0) = Acos(0) + Bsin(0) —2a0 +2a+b=A+2a+b — A=—-2a—-b+c
—c+b= f'(0) = —Asin(0) + Bcos(0) —2a = B — 2a B=2a+b—-c

Finalement, on a :

frax— (=2a—b+c)cos(x) + (2a+ b — ¢)sin(z) — 2ax + 2a + b|.
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4. Déterminer 'ensemble des fonctions continues solutions de (E~).
» Dans la question précédente, on a montré que l’ensemble des fonctions continues solutions de
(E7) est inclus dans ensemble {z — (—2a — b + ¢) cos(x) + (2a + b — ¢) sin(x) — 2ax + 2a + b}.
Réciproquement, si on pose f : x +— (—2a — b+ ¢) cos(z) + (2a + b — ¢) sin(z) — 2azx + 2a + b alors
on a pour tout x € R :

/0 Crdt + Pa)

:/ ((—2@— b+ c)cos(t) + (2a + b — ¢)sin(t) —2at+2a+b>dt+ax2 +bx +c
0

= [(—Za —b+c)sin(t) — (2a + b — ¢) cos(t) — 2a§ + 2at + bt} ;x +az® 4+ bz + ¢ par linéarité
:<(—2a —b+c)sin(—x) — (2a + b — ¢) cos(—z) — ax® — 2ax — bx)

- ((—Qa—b—l—c)O—(2a+b—c)1—0+0+0> +az® +br +c
=(—2a — b+ c)cos(x) — (—2a — b+ ¢)sin(z) — 2ax + 2a + b = f(x).

Donc f est bien solution de (E7). De plus, f est continue sur R comme somme de fonctions continues
sur R. Par double inclusion, on en déduit que I’ensemble des fonctions continues solutions de (E7)

est égal au singleton :

{x = (—2a — b+ ¢)cos(x) + (2a + b — ¢) sin(z) — 2azx + 2a + b} :

Exercice 2
Calculer chacune des intégrales suivantes :

' S de T2 dg
I = | 3%cos(2ms)d I, = — = et I3 = —_— tt=tan(0/2).
1 /0 cos(2ms)ds, Iy /1 w gy b /0 cos(0) 7 1 en posan an(0/2)

» Pour /3, on utilise une intégration par parties en posant pour tout s € [0, 1] :

{ u(s) = 3° donc {u/(s) = In(3)3°

v'(s) = cos(2ms) v(s) = 5= sin(27s)

Puisque u, v sont dérivables sur [0, 1] et u/, v" sont continues sur [0, 1], on a d’aprés le théoréme d’intégration

par parties :

N’oubliez pas de vérifier les hypothéses de chaque théoreme que vous utilisez.

I = /0 S cos(2ms)ds = /0 lu(s)v’(s)ds - [u(s)v(s)}

1

1
—/ In(3)3°5= sin(27s)ds
0

In(3)

1
/35 sin(2rs)ds par linéarité.
0

On utilise une nouvelle intégration par parties en posant pour tout s € [0, 1] :

{ u(s) = 3° donc {u’(s) = In(3)3°

w'(s) = sin(27s) w(s) = —5= cos(2ms)
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Puisque u, w sont dérivables sur [0, 1] et «’, w’ sont continues sur [0, 1], on a d’aprés le théoréme d’intégration
par parties :

1 1
—ﬁ/ 3°sin(27s)ds
2m Jo

__® ([ 3 cos(2ms)| ~ /O (@)L COS(QWs)ds)

[1:

2m 0
In(3 3 1  In@3) [!
= — n2(7r) (—% + Py + I;L?T)/O 3° COS(QWS)dS) par linéarité
~ In(3) ln(3)21
— o2 IPCEE

On en déduit que :

<1 + 1n(3)2) L = n(3) donc I, = In(3) 4r” 21n(3)

ir? o2 or2  4n? 4 In(3)2 |4 + In(3)? |

On a:

]_/5 da _/5 da _/5 da _/5 da _1/5 dz
Pt —de 7 )y (P44 +3 ) @-22+3 ) 3(@+1>_3 L (P

On pose le changement de variable ¢ = % = r=1t/3+2=¢p(t). Ona:

1-2 —1 Hh—2 3
r=1 4= t=—""=—— et x1=5 <= t="—1"="_ /3.

V3 V3 V3 V3

La fonction ¢ : t + ty/3 + 2 est dérivable sur [—1/4/3,1/3] comme fonction affine et ¢ : t + /3 est
continue sur [—1/ V3, \/§] comme fonction constante. De plus :

de  de(t) _
iy _gp(t)—\/g donc dz = V/3dt.

On a donc d’apres le théoréme de changement de variable :

13 V3t V3 V3
I=- - = [arctan(t)}
3) st +1 3 13

3 (tan (v8) o (1)) B (2 - (1) - | 28]

On pose le changement de variable ¢t = tan(0/2) <= 6 = 2arctan(t) = ¢(t). On a :

0=0 < t=tan(0) =0 et 92% = tztan(%)zl.

La fonction ¢ : t — 2arctan(t) est dérivable sur [0, 1] comme fonction usuelle et 9" : t — 2 est continue
sur [0, 1] comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus :

a9 du(t) 2 2dt
WY e = done df — -
- a VW= done 1+
- 2 2
_1+tan2(g)_1+t2

d’aprés les formules de trigonométrie. On a donc d’aprés le théoréme de changement de variable :

/2 4o 1 % 1 1
I3 = _ = —_— = dt:M =1-0=|1|
3 /0 cos(f) + 1 /0 2 /0 0

142

et cos() +1=cos(2%) +1=2cos’ (§) —1+1
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Probléme 2
On dit qu’une matrice A € M5(R) admet une «décomposition LUy lorsqu’il est possible de l’écrire sous la
forme A = LU ou :

o L € #5(R) est une matrice triangulaire inférieure (“Lower” en anglais) dont tous les coefficients
diagonauzr sont égaux a 1, c’est-a-dire de la forme :

100
L= fl 10 avec (61,62,63) € Rg
ly U3 1

o U € #5(R) est une matrice triangulaire supérieure (“Upper” en anglais), c’est-a-dire de la forme :
Uy Uz U3z
U=\ 0 ug us avec (U, ug, us, Uy, Us, tug) € R

OOU6

1. Calculer le produit LU en fonction des coefficients £y, la, (3, U1, Us, U3, Uy, Us, Ug.

» On a:
1 00 U1 U Us U1 U2 us
LU = 51 10 0 Ug Us = €1u1 £1UJ2 + Uy €1U3 + Us
62 €3 1 00 Ug €2u1 €2U2 + €3U4 ggUg + €3U5 + Ug
123
2. La matrice A= | 004 | admet-elle une décomposition LU ? Justifier votre réponse.
765

» Si la matrice A admet une décomposition LU alors il existe des coefficients ({1, (s, f3) € R3 et
(w1, ug, us, Ug, Us, Ug) € RS tels que :

123 Uy Uo Us
004 =A=LU = ﬁlul £1UQ + Uy €1u3 + us
765 £2UJ1 €2u2 + £3UJ4 €2U/3 + £3U5 + ug

d’aprés le résultat de la question précédente. Par identification des coefficients de matrices, on en
déduit que :

( uy = 1 (Ll)
uy = 2 (Lo)

Uz — 3 (Lg)

Elul =0 (L4)

€1U2 +ug = 0 (L5>

€1U3 + Uy = 4 (LG)

Egul =7 (L7)

£2U2 + £3U4 =6 (Lg)

L €2U3 + €3U5 + ug = 5 (Lg)

Attention ! Il ne s’agit pas d’un systéme linéaire!! ‘

On a uy = 1 d’aprés (Ly). On en déduit que ¢; = 0 d’aprés (Ly) puis que uy = 0 d’aprés (Ls). Par
conséquent, fous = 6 d’apres (Lg). Or o = 7 d’aprés (Ly) et ug = 2 d’aprés (Lg) donc louy = 14 # 6.
On obtient une absurdité. Donc ‘A n’admet pas de décomposition LU ‘

123
3. Montrer que la matrice A= | 36 9 | admet au moins deux décompositions LU différentes.

4813
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» Analyse. On cherche ({1, {5, l3) € R® et (uy, us, us, ug, us, ug) € RO tels que A = LU. En raisonnant
comme & la question précédente, on obtient le systéme suivant :

( u =1 (L)
us =2 (Lg)

Uz = 3 (Lg)

élul =3 (L4)

€1U2 + Uy = 6 (L5)

€1U3 + us = 9 (Lg)

louy =4 (L)

€2u2 + 63U4 =38 (Lg)

L ngg + €3U5 + ug = 13 (Lg)

‘Attention I'Il ne s’agit toujours pas d’un systéeme linéaire!!

On a (u1,us,us) = (1,2,3) d’aprés les trois premiéres lignes. En reportant dans les autres lignes, on

obtient :
( 6=3 (L)
261 +uy = 6 (L5)
361 + us = 9 (LG)
52 =4 (L7)
2€2 + 63U4 =38 (Lg)
[ 3l + l3us + ug = 3 (Lg)

Donc (41,02) = (3,4) d’apreés les lignes (L4) et (L7). En reportant dans les autres lignes, on obtient :

6+us =6 (Ls)

9+ Us = 9 (L6)

8 +£3U4 =8 (Lg)

12 + l3us + ug = 13 (Lg)

On déduit des lignes (Ls) et (Lg) que (u4,us) = (0,0). En reportant dans les deux derniéres lignes,
on obtient :
8=8 (L)
12+ ug = 13 (Ly)

Donc ug = 1. Puisque (Lg) est compatible, on peut choisir n’importe quel coefficient /3.
Synthése. D’aprés les calculs faits en analyse, on a par exemple :

100 123 100 123
A=1310 0001 =1310 000
401 001 4421 001
123
4. Dans cette question, on considére 'exemple A= | 237
131
(a) Montrer que A est inversible et calculer son inverse.
Y1
> Soit Y = | yo | € #5:(R). A l'aide de la méthode du pivot de Gauss, on résout le systéme
Ys
L1
linéaire AX =Y d’inconnues X = | 2 | € #5,1(R) :
T3
23\ [n Y1
AX =Y «— 2 37 vy | = | y2 | Lo Lo—21,
131 x3 ys ) Ls < L3 — Ly
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2 3\ [m i
— | 0 1 zy | = | v2— 20
0 1 =2 x3 ys—y1 ) Lz < L3+ Ly
2 3 I 25
— | 0 1 Ty | = Yo — 2u1
0 0 T3 Ys +y2 — 3y

On obtient un systéme linéaire échelonné de rang maximal donc | A est inversible |

1+ 229 + 323 = Y1
AX =Y <— —To + T3 = Yo — 213
—r3 = Y3+ Y2 — 3
r1 = Yy — 229 — 3x3 = — 18y + Tys + 5y3
< T2 =2y — Y2+ T3 =0Y1 — 2Y2 — Y3
r3 = 3Y1 — Y2 — Y3

1 —18 7 5 Y1

— |2 | = 5 —2-1 Yo

T3 3 —-1-1 Y3

N ~~ 7 N——

X A1 Y
—18 7 5
Par conséquent, | A1 = 5 —2 -1
3 —1-1

(b) En déterminant les matrices L et U, montrer que A admet une unique décomposition LU.
» Analyse. On cherche (1,05, 03) € R® et (uy,us, us, uq, us,ug) € R® tels que A = LU. En
raisonnant comme aux questions 2 et 3, on obtient le systéme suivant :

( Uy = 1 (Ll)
Ug = 2 (LQ)
us = 3 (Lg)

lyup = 2 (Ly)

< gﬂlg +uy = 3 (L5)
Elu;g + us = 7 (LG)

€2u1 =1 (L7)

€2u2 + €3U4 =3 (Lg)

L ggUg + £3U5 + ug = 1 (Lg)

‘Attention I'Il ne s’agit toujours pas d’un systeme linéaire!!

On a (u1,ug,ug) = (1,2,3) d’aprés les trois premiéres lignes. En reportant dans les autres lignes,
on obtient :

( =2

261 +uy = 3

361 + us = 7

62 - 1

242 + €3UJ4 =3

| 3l + l3us +ug = 1

Donc (¢1,03) = (2,1) d’aprés les lignes (L4) et (L7). En reportant dans les autres lignes, on

obtient :
4+ Ug = 3 5

(Ls)
6+U5 =7 (Lﬁ)
2 +£3U4 =3 (Lg)
3+€3U5 + ug = 1 (Lg)
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On déduit des lignes (Lj) et (Lg) que (u4,us) = (—1,1). En reportant dans les deux derniéres

lignes, on obtient :
2 — 63 - 3 (Lg)
3+€3+U6 =1 (Lg)
Donc ¢3 = —1 d’aprés (Lg) puis ug = —1 d’aprés (Lg).
Synthese. D’aprés les calculs faits en analyse, on trouve une unique décomposition LU :

100\ /12 3
A=[210]||0-11
1-11/ \0 0 -1
L —U

(¢) Inverser L et U puis retrouver A~' & laide de L™' et U™1.
» On raisonne comme a la question 4(a).

(1] 0 0\ (/= yi

LX =Y «— 2 10 T = Y2 Lo+ Ly —2I14
1 —11 X3 Y3 L3<—L3—L1
00\ [x i
= | o[ao] |z |=|r-2un
0 —11 T3 ys—y1 ) Lz < L3+ Lo
0 0 T hn
— | o[1]o ry | = Y2 — 241
0 0 [1] T3 Ys +y2 — 31
—_———

=I3

On obtient un systéme linéaire échelonné de rang maximal donc L est inversible et :

1 Y1 100 (n
LX =Y «— ) = y2—2y1 = —210 Y2
T3 Ys + Y2 — 3u —-311 Y3
1 00
Par conséquent, |[L™' = | —2 10 | | De méme :
311

2 3 T U1

UX=Y < [ 0|-1] 1 o | = | w

0 O T3 Ys3

On obtient un systéme linéaire échelonné de rang maximal donc U est inversible et :
xy + 2w9 + 313 = Uy
—To + T3 = Yo
—T3 = Y3

UX =Y «<—

Ty = y1 — 222 — 313 = Y1 + 2y2 + Y3
= (T2 = Y2t T3 = Y2 — Y3
T3 = —Ys3
I 1 2 5 U1
<~ To = 0-1-1 Y2
I3 00 —1 Y3
12 5
Par conséquent, |[U™' = | 0 -1 —1
00 —1
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Les calculs d’inversion sont beaucoup plus simples avec des matrices trian-
gulaires. C’est tout lintérét de la décomposition LU.

On en déduit que :

12 5 1 00 —18 7 5
Alt=@U)y'=vu'L = 0-1-1 210 | = 5 —2 -1
00 —1 -311 3 —1-1
abc
Dans les questions suivantes, on revient au cas général A= | de f | € #3(R).
gh

5. Dans cette question, on suppose que A admet une décomposition LU.

(a) Justifier que L est inversible.
» [l suffit de calculer le rang de L a ’aide de la méthode du pivot de Gauss.

(1] oo

fl 10 L2<—L2—€1L1
62 63 1 L3 < L3 — €2L1

(1] 0 0
0 [1]0
0 ¢35 1) Lg<Ls—{3L,
1] 0 0
0 [1] 0
0 0 [1]

Ainsi rang(L) = 3 est maximal donc | L est inversible |

On peut aller un peu plus vite en inversant les colonnes. Par contre, il est
inutile de calculer L™, ce n’est pas demandé!

(b) En déduire que A est inversible si et seulement si uyuqug 7 0.
» On raisonne par double implication.
Sens direct. On suppose que A est inversible. Puisque A = LU et que L est inversible d’aprés
le résultat de la question précédente, on a :

L7'A=L"'LU =13U =U par associativité.

On en déduit que U = L7 !'A est inversible comme produit de matrices inversibles. Ainsi
rang(U) = 3 est maximal. Or U est une matrice échelonnée car :

U= 0 [u] us
0 0 [w)

Puisque les pivots uq, uy et ug sont non nuls, on en déduit que ujuqug # 0.

Sens réciproque. On suppose que ujusug # 0. On en déduit que U est une matrice échelonnée
de rang maximal. Donc U est inversible. Par conséquent, A = LU est inversible comme produit
de matrices inversibles.

Conclusion. On a bien montré que ‘A est inversible si et seulement si ujuqug # 0 ‘

. : b : .
6. Dans cette question, on suppose que a # 0 et que la matrice (a ) est inversible.

de
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(a) Montrer que A admet une unique décomposition LU.
» Analyse. On cherche (1,05, 03) € R® et (uy,us,us, ug, us,ug) € R® tels que A = LU. En
raisonnant comme aux questions 2, 3 et 4(b), on obtient le systéme suivant :

;

&

Uy

Uz

Uusg

Cruy

gﬂlz + Uy

liug + us =

louy

loug + L3y

L fog + 63U5 + ug

I
[N}

w

N

ot
— O N N N

3

2]

|
S TR = 0 Q0 R

CESEEEREEE

=)

‘Attentz’on !'Il ne s’agit toujours pas d’un systéme linéaire !'!

On a (u1,ug, us) = (a,b,c) d’aprés les trois premiéres lignes. En reportant dans les autres lignes,

on obtient :
( a€1 =d (L4)
bél +uys =e (L5)
Cel + us = f (Lﬁ)
aly = g (L7)
bgg + £3U4 =h (Lg)
L CEQ + 63U5 + ug = 1 (Lg)

Donc (01, 4s) = (d/a,g/a) car a # 0 d’aprés les lignes (L4) et (L7). En reportant dans les autres
lignes, on obtient :

%+U4 = € (L5)

%l-irus = f (Le)

%g +€3U4 = h (Lg)

%+€3U5+U6 :Z (Lg)
b

On déduit des lignes (Ls) et (Lg) que (ug,us) = ((ae —
les deux derniéres lignes, on obtient :

by acsbdgy — h (L)

4 aledyy g =i (L)

Or la matrice (a b
de

> est inversible par hypothése, donc :

ab
det(de) = ae — bd # 0.
On déduit de la ligne (Ls) que :

h—"  ah—bg

fs = “%:bd  ae—bd

et de la ligne (Lg) que :
. ¢g af—cd ah—byg
te =1 a ae — bd’

Synthese. D’aprés les calculs faits en analyse, on trouve une unique décomposition LU :

1 0 0 a b c
A= d 1 0 0 ae—bd af—cd
g ah—b ° . [ (a%‘—cd)(ah—b )
N % aefbél] 1 0 0 - ;9 - a(ae—bd) .
) —U
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(b) A laide des résultats précédents, en déduire que A est inversible si et seulement si
aei +bfg+ cdh — ceg — bdi — afh # 0.

Comment appelleriez-vous la quantité aei + bfg + cdh — ceqg — bdi — afh pour la matrice A ?
» D’aprés le résultat de la question 6(a), A admet une décomposition LU. On peut donc
appliquer le résultat de la question 5(b) : A est inversible si et seulement si ujugug # 0.

Attention a la logique de votre raisonnement. Pour démontrer les résultats
de la question 5, on a supposé que A admet une décomposition LU : il faut
donc vérifier cette hypothése pour appliquer ces résultats.

De plus, on a obtenu a la question précédente :

ae — bd et uﬁzi_@_ (af—Cd)(ah—bg).

a a a(ae — bd)

up = a, Uy =

Donc :

e — o (ae - bd) (Z Ccg (af —cd)(ah — bg)>

a a a(ae — bd)
_ ai—cg (af —cd)(ah — bg)
_(ae—bd)< T alae—bd) )
_ (ae — bd)(ai — cg) — (af — cd)(ah — bg)
a
= é((cﬂei — aceg — abdi + bedg) — (a2fh —abfg — acdh + bcdg))
1

= - (aQez' — aceq — abdi — a*fh + abfg + acdh)

a
=aei —ceqg — bdi — afh+ bfg+ cdh.

Finalement, on a bien montré que :

abc
A= | de f | € #(R) est inversible <= aei + bfg + cdh — ceg — bdi — afh # 0|.
ghi

Pour les matrices carrées d’ordre 2, on a :

A= (Z Z) € #>(R) est inversible <= ad — bc # 0

. : . b
et la quantité det(A) = ad — bc est appelée le déterminant de la matrice A = (a )

cd
Par analogie, la quantité aei +bf g+ cdh —ceg —bdi — a fh pourrait étre appelée le
abc
de la matrice A= | de f
gha

On a seulement montré l’équivalence dans le cas ot a # 0 et ae — bd # 0.
En fait, on peut montrer que cette équivalence est vraie dans tous les cas (en
étudiant le cas a = 0 et le cas ae — bd = 0) mais c’est plus difficile car on
ne dispose pas toujours d’une décomposition LU dans ces cas (cf. la question
2). Cette quantité généralise donc bien le critére d’inversibilité de l'ordre 2
a lordre 3, et on l'appelle bien le déterminant des matrices carrées d’ordre

3.
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DS n°5 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Probléme 1

Ce probléme propose d’étudier, en fonction d’un parameétre o > 0, la nature de la suite définie par :

1.

2.

3.

n

1
Vn > 1, Up = kz_; m.
Dans cette question, on fixe une valeur quelconque du paramétre o > 0.

(a) Montrer que : Vn =1, noo

5 S Up <

T
(b) En déduire la nature de la suite (u,),>1 dans les cas o €]0,1[ et « €]1, +o0o[. Dans chacun de
ces deux cas, préciser la valeur de la limite de u,, quand n — +00 si elle existe.
Dans cette question, on considére le cas a = 1.
(a) Montrer que la suite (u,),>1 est croissante.
(b) Prouver que la suite (u,,)n>1 est convergente.
(¢) Montrer que In(1+ z) < < —In(1 — x) pour tout = €] — 1,1].
(d) En appliquant cette inégalité a x = kJ%n, montrer que :

VYn>1 In (27?:11) < u, < In(2).

(e) En déduire la limite de la suite (uy,)n>1-
Dans cette question, on revient au cas général a > 0 et on souhaite déterminer un équivalent de la

suite (up)n>1. Pour cela, on pose la fonction f @z — —.
(a) Soit n > 1. En utilisant la monotonie de f sur [*=1, £] montrer que :

‘n

k/n
Vk € [1,n], %f(%)g/( f(x)dxglf(%)

k—1)/n n

(b) En déduire que :

Unp

1
U 1
< de < —— + —.
/()’f(x) :'U 1_a 2n

(¢) Déterminer un équivalent de u,, quand n — 400 en fonction de n, a et [ = folf(x)dx.

Vn > 1, -
ne n
(d) Calculer I dans le cas o = 1 et retrouver le résultat de la question 2.

(e) Déterminer un équivalent simple de u,, quand n — +oo dans le cas o = 2.

Exercice
Toutes les fonctions doivent étre écrites en Python.

1.
2.

Ecrire une fonction suite(n,alpha) qui calcule les termes de la suite (u,),>; du Probléme 1.

Ecrire une fonction transpose qui prend en argument une matrice de taille quelconque et renvoie
sa matrice transposée.

. On suppose avoir écrit deux fonctions a(n) et b(n) qui calculent les termes de deux suites adjacentes

(@n)n=0 €t (by)n=0. On rappelle que ces deux suites convergent vers la méme limite £ € R et que
a, < £ < b, pour tout n > 0. Ecrire une fonction approche (epsilon) qui prend en argument un
réel epsilon > 0 et renvoie une valeur approchée de la limite ¢ & epsilon pres, c’est-a-dire que :

|¢ — appproche(epsilon)| < epsilon.
Ecrire une fonction est_colineaire qui prend en arguments deux listes des composantes de deux
vecteurs de R? et renvoie le booléen True si ces vecteurs sont colinéaires et False sinon.

Ecrire une fonction ecarttype qui prend en argument une liste de modalités (dont les effectifs sont
supposés égaux a 1) et renvoie la valeur de leur écart type.

Ecrire une fonction produit qui prend en argument deux listes des coefficients de deux polynomes
(par exemple la liste [1,2,0,3] pour le polynoéme 1 + 2X + 3X?) et renvoie la liste des coefficients
du produit de ces deux polyndmes.
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Probléme 2 N
Dans tout ce probléme, on se place dans un plan affine & muni d’un repére orthonormé (O, i, j ). On
désigne par «triangle» une figure formée par trois points distincts et non alignés de &2, appelés sommets.
On rappelle que les hauteurs d’un triangle sont les trois droites passant par un des sommets de ce triangle
et perpendiculaires a la droite contenant les deux autres sommets.

1. Dans cette question, on fixe un triangle ABC de £.
— —
(a) Soit M € £ un point quelconque. Montrer que MA.% + ]\ﬁ.C’A + 1\4—5,@ = 0.
(b) En déduire que les trois hauteurs de ABC' sont concourantes en un point H.

On rappelle que le point H de concourance des hauteurs d’un triangle est appelé l'orthocentre de ce
triangle. Etant donnée une partie X C £, on note #(X) 'ensemble des orthocentres des triangles dont
les sommets appartiennent a X. De plus, on dit que la partie X est «orthocentrique» lorsque J(X) C X,
c’est-a-dire lorsque tout orthocentre d’un triangle formé de trois points distincts et non alignés de X
appartient a X.

2. Justifier que toute partie X incluse dans une droite de & est orthocentrique.
Dans la suite du probléme, on considére des exemples de parties X non incluses dans une droite.

3. Dans cette question, on considére une partie X; formée de I'union d’une droite Z de & et d’un point
M € & qui n’appartient pas & Z. Quitte a changer de repére orthonormé, on suppose que Z est la
droite d’équation cartésienne y = 0 et que M est d’abscisse nulle. On note (0, m) les coordonnées de
M dans ce repére.

(a) Déterminer une équation cartésienne de la droite A perpendiculaire & Z et passant par M.

(b) Soient A et B deux points distincts de 2 d’abscisses respectives a et b. Déterminer les coor-
données de l'orthocentre H du triangle ABM.

(c¢) Réciproquement, soit H un point de A d’ordonnée h. Trouver les coordonnées de deux points
distincts (A, B) € 2? tels que H soit l'orthocentre du triangle ABM.

(d) En déduire s#(X;). La partie X est-elle orthocentrique ?
(e) Justifier brievement que la partie Xo = X; U S#(X)) est orthocentrique.

4. Dans cette question, on considére une partie de la forme X3 = % ou € est un cercle de &. Quitte
a changer de repére orthonormé, on suppose que % est le cercle de centre O et de rayon R > 0,
c’est-a-dire I'ensemble des points S(6) de coordonnées (R cos(#), Rsin(6)) ou 6 € [0, 2x|.

(a) Soient «, 8 et v trois réels distincts de [0, 27[. Montrer que le point H de coordonnées

(R(cos(a) + cos(f) + cos()), R(sin(«) + sin(5) + sin(v)))

est l'orthocentre du triangle S(«)S(8)S(7).
(b) Calculer la distance OH pour (a, 3,v) = (0,7, ). La partie X3 est-elle orthocentrique ?

5. Dans cette question, on considére la partie Xy, C &2 d’équation cartésienne zy = k ot k € R est un
parameétre fixé.

(a) A Daide d’un résultat précédent, justifier que X, est orthocentrique dans le cas ou k = 0.
Dans les questions suivantes, on suppose que k # 0.
(b) Sur un schéma du plan &2, représenter graphiquement la partie X, dans le cas ou k = 1.
(c) Soient A, B et C' trois points distincts de X d’abscisses respectives a, b et c.
i. Déterminer une équation cartésienne de la hauteur de ABC' passant par A.

ii. Montrer que les coordonnées (x,y) de l'orthocentre H du triangle ABC' vérifient :

abec —kc T\ abc® — k?
abc —kb y) \abc—k* )"

iii. En déduire que X, est orthocentrique.
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Corrigé du DS n° 5 de mathématiques et
d’informatique

Probléme 1

Ce probleme propose d’étudier, en fonction d’un parametre o > 0, la nature de la suite définie par :

- 1
W =Y
k:lk +n

1. Dans cette question, on fize une valeur quelconque du parameétre o > 0.

(a) Montrer que : Vn > 1, nl;v

n
S Un S T8

» Soit n > 1. Puisque a > 0, la fonction x +— z% est strictement croissante sur |0, +oo[. On en
déduit que pour tout k € [[1,n] :

1=1<k*<n® donc 1+n®<k¥+n*<n*+n=2n%
Puis on a d’apres la stricte décroissance de la fonction z +— % sur |0, +o0] :

1 S 1 S 1
14+ne” ke4ne ™ 2pa’

En sommant pour k € [1,n] toutes ces inégalités, on obtient :

n _ 1 u 1 "1 n nt=e
1_|_na Zl+na Zka+na ZQna Ino 2
k=1 k=1 k=1
Finalement, on a bien montré que :
w1 |7 < "
n=z1, Up X
2 1+ ne

(b) En déduire la nature de la suite (uy,)n>1 dans les cas a €]0, 1] et a €]1, +00[. Dans chacun de
ces deux cas, préciser la valeur de la limite de w,, quand n — +oo si elle existe.

j et

» Sia€]0,1] alors 1 —a > 0 et donc lim, 4o "5—

précédente et le théoréme de limite par comparaison, on en déduit que ‘limnﬁﬂx, U, = +oo| et

= +o00. D’aprés le résultat de la question

donc que | (uy)n>1 est divergente de 1™ espéce|.

1—

Si a €]1, 400 alors 1 — o < 0 et donc lim, 4 % = 0. De plus, on a :

11—« 0
lim = n

- —0 —a < 0.
nsteo T+ n®  nodsen e+l 041 car —a

D’apres le résultat de la question précédente et le théoréeme de limite par encadrement, on en

déduit que |lim,, o u, = 0| et donc que | (u,),>1 est convergente |.

2. Dans cette question, on considere le cas oo = 1.
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(a) Montrer que la suite (u,),>1 est croissante.
» Soit n > 1. On a dans le cas o = 1:

n+1
Un+1 = Z 14 Z 1 1
k kKl +n

n+1

:Z(k+

k=1

k=1
n+2

~ 1
:Zz—i—n_zl{:—i— en posant i = k+ 1

1 N 1 +i 1 "1 1 tivite
= — — ar associativité
n+2+n n+l4+n :2k+n k:2k+n 1+n b

1 1 1
a2 ol 4l
C@n+ D+ +2n+2)(n+1) - (2n+2)(2n+ 1)
B (2n +2)(2n+1)(n+ 1)
 (@2n43n+1)+ (2n* 4+ 4n +2) — (4n* + 6n + 2)

B (2n+2)(2n+1)(n+1)
_ n+1 B 1
S 2n+2)2n+1)(n+1)  (2n+2)(2n+1)

> 0.

On en déduit bien que |la suite (u,),>1 est croissante|.

On peut aussi aller plus vite au début du calcul de u, 1 —u, en reconnaissant
des sommes télescopiques.

(b) Prouver que la suite (u,),>1 est convergente.

» D’apres le résultat de la question 1(a), on a :
n n
Yn>1, u,< = <1 car0<n<1l+n.
1+n' 1+4n

On en déduit que la suite (u,),>1 est majorée par 1.

Attention : 11, n'est pas un majorant car il dépend de n!!

Ainsi, la suite (u,),>1 est croissante d’aprés le résultat de la question précédente et majorée.

D’aprés le théoréme de la limite monotone, on en déduit que |la suite (u,),>1 est convergente |.

(¢c) Montrer que In(1+z) < z < —In(1 — ) pour tout x €] — 1, 1].
» On pose la fonction ¢g :  — = — In(1 + x). Cette fonction est bien définie et dérivable sur
| = 1, 1] comme somme et composée de fonctions usuelles. On a pour tout = €] — 1,1 :
. x
l+z 14z

g'(x)=1-

Puisque 1 + 2 > 0 car x > —1, on en déduit que ¢'(x) est du signe de z. Par conséquent,
la fonction g est strictement décroissante sur | — 1,0] et strictement croissante sur [0, 1[. En
particulier, la fonction g admet un minimum en 0 valant g(0) = 0 — In(1) = 0. On en déduit
pour tout z €] — 1, 1[ que :

g(x) >0 donc In(l+zx)<x

De plus, si z €] —1, 1] alors —z €] —1, 1. Ainsi, 'inégalité précédente donne aussi en remplagant
X par —x :
In(l —z) < —z donc z< —In(1—x).
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On peut aussi étudier la fonction h : x — —In(1 — x) — x pour démontrer
cette inégalité (comme pour obtenir la premiére inégalité a l'aide de l'étude
de la fonction g) mais c’est plus long.

Finalement, on a bien montré que :

Vee|—-1,1, [In(l+z)<z<—-In(l-2x)|

(d) En appliquant cette inégalité a x = montrer que :

_1
k+n’

Vn>1, In (2"j11) < u, <In(2).

» Soient n > 1 et k € [1,n]. En reprenant le raisonnement de la question 1(a), on a :

1 1 n

-1<0< < <
2nt T k4+n " 14nt

<1l carO0O<1l<1+n.

On peut donc appliquer I'inégalité de la question précédente a x = k%n el—-1,1]:

1 1 1
In(1 < <—In(1- .
n( +k’+n> kE+n n( k—l—n)

En sommant pour k € [1,n] toutes ces inégalités, on obtient :

n

1 - 1 1
u":;k+n>;1n(l+k+n) =ln (H <1+k+n)>

k=1
k+n+1)
P k+n

L
n<nk 1 k+1)+n))
(
(

=1

Hk (k+n)
[T (

=1
(
(
i+n) :
=In —) en posant ¢ = k + 1

(
[Tie (kK +n

n+1+n

In —) aprés simplifications

14+n
<2n + 1)
=In
n+1
‘ On peut aussi aller plus vite en reconnaissant un produit télescopique. ‘
Zln 1-— =—1In ﬁ 1-— L
k+n k: +n k+n

k=1
e k+n—1
1 k+n

oI
(

et de méme wu,, = Z

1 —1
l) aprés simplifications

=—1In
n—+n

~— In (%) — In G) — In(2).

Finalement, on a bien montré que :

Vn>1, |ln (zn"—jll) <u, <In(2)|
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En déduire la limite de la suite (uy,)n>1-

» On a: .
2 1 2+ = 2
lim In 2~ R lim In il ] =1In 2403 _ In(2).

D’aprés le résultat de la question précédente et le théoréme de limite par encadrement, on en

déduit que |limy, o0 up, = In(2) |

3. Dans cette question, on revient au cas général o > 0 et on souhaite déterminer un équivalent de la
suite (Up)n>1. Pour cela, on pose la fonction f: x>

’BO‘-I—I
(a) Soit n > 1. En utilisant la monotonie de f sur [=2, £ montrer que :
1 /m 1
vhellal, LfE< [ flo)de <)
n (k=1)/n n

» Soit k € [1,n]. La fonction f est définie est dérivable sur |0, +oo[ comme somme et composée
de fonctions usuelles. On a pour tout x > 0 :

, —ax® !
r)=——"-5<0.
J(@) (x4 1)2
Par conséquent, la fonction f est strictement décroissante sur |0, +oo[. En particulier, on a pour
tout x € =1 5]

D) = fl@) = f(5).

Puisque f est continue sur 0, 400], on en déduit par croissance de I'intégrale sur [kT

/<k/n flayts > [ " o= IR (E - 1) =

k—1)/n (k—1)/n (k=1)/n

et de méme /( f(z)dxr < /( f(ENde = %f(%l)

k—1)/n k—1)/n

Finalement, on a bien montré que :

/n
vkelLnl, | -f(5) < /( flade < (1)

(b) En déduire que : 1 1

» Soitn>1.0na:

3

1 1 1 1 w,
ﬁf(%) = k = n ko 4+ o - nl—o
k=1 k=1 n((;)“ + 1) n® k=1

et de méme :

k=1
1 "1 1
=—f(O)+> = fE) - —f(2)
n ~n
C n(024+1) e p(le 1) nlte o 2n
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D’autre part, on a d’aprés la relation de Chasles :
k/n 1/n 2/n 3/n 1
Z/ z)dr = f(z)dx + f(z)dx + flx)dz +---+ / f(z)dx
0

1/n 2/n (n—1)/n
1
= / f(z)dx
0

Par conséquent, en sommant pour k € [1,n] toutes les inégalités obtenues & la question précé-
dente, on obtient :

1
n n 1
Vn > 1, anaé/f(:r)dggg u +— |
0

nl—a ° 2n

(¢) Déterminer un équivalent de u,, quand n — +oo en fonction de n, o et I = fo z)dx.
» Soit n > 1. On a u, > 0 par définition de la suite. D’ou, d’aprés le résultat de la question

précédente :
I = / f(z > n1 - > 0.

On peut donc diviser I'inégalité obtenue a la question précédente par I > 0 et on obtient :

1 Uy,
— — < <1
2In = Inl-«

Vn > 1,

Or lim, , 51— = 1. D’aprés le théoréme de limite par encadrement, on en déduit que :

1
2In

Uy, _
lim =1 donc |u, ~ In'7@|
n—+oo [nl—a n—+00

(d) Calculer I dans le cas a = 1 et retrouver le résultat de la question 2.

» Onadanslecasa=1:

1:/0}@)(1;5:/1 L dx:/ol d“’l = [+ 1)) = m@) (1) = ).

oxt+1 x + 0

D’aprés le résultat de la question précédente, on en déduit que :

1-1 _
Un o~ In"=" =In(2).

Par conséquent, on retrouve que |lim,, o u, = In(2) |.

(e) Déterminer un équivalent simple de u,, quand n — +oo dans le cas o = 2.
» On a dans le cas a = 2 :

|
o
I

]
NE

I = /Olf(:r;)dx = /1 L dz = [arctan(:v)] - arctan(l) — arctan(0) =

or?+1 0

D’aprés le résultat de la question 3(c), on en déduit que :

_ T _ s
u, ~ In'2=-nt=]—|
n—+00 4 4n

En particulier, on retrouve que limy, o u, = lim, o 7~ = 0 dans le cas
a =2 €1, +oo[ comme démontré a la question 1(b).
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Exercice
Toutes les fonctions doivent étre écrites en Python.

1. Ecrire une fonction suite(n,alpha) qui calcule les termes de la suite (uy)n>1 du Probleme 1.
» Par exemple :

def suite(n,alpha):
S5=0
for k in range(1l,n+1):
S+=1/((k**alpha)+(n**alpha))
return S

2. Ecrire une fonction transpose qui prend en argument une matrice de taille quelconque et renvoie
sa matrice transposée.

» Par exemple :

import numpy as np
def transpose(M):
n=len(M)
p=len(M[0])
tM=np.zeros((p,n))
for i in range(p):
for j in range(n):
tM[i,j1=M[j,1]
return tM

On peut également utiliser la fonction shape de la bibliothéque numpy pour cal-
culer les nombres de lignes et de colonnes : (n,p)=np.shape(M).

3. On suppose avoir écrit deux fonctions a(n) et b(n) qui calculent les termes de deux suites adjacentes
(@n)n=0 €t (bp)nso. On rappelle que ces deuz suites convergent vers la méme limite £ € R et que
an < 0 < by, pour tout n > 0. Ecrire une fonction approche(epsilon) qui prend en argument un
réel epsilon > 0 et renvoie une valeur approchée de la limite { a epsilon pres, c’est-a-dire que :

¢ — appproche(epsilon)| < epsilon.

» Par exemple :

def approche(epsilon):
n=0
while b(n)-a(n)>epsilon:
n+=1
return a(n)

L’approximation de la limite € par le terme a,, est justifiée par :
0</l—a,<b,—a, donc |l—a,|l <b,—a,.

Ainsi, il suffit de choisir un n suffisamment grand afin que b, — a, < epsilon.
Et ceci est possible car lim, . b, — a, = 0. On peut également approcher la
limite £ par le terme b, car :

_(bn - an) = ap — bn < E - bn < 0 dO’fLC M - bn| < bn — Ap.
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4. Fcrire une fonction est_colineaire qui prend en arguments deux listes des composantes de deux
vecteurs de R? et renvoie le booléen True si ces vecteurs sont colinéaires et False sinon.

» Par exemple :

def est_colineaire(u,v):
det=ul[0]*v[1]-ul[1]*v[0]
if det==0:
return True
else:
return False

‘Pensez au déterminant dans le cas de deuz vecteurs de R* ! ‘

5. Ecrire une fonction ecarttype qui prend en argument une liste de modalités (dont les effectifs sont
supposés égauzx a 1) et renvoie la valeur de leur écart type.

» Par exemple :

def ecarttype(x):

n=len(x)

5=0

for i in range(n):
S+=x[1i]

moyenne=3S/n

5=0

for i in range(n):
S+=(x[1i] -moyenne) **2

return (S/n)*x(1/2)

6. Ecrire une fonction produit qui prend en argument deux listes des coefficients de deuz polynémes
(par exemple la liste [1,2,0,3] pour le polynéme 1+ 2X + 3X?3) et renvoie la liste des coefficients
du produit de ces deux polynomes.

» Par exemple :

def produit(P,Q):

degP=len(P)-1

degQ=len(Q)-1

degR=degP+degQ

R=[]

for k in range(degR+1):
5=0
for i in range(k+1):

if i<=degP and k-i<=degQ:
S+=P[1]*Q[k-1i]

R+=[8]

return R
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Cette fonction utilise la définition du produit de deux polyndmes :

k=0 k=0 =0

On peut utiliser des algorithmes différents mais plus efficaces, par exemple :

def produit(P,Q):
R=[0 for i in range(len(P)+len(Q)-1)]
for i in range(len(P)):
for j in range(len(Q)):
R[i+j1+=P[i]1*Q[j]
return R

Probléme 2

Dans tout ce probléme, on se place dans un plan affine & muni d’un repére orthonormé (O, ?, 7) On
désigne par «triangley une figure formée par trois points distincts et non alignés de &2, appelés sommets.
On rappelle que les hauteurs d’un triangle sont les trois droites passant par un des sommets de ce triangle
et perpendiculaires a la droite contenant les deux autres sommets.

1. Dans cette question, on fixe un triangle ABC' de &.

(a) Soit M € & un point quelconque. Montrer que WB? + Wc_fl + Wﬁ =0.
» On a :

MABC + MB.CA + MC.AB

= (]\ﬁ + B—/Zl) B? + ]\ﬁ@ + m@ d’aprés la relation de Chasles

_MB.BC + BABC + MB.CA+ MC.AB par bilinéarité

_MB. (B?* + C_Zl) + BA.BC + AB.MC  par bilinéarité et par symétric
_MB.BA+ BA.BC — BAMC d’aprés la relation de Chasles et car AB — —BA
—BA. (Aﬁ + BC— J\Td) par symétrie et par bilinéarité

:ﬂlﬁ d’aprés la relation de Chasles

_[0]

(b) En déduire que les trois hauteurs de ABC' sont concourantes en un point H.
» Puisque les trois points A, B et C sont distincts et non alignés (car ils forment un triangle),
les trois hauteurs du triangle ABC' se coupent deux a deux. Soit H le point d’intersection des
hauteurs passant par A et B. Ainsi HA est un vecteur directeur de la hautewassant par A
qui est perpendiculaire & la droite (BC) dirigée par B? . On en déduit que H A.B? = 0. De
méme, on a ]ﬁ .C'A = 0 par définition de H et de la hauteur passant par B. D’aprés le résultat
de la question précédente, on en déduit que :

— —
0= HA.OB?+ﬁ.OCA VHCAD = HC.AB,

Par conséquent, le point H appartient aussi a la droite passant par C' et perpendiculaire a la
droite (AB), c’est-a-dire la hauteur passant par C'. Autrement dit, \ les trois hauteurs de ABC se\

‘coupent au méme point H |
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On rappelle que le point H de concourance des hauteurs d’un triangle est appelé l’orthocentre de ce triangle.
Etant donnée une partie X C 2, on note (X)) lensemble des orthocentres des triangles dont les sommets
appartiennent & X. De plus, on dit que la partie X est «orthocentriques lorsque (X)) C X, c’est-a-dire
lorsque tout orthocentre d’un triangle formé de trois points distincts et non alignés de X appartient a X .

2. Justifier que toute partie X incluse dans une droite de & est orthocentrique.

» Soit X C &2 une partie incluse dans une droite de &2. Alors tout triplet de points distincts de X
sont alignés. Par conséquent, il n’existe pas de triangle dont les sommets appartiennent a X et donc
H(X) = (). Puisque I'ensemble vide est inclus dans tout ensemble, on en déduit que J(X) C X,

c’est-a-dire que ‘X est orthocentrique ‘

Dans la suite du probléme, on considére des exemples de parties X non incluses dans une droite.

3. Dans cette question, on considére une partie X; formée de l'union d’une droite 9 de & et d’un point
M € & qui nappartient pas & P. Quitte a changer de repére orthonormé, on suppose que Z est la
droite d’équation cartésienne y =0 et que M est d’abscisse nulle. On note (0,m) les coordonnées de
M dans ce repeére.

(a)

(b)

Déterminer une équation cartésienne de la droite A perpendiculaire ¢ & et passant par M.
» Le vecteur j = (0,1) est normal a la droite & d’équation cartésienne Ox + ly = 0. Ainsi
j = (0,1) est un vecteur directeur de la droite A perpendiculaire & 2. Or i.j = 0 car

i = (1,0), donc le vecteur ¢ est normal a la droite A. On en déduit qu'une équation cartésienne
de la droite A est de la forme 1z + Oy + ¢ = 0 ou ¢ € R. Puisque M € A, on a en injectant les
coordonnées du point M :

1x0+0xm+c¢c=0 donc c¢=0.

Finalement, une équation cartésienne de la droite A est [z = 0].

‘ Ce résultat est évident a laide d’un dessin. ‘

Soient A et B deux points distincts de & d’abscisses respectives a et b. Déterminer les coordon-
nées de 'orthocentre H du triangle ABM.

» La hauteur du triangle ABM passant par M est perpendiculaire a la droite (AB) = 2,
elle est donc confondue avec la droite A d’équation cartésienne y = 0 d’aprés le résultat de la
question précédente. D’autre part, le vecteur m = (0 —b,m —0) = (—b,m) est normal a la
hauteur passant par A. On en déduit qu'une équation cartésienne de cette hauteur est de la
forme —bx + my + ¢ = 0 ou ¢ € R. Puisque cette hauteur passe par A, on a en injectant les
coordonnées du point A :

—bxa+mx0+c =0 donc  =ab.

Une équation cartésienne de la hauteur passant par A est donc —bx+my-+ab = 0. On note (x, y)
les coordonnées de I'orthocentre H du triangle ABM. Puisque H est le point d’intersection des
hauteurs passant par M et A, on obtient le systéme linéaire suivant :

{x =0 <:>{x =0

—bx +my = —ab Ly < Lo+ bL,y mly = —ab

On am # 0 car M ¢ 2. Par conséquent, on obtient un systéme linéaire de rang maximal qui

admet une unique solution. On en déduit que les coordonnées du point H sont | (0, _wab)

Inutile de perdre du temps a déterminer une équation cartésienne de la troi-
sieme hauateur. Deux hauteurs suffisent pour déterminer les coordonnées de
lorthocentre.
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(c) Réciproquement, soit H un point de A d’ordonnée h. Trouver les coordonnées de deuzx points
distincts (A, B) € 9? tels que H soit l'orthocentre du triangle ABM.
» On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On cherche A et B deux points distincts de Z tels que 'orthocentre du triangle ABM
est égal & H. On note (a,0) et (b,0) les coordonnées respectives de A et B. Ainsi, on cherche
(a,b) € R? tels que a # b et tels que les coordonnées de orthocentre du triangle ABM sont
égales a (0, h). D’aprés le résultat de la question précédente, on en déduit que :

—ab

—— =h donc ab= —mbh.
m

Synthése. On pose a = 1 et b = —mh si —mh # 1. Sinon, —mh = 1 et on pose a = 2 et
b = % On a bien a # b dans tous les cas. De plus, on a ab = —mh dans tous les cas, donc
H est Porthocentre du triangle ABM d’apreés le résultat de la question précédente. Finale-
ment, on a trouvé deux points A et B qui conviennent et qui ont pour coordonnées respectives

(0,1) et (0, —mh) si —mh # 1 et (0,2) et (0,3) si —mh =1|.

N’oubliez pas de vérifier que A # B. Si votre synthése comporte des cas
particuliers, n’hésitez pas a distinguer ces cas.

(d) En déduire 7 (X,1). La partie X, est-elle orthocentrique ?

» Puisque X; = ZU{M}, tout triplet de points distincts et non alignés de X; contient le point
M et deux points distincts A et B de . D’aprés, le résultat de la question 3(b), 'orthocentre
H du triangle ABM appartient a la droite A. Puisque ceci est vrai pour tout orthocentre d’un
triangle formé de trois points distincts et non alignés de X7, on en déduit que J7(X;) C A.
Réciproquement, on a montré a la question précédente que tout point de A est 'orthocentre
d’un triangle formé de trois points distincts et non alignés de X;. Par conséquent, A C J(X).

Par double inclusion, on en déduit que | S (X;) = A |

Montrez que vous avez compris [’énoncé en distinguant bien chacune des
deuz inclusions et en concluant par double inclusion.

Puisque A est la droite perpendiculaire a & passant par M, il existe des points de 7 (X;) = A
qui n’appartiennent pas & X; = PU{M}. Autrement dit, 57 (X;) ¢ X; donc ‘ la partie X; n’est ‘
‘pas orthocentrique |.

(e) Justifier bricvement que la partie Xy = X1 U S (X,) est orthocentrique.

» Soit H 'orthocentre d’un triangle ABC formé de trois points distincts et non alignés de Xs.
D’apres le résultat de la question précédente, on a :

Xo=XUXZ(X)=(2U{M}HUA=2U({M}UA)=PUA car M € A.

Puisque A, B et C sont non alignés, il y a deux cas possibles :

1°r cas : deux des trois points A, B ou C' appartiennent a la droite & et le troisiéme appartient
a la droite A. En raisonnant comme a la question 3(b), on peut montrer que 'orthocentre de
ABC appartient & la droite A.

2° cas : deux des trois points A, B ou C appartiennent a la droite A et le troisiéme appartient
a la droite 2. A I'aide d’un raisonnement analogue & celui de la question 3(b), on peut montrer
que l'orthocentre de ABC' appartient & la droite 2.

Conclusion : dans tous les cas, on obtient que H € ZUA = X,. Puisque ceci est vrai pour tout
orthocentre d’un triangle formé de trois points distincts et non alignés de X5, on en déduit que
A (X3) C X, donc |la partie X, est orthocentrique ‘

En utilisant un raisonnement analogue a celui de la question 3(c), on peut
aussi montrer par disjonction de cas que Xo C H(Xy) Donc 7 (X3) = Xo
par double inclusion. Mais inutile de perdre du temps a démontrer quelque
chose non demandée dans [’énoncé.

BCPST1A lycée Hoche 2018-2019 85 sur 146 Sébastien Godillon



4. Dans cette question, on considére une partie de la forme X3 =€ ou € est un cercle de &2. Quitte
a changer de repére orthonormé, on suppose que € est le cercle de centre O et de rayon R > 0,
c’est-a-dire l’ensemble des points S(6) de coordonnées (R cos(f), Rsin(f)) ou 0 € [0, 27].

(a) Soient «v, B et vy trois réels distincts de [0, 2m[. Montrer que le point H de coordonnées

(R(cos(a) + cos(f) + cos(7)), R(sin(«) + sin(3) + sin(v)))

est l'orthocentre du triangle S(a)S(5)S (7).
» On a:

S(a)H = (R(cos(a) + cos(B) + cos(7y)) — Rcos(a), R(sin(«) + sin(f) + sin(y)) — Rsin(a))
= (R(cos(ﬁ) + cos(v)), R(sin(B) + sin(y)))

et S(ﬁ)S(’y; = (R cos(y) — Rcos(f3), Rsin(vy) — Rsin(ﬁ))
= (R(cos(y) — cos(3)). Rlsin(y) ~ sin(8)) ).

Par conséquent :

\ N\

S(a)H.5(8)S(7) =R(cos(8) + cos(7)) R(cos(y) — cos(8))
+ R(sin(B) + sin())R(sin(y) — sin(8))
=R?*(cos*(y) — cos*(B3)) + R*(sin?(7) — sin*(B))
=I(oP) +sin’ly)) - R () 1 ')

=R’ - R?=0.

~_ T

-

On en déduit que la droite (S(«) H) dirigée par S(«) H est perpendiculaire a la droite (S(3)S(7))
dirigée par S(5)S(y ). Autrement dit, la droite (S(a)H) est la hauteur du triangle S(«)S(5)S(7)
passant par S(a) et le point H appartient & cette hauteur. A I'aide de calculs et de raisonnements
similaires, on peut montrer que :

\

S(A)H.SM)S(@) =0 et S(7)H.S@)S(B) =0

et donc que le point H appartient aux hauteurs passant par S(f5) et S(v). Par conséquent, H

est le point de concourance des trois hauteurs, donc | H est 'orthocentre de S(a)S(3)S(7) |

(b) Calculer la distance OH pour (o, 3,v) = (0,7, %). La partie X3 est-elle orthocentrique ?
» On a:

on— o]
— \/<R(cos(a) + cos(B) + cos(7y)) — 0)2 + (R(sin(a) + sin(B) + sin(y)) — 0>2

= \/R2<cos(0) + cos(%) + cos(%))2 + R2<Sin(()) + sin(§) + Sin(%))2

2 2
:R\/(1+‘/7§+0> +(0+%2+1) carR>0

= m o (252)" = my 2 (242) = mys v ova = Ry (14 v2) = [R (14 v8)]

En particulier, on a OH # R donc H n’appartient pas au cercle € de centre O et de rayon
R. Or, d’aprés le résultat de la question précédente, le point H est I'orthocentre du triangle
S(a)S(B8)S(y) formé de trois points distincts et non alignés de X3 = %. Puisque H ¢ X3, on
en déduit que ‘la partie X3 n’est pas orthocentrique|.
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En poursuivant l’étude, on pourrait montrer que (X3) est le disque ouvert
de centre O et de rayon 3R.

5. Dans cette question, on considére la partie X4 C &2 d’équation cartésienne xy =k ou k € R est un
parametre fixé.

(a) A laide d’un résultat précédent, justifier que Xy est orthocentrique dans le cas o k = 0.

» Si k = 0 alors I’équation cartésienne de X, est :
zy=0 <= x=00uy=0.

On reconnait les équations des droites A et & de la question 3. D’aprés le résultat de la question
3(d), on en déduit que |la partie X, = 2 U A = X, est orthocentrique |

Dans les questions suivantes, on suppose que k # 0.

(b) Sur un schéma du plan &, représenter graphiquement la partie X, dans le cas ou k = 1.
» Si k =1 alors I’équation cartésienne de X, est :

1
ry =1 <= y:;

On reconnait donc la courbe représentative de la fonction x — %

6

(c) Soient A, B et C trois points distincts de X, d’abscisses respectives a, b et c.

1. Déterminer une équation cartésienne de la hauteur de ABC' passant par A.
» Soit y4 'ordonnée du point A. Puisque ’abscisse de A est égale a a, A € X, et I’équation
cartésienne de X, est xy = k, on en déduit que ays = k donc y, = g De méme, les ordon-
nées respectives de B et C' sont % et % Soit M € & un point quelconque de coordonnées
(z,y). Par définition de la hauteur de ABC' passant par A, le point M appartient a cette
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hauteur si et seulement si :

AM.BC =0
= (x—a,y—%).(c—b,%—%):O
= x—a)lc-b+y-5E-5=0

[

= (c—b)x+(m)y+(—ac+ab—k—2+k—2> =0l

be ac ab

On reconnait bien ’équation cartésienne d’une droite du plan &2.

ii. Montrer que les coordonnées (x,y) de l'orthocentre H du triangle ABC' vérifient :

abe —ke z\ [ abc® — k?
abc —kb y) \ab’c—k* )"

» En simplifiant I’équation cartésienne obtenue a la question précédente, on obtient :

(c—b)x+($)y+(—ac+ab—k—2+k—2> =0

ac ab
— abe(c —b) - ka(b — c) y a’be(—c +b) N k*(—b+ c) 0
abe abc abe abe

<= abc(c — b)x — ka(c — b)y + ( — a?be(c — b) + k*(c — b)) =0

car b — ¢ # 0 puisque B et C sont

<= abcr — kay + < a*be +k ) 0 deux points distincts de X,

<= abcx — kay = a*bc — k>

En raisonnant de méme, on obtient les équations cartésiennes des hauteurs de ABC passant
par B et C respectivement :

abcx — kby = ab’c — k* et abcx — key = abc® — k2.

Inutile de perdre du temps a refaire les mémes calculs. 1l suffit seulement
d’utiliser la méme équation cartésienne en changeant les roles de a, b et
c.

Puisque l'orhocentre H du triangle ABC' est le point de concourance des trois hauteurs,
ses coordonnées (z,y) vérifient ces trois équations cartésiennes :

abcx — kay = a*be — k?* (Ly)
abcx — kby = ab*c — k? (Ls).
abcx — key = abc® — k? (Ls)

En conservant seulement les lignes (L3) et (Ly), on obtient le systéme linéaire suivant qu’on
peut écrire sous forme matricielle :

abcx — key = abc? — k? — abc —kc z\ [ abc® — k?
abcx — kby = ab’c — k? abc —kb y) \ab’c—Kk* )|

11, En déduire que X4 est orthocentrique.

» Le déterminant de la matrice carrée d’ordre 2 des coeflicients du systéme obtenu a la
question précédente est égal a :

abe(—kb) — abe(—ke) = kabe(—b + ¢) = —kabe(b — ¢).

Ce déterminant est non nul car :
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— k # 0 par hypothése,
— a # 0 car A€ X, (sinon ays = 0 ce qui est absurde car les coordonnées de A vérifient
I'équation cartésienne de X, c’est-a-dire ays = k # 0) et de méme b # 0 et ¢ # 0,

— b — ¢ # 0 puisque B et C sont deux points distincts de Xj.

On en déduit que la matrice est inversible et donc que le systéme admet une unique solution.

Tout cela est parfaitement logique puisque [orthocentre existe et est
unique d’apres le résultat de la question 1(b).

Par conséquent, les coordonnées (z,y) de 'orthocentre H du triangle ABC' sont égales a

T 1 —kb ke abc? — k?
Yy —k;abc(b c) \ —abc abc ab’c — k?
—kb(abc* — k?) + ke(ab®c — k?)
~ kabe(b—c) b —¢) \ —abc(abc® — k*) + abe(ab’c — k?)

( —kab*c* + k*b + kab*c? k3c)

k:abc b —¢) \ abe(—abc® + k* + ab*c — k?)

k:abc b—c abc abe b—c)>

done 2 — —k(b—c) |-k ot u— —(abc)?(b—c¢) | —abc
~ kabe(b—c¢) | abe V= kabc(b—c) | k |
En particulier, on remarque que :
—k?>  —ab
Ty = —— X ac:k donc H € X,.
abc k

Puisque ceci est vrai pour 'orthocentre H de tout triangle ABC formé de trois points dis-
tincts de X4, on en déduit que s (X,) C X, et donc que |la partie X, est orthocentrique |.
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DS n°6 de mathématiques et d’informatique

durée : 4 heures

Probléme 1

Introduction

Toto décide de participer au jeu télévisé “C’est le dernier 0!” qui se déroule de la fagon suivante :

1. N urnes (N € N*) numérotées de 1 & N sont placées devant le candidat.

2. Pour tout ¢ € [|1, N|], 'urne i contient exactement i boules, numérotées respectivement 0, 1, 2, - - -
1 — 1. Par exemple, I'urne 1 contient uniquement une boule numérotée 0 et I'urne 2 contient deux
boules numérotées respectivement 0 et 1.

3. Le candidat tire d’abord une boule dans I'urne 1 puis une boule dans I'urne 2, puis une dans 'urne
3 etc. Dés qu’il tombe sur un 0, on lui demande s’il pense que ce sera le dernier 0 qu’il aura tiré.
Deux cas se présentent alors :

— ¢’il considére que ce sera le dernier 0, il affirme alors que “c’est le dernier 0” et termine de tirer
les boules des urnes suivantes. Si dans ces tirages il n’y a pas eu d’autre 0 alors le candidat
gagne une mallette pleine de billets verts. Sinon, il repart les mains vides.

— Ou bien il considére que ce ne sera pas le dernier 0 qu’il trouve, et dans ce cas il affirme qu™il
y aura d’autre 0”, continue ses tirages jusqu’au prochain 0 (si celui-ci existe) et on lui demande
de nouveau si c’est le dernier 0. S’il n’y en n’a pas eu, il repart les mains vides.
Par exemple, pour N = 4, si un candidat tire successivement 0, 1,0, 2, il y a eu plusieurs déroulements
possibles :
— cas 1 : pour le premier 0, le candidat a affirmé que c’est le dernier 0. Il a alors perdu.
— cas 2 : pour le deuxiéme 0, le candidat a affirmé que c’est le dernier 0. Il a alors gagné.
— cas 3 : pour le deuxiéme 0, le candidat a affirmé qu’il y aura d’autre 0. Il a alors perdu.

L’objectif du probléme est de trouver une stratégie optimisant les chances de gagner de Toto.

Dans la suite, Qy = {0} x {0,1} x--- x {0,1,--- , N — 1} désigne I'ensemble des tirages possibles. Par
exemple, Qs = {0} x {0, 1} est exactement I’ensemble {(0,0), (0,1)}, la 3-liste (0,1,0) est un élément de
Q3 et la 5-liste (0,0,2,3,1) est un élément de Q.

Pour tout k € {1,2,--- ,N} etiec {0,1,--- ,k—1}, (T} = i) désigne I’événement “la boule i a été tirée
dans 'urne k7 et Dj, désigne 1’événement “la boule 0 a été tirée dans I'urne £ et c’est le dernier 0.

On suppose que les tirages sont indépendants dans leur ensemble et

1
Vk e {1,2,--- N}, Vie{0,1,--- ,k—l},P(Tk:i):E.

Calculs préliminaires

1. Décrire tous les éléments de (3.
2. Soit N > 1. Déterminer le cardinal de Q.
3. Soit N > 1. Montrer que pour tout (aj,as, - ,ayn) € Qy :

P((T1:al)ﬂ(Tg:ag)ﬂ---ﬂ(TN:aN)):—.

Ainsi, Qy est muni de la probabilité uniforme.

4. (INFO) Ecrire une fonction tirage(N) qui prend en argument un entier N > 1 et qui renvoie un
élément de 2y de facon aléatoire et uniforme.

5. Soit N > 1. Déterminer la probabilité de gagner si on affirme que le premier 0 tiré est le dernier.
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6. Soient N > 1let ke {l,---,N}.
N
(a) Montrer que P(Dg|(Ty = 0)) = I[;2; (1 = 5).
(b) En déduire que P(Dy|(T}, = 0)) = £.
(c) Exprimer P(Dy) en fonction de N.
7. Soit N > 1. Pour tout (k,¢) € {1,---, N}?, on pose
— A l’événement “ apres le k° tirage (exclus), il y a exactement un 07,
— Bye=N;_, +1(T 0). Autrement dit, By, est 'événement “il n’y a pas de zéro entre le k° tirage
(exclus) et ¢° tirage (exclus)”. Par convention, si k > ¢ — 1, By, est ’événement certain Q.
(a) Soit (k,¢) € {1,2--- ,N}? k < {— 1. Montrer que P(By,) = 725

(b) Soit k € {1,2,--- , N — 1},
N
i. Montrer que : A, = U (D¢ N Byy).
(=k+1

N
. o k 1
ii. En déduire que : P(Ay) = P(Ax|T, =0) = N (65 = 1)>

Etude d’une stratégie

Toto décide d’opter pour la stratégie S suivante : au k° tirage, si 'on a obtenu un 0, on compare
P(Ag|T, = 0) et P(Dy|T), = 0). Si P(Ag|Tx = 0) < P(Dg|T}, = 0), on annonce que c’est le dernier 0.
Sinon, on effectue le méme raisonnement au prochain 0.

Dans la suite, pour tout N > 1, on note ky le plus petit entier k strictement positif vérifiant

Ainsi, la stratégie décrite consiste a affirmer que le premier 0 tiré a partir du ky® tirage est le dernier.
On remarque et on admet alors que ’événement Gy “le candidat gagne a 'aide de la stratégie S” est égal
a l’événement Ay, 1.

N
1
8. Soient N >3,k € {1,2,--- , N—1}. Montrer que : (P (44|T = 0) < P (Dy|T; = 0)) (Z ;< ) :
=k

9. Calculer k3, k4.
10. (INFO) Ecrire une fonction arrete (N) qui prend en argument un entier N > 2 et qui renvoie ky.

11. Dans les questions suivantes, on veut démontrer que :

N-1 ]
VN > 3,Vk € {2,3, -, 1}ln( ) 1n< 1).

{=k

?\IH

Soient N >3,/ € {2,3,--- ,N —1}.
1

< .
|

(a) Montrer que : Vz € [, 0+ 1], — <

SHE=
~|

X 1
(b) A T'aide du calcul intégral, montrer que In(¢ 4+ 1) — In(¢) < 7 <In(¢) —In(¢ —1).
12. Soient N >3, k € {2,3,--- ;N — 1}. Déduire des calculs précédents que

13. Soit N > 5. Montrer que ln(%) <letquel< ln(WN_2).
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14. Montrer que pour tout N > 5, ky > % En déduire la limite de la suite (ky)n>5.
15. Montrer que la suite (%N) ~N>5 est convergente et déterminer sa limite.

16. A Daide des questions précédentes, montrer que la suite (P(Gx))ys>s5 est convergente et déterminer
sa limite.

17. En déduire que pour tout N assez grand, en adoptant la stratégie S, Toto a plus d’une chance sur
trois de gagner. On rappelle que e < 3.

Probléme 2
On considére le polynome P, = 4X° + 5tX* — 4 ou t € R est un paramétre.

1. (Informatique) Ecrire une fonction polynome(t,x) qui prend en arguments une valeur du para-
métre ¢t € R et un réel z € R puis qui renvoie la valeur de P;(z).

2. Pour cette question, on fixe t € R.
(a) Factoriser le polynome dérivé P/ dans C[X]. Quelles sont ses racines et leur multiplicité ?
(b) En déduire que P, admet cinq racines simples dans C si ¢ # 4/,
3. Déterminer le nombre de racines de P, dans C et leur multiplicité dans le cas ot t = 41/5.
4. Pour cette question, on fixe ¢ > 0.
(a) Dresser le tableau des variations de la fonction z +— P(x).
(b) En déduire le nombre de racines de P, dans R en distinguant plusieurs cas.

Pour la suite de I’énoncé, on note r(¢) 'unique racine réelle positive de P; pour tout ¢ > 0.

ot

. Justifier que r(t) €]0, 1] pour tout ¢ > 0.
6. (Informatique)

(a) En utilisant la fonction polynome, écrire une fonction dichotomiel(t,n) qui prend en argu-
ments une valeur du parameétre ¢ > 0 et un entier n € N puis qui renvoie, a ’aide d’un algorithme
de dichotomie, le n-iéme terme d’une suite qui converge vers r(t).

(b) Ecrire une fonction approximation1 (t,epsilon) qui prend en arguments une valeur du para-
métre ¢t > 0 et une précision £ > 0 puis qui renvoie une valeur approchée de r(t) a e preés.

7. (a) On fixe to > t; > 0 dans cette question. Déterminer le signe de P, (r(t2)).
(b) En déduire la monotonie de la fonction r : ¢ +— r(t) sur |0, +oo.

8. (a) Justifier que r se prolonge par continuité en 0.
(b) On note encore r le prolongement obtenu. Déterminer r(0).

(
9. (a) Justifier que £ = lim,_, ., r(t) existe et est finie.
(b
(

10. On pose la fonction f : z + 4(1 — 2°)/(5x%).

)
)
)
)
¢) Montrer que r(t) — 1 est équivalent & —t/4 quand ¢ tend vers 0.
)
) Montrer que ¢ > 0 est absurde. En déduire la valeur de /.
)

Montrer que 7(t) est équivalent a (4/(5t))/* quand ¢ tend vers +oo.

¢}

) Montrer que f réalise une bijection de ]0, 1] vers un intervalle & déterminer.

(a
(b) Justifier que r est la bijection réciproque de f et en déduire que r est continue sur [0, 4o00].
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11. (a) Justifier que P, admet également une unique racine réelle positive pour tout ¢ < 0.
On note encore r(t) cette racine pour tout ¢ < 0.

(b) (Informatique) On considére la fonction mystere suivante.

def mystere(t):
k=0
while polynome(t,k)<=0:
k=k+1
return k

i. Expliquer ce que renvoie la fonction mystere.

ii. A Taide de la fonction mystere, écrire une fonction dichotomie2(t,n) et une fonction
approximation2(t,epsilon) similaires a celles des questions 6(a) et 6(b) mais qui prennent
en argument une valeur du paramétre ¢ < 0.

(c) A l'aide de la fonction f définie & la question 10, montrer que 7 est continue et strictement
décroissante sur R, puis déterminer lim;_, ., 7(¢) et un équivalent simple de r(¢) quand t — —oc.
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Corrigé du DS n° 6 de mathématiques et

Probléme 1

d’informatique

Enoncé et corrigé de V. Vong

1. Par définition, Q3 = {0} x {0,1} x {0,1,2}. Ces éléments sont donc exactement :

(0,0,0),(0,0,1),(0,0,2),(0,1,0),(0,1,1), (0,1, 2).

2. Soit N > 1. Par définition Qy = {0} x {0,1} x {0,1,2,--- ;N — 1}. Donc

D’ou

card(Qy) = Hcard({(), L---,i—1}).

N

card(Qy) = H i

i=1

Donc |card(Q2y) = N!.

3. Soit (ay, a9, -+ ,ayn) € Qy. Par hypothese, les tirages étant indépendants dans leur ensemble, on en

déduit que

Autrement dit,

4. (INFO)

P((leal)ﬂ(ngag)ﬂ ﬂ(TN:aN)):H%
k=1
P((T) = a) N (Ts = as) N O(TN—aN)):%.

import random as rd
def tirage(N) :
if N>=1 :

L=[]

for k in range(N) :

a=rd.randint (0,k)
L.append(a)

return L
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5. Soit N > 1. Notons A I'événement “le candidat gagne en affirmant que le premier 0 est le dernier”.
A est alors I'ensemble des tirages ot le seul 0 est le premier. Donc A = {0} x {1} x {1,2} x --- x

{1,2,--- , N — 1}. Qy étant muni de la probabilité uniforme, on en déduit que
card(A)
PA) = ——————~.
(4) card(Qy)
Mais card(A) =1-2-3--- (N —1) = (N —1).. D’on
(v
P =5

Par conséquent,

P(A) =

1
N

6. Soient N > 1et k€ {l,---,N}.
(a) Par définition, Dy est exactement 1'événement (7, = 0) N (ﬂf;kH(Ti = 0)> Donc

= Plz;fié) car Dy, C (T, =0).

Les tirages étant indépendants dans leur ensemble, il en résulte que

PT=0) [1Y 4.1, P(T=0))
P(Di[(Ty = 0)) = =575

= Hi\;kz-i-l P((Tz = O))
= [, (1 — P(T; = 0))

= Hi\;lﬂrl(l - %)

D’ou
= 1
P(D|(Te=0) = [ 1=>).
i=k+1
(b) On a
P(Dy|(T, =0)) = Hij\ikﬂ(l — %), D’aprés la question 6.a,
N
= Hi:k—H Zl
k+1 k42 i N
— kBT T N=T ‘
= BT k7 7 ~ Par télescopage
_k
N

(c¢) L’événement Dy étant inclus dans (7 = 0), on en déduit que

P(Dy) = P((T), = 0) N Dy)

n

= P(T}, = 0)P(Dy|T}, = 0)

k (s . . L. 5 N .
~ les différents tirages étant équiprobable et d’apres la question 6.c

=

[=-
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7. Soit N > 1.
(a) Soit (k,¢) € {1,2--- N}’  k<{—1.0na

= Hlf_,i 1 P(Ti =0), les événements étant indépendants dans leur ensemble

k(k+1)--(0—2
(et 1)(k+2)-—(0—1)

= % en simplifiant.

(b) Soit k € {1,2,---, N — 1}.
N
i. Montrons que : A} = U (Dy N Byy) par double inclusion.
t=k+1

— Soit w = (wy,ws, -+ ,wy) € Ag. Notons kg U'indice du dernier 0. Par définition de ky,
wk, est le dernier 0. Donc w € Dy,. De plus, par définition de Ay, wg, est le seul 0
obtenu a partir du rang k + 1. Donc w € By y,. Par conséquent, w € Dy, N By ,. D’ou

N
w e LJ (l)gf1£%j).
(=k+1

On a bien

N
Avc | (DenBry).

l=k+1

— Soit w = (wy,ws, -+ ,wn) € UéV:kH (DyN Byy). I existe donc kg € {k+1,--- , N} tel
que w est un élément de (Dy, N By k). Donc 'unique 0 obtenu aprés le rang k (exclus)
est wy,. Donc w est bien un élément de A;. D’oul

N

LJ (l)gf]l?kj) C:f4k.
l=k+1

— D’apres le principe de double inclusion,

N
U (Din Biy) = Ay

l=k+1

ii. D’aprés la question 7.b.i, Ué\;kﬂ (D¢ N Byy) = Ay Les événements (DyN By, ) k+1<o<n étant
deux a deux incompatibles, on en déduit que

N

P(Ay) = Y P(D¢N Byy).
{=k+1
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Or pour tout £ € {k+1,--- ,N}, Dy = (1, = 0)N(N;Z £+1(T 0)) et By, =NZ},(T: = 0).
Les tirages étant indépendants dans leur ensemble, ces deux événements sont donc indé-

pendants. D’ou
N

P(Ay) = Z P(D¢)P(Bgy).
En remplacant par leur valeur,
N
1 k
P(A) = —
4= it

D’ou

= (30 7).

l=k+1

L’événement Ay étant indépendant de (T = 0), on en déduit que
P(Ag|T, =0) = P(Ag).

D’ou

P(AL|T) = 0) = % (EZ g_%) |

8. Soient N >3 ke {1,2,--- ,N —1}.

(P (AT =0) < P(D|Ti = 0) & £, Ay < &

N
S i<l (x>0

En posant ¢ =/ — 1, on a alors

N-1
(P (Ax|T}, = 0) < P (Dy|T, = 0)) @Z—<1

9. — Calculons k3 : 1+% > 1et % < 1. Donc k3 = 2.
— Calculonsk4:1+%+%>1,%+%:%<1. Donc k4 = 2.
10. def arrete(N)
S=0
for i in range(N-1,0,-1)
S=S+(1/1)
if S>=1 :

return i+1

11. Dans les questions suivantes, on veut démontrer que :
N-1
N 1 N —1
ixzase o v (Y) 5 en (320,

Soient N >3,/ € {2,3,--- ,N — 1}.
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(a) Soit z € R.
rell+1l]e (l<z<l+1)
S (l-1<zx—-1<Y)
&S (r—1</(<x)

& 1o>1>
rx—1 — —

8] =

car x — % strictement décroissante sur R, £ > 0

|

(b) Pour tout x € [¢,¢+ 1], on a

1 1 1
> - > =
r—1—"4¢ "z

Par croissance de l'intégrale, on en déduit que

/+1 1 /+1 1 /+1 1
/ BLEIES / Lat > / Lat
11 L7 1

D’ou

Autrement dit,

Vee {kk+1,-- N—1hIn(l+1) — In(f) <

En sommant, on obtient

=
i
F

14

Il
B
~
Il
>
o~
Il
=

Autrement dit,

Mais d’aprés la question 11, ln(%) < Z]kvz_klN =. D’ou ln(%) < 1. De plus,
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D’ou

14. Soit N > 5. On a

In(—) <1

ky
La fonction exponentielle étant strictement croissante sur R, on en déduit que

N<
— <e.
kn

Dot & < ky. Mais limy_, 4o & = +00. D’oul

lim ky = +o0.
N—~+oc0

15. Soit N > 5. D’apreés la question 13, on a

N
IH(E) <l< ln(kN — 2).

D’ou, par croissance de la fonction exponentielle sur R :

0<N< <
-— e .
kn kny — 2

Par stricte décroissance de la fonction inverse sur RT* :

k kn — 2
—N>>N

D’ou
Autrement dit,

Or limy_, 1 % + % = % D’aprés le théoréme d’encadrement, on en déduit que

16. Soit N > 5. d’aprés I'énoncé, Gy = Ay, 1. Donc, d’apres la question 7.b, on a

N N—-1
ky —1 1 kny —1 1
P(Gy) = = -
(Gv) N k—1 N 2 k
k=kn k=ky—1
Or, In(;25) < 3005 1 7 < In(55). Dou
N1
N 1 N
(=) () < 30 3 <In() b in(— )
N kn k=kn—1 N kN
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D’ou

Donc

d_ 1 <ln<%>+m<1 L >> BN Do D) i)

Autrement dit,

d 1 (M%) (L >> < P(Gy) < (5 = ) (n(20) + (=)

D’aprés les questions 14 et 15, limy_, 1o kv = 400, limy_ 1 kWN = é En appliquant les calculs
usuels sur les limites et par continuité sur R de In, on en déduit que les membres gauche et droit
de l'inégalité ont comme limite % lorsque N — +o0. Par le théoréme d’encadrement, on en déduit

que limy_, oo P(GN) = %

17. D’apres I'énoncé, e < 3. Donc % > % Or limy_,1 0 P(Gy) = % On en déduit que pour N assez
grand, on a alors P(Gy) > % En adoptant la stratégie S, on a bien plu d’une chance sur trois de

gagner.

Probléme 2
On considere le polynéome P, = 4X° + 5tX* — 4 out € R est un paramétre.

1. (Informatique) Ecrire une fonction polynome(t,x) qui prend en arguments une valeur du para-
metre t € R et un réel x € R puis qui renvoie la valeur de Py(x).

» Par exemple :

def polynome(t,x):
return 4% (x**5)+5xt* (x**4) -4

2. Pour cette question, on fixe t € R.

(a) Factoriser le polynome dérivé P} dans C[X]. Quelles sont ses racines et leur multiplicité ¢
» On a:

P/ =20X* 4+ 20t X3 =|20X*(X + 1) | = 20(X — 0)*(X — (—t)).

Ainsi, si t # 0 alors les racines de P/ sont ‘0 de multiplicité 3‘ et ’ —t de multiplicité 1 ‘ Mais si

t = 0 alors la seule racine de P, est ‘0 de multiplicité 4 ‘

(b) En déduire que P, admet cing racines simples dans C si t # 4'/5.
» Ona P(0)=—-4#0et:

Pi(—t) = 4(—t)° +5t(—t)" —4 = —4t° + 51> —4 =°> — 4.
Donc :
P(—t) =0 <= t°—4=0 < t° =4 «— t =45

Ainsi, si t # 415, les racines de P/ ne sont pas des racines de P;. Par conséquent, toutes les
racines de P; sont de multiplicité 1. Puisque P; est de degré 5, on en déduit d’aprés le théoréme
fondamental de I'algébre que ‘Pt admet cinq racines simples dans C |.
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3. Déterminer le nombre de racines de P, dans C et leur multiplicité dans le cas ot t = 4'/5.
» Sit=4'% on a vu aux questions précédentes que P/(—t) = 0 et P,(—t) = 0. Par conséquent, —t
est une racine de P, de multiplicité au moins égale a 2.

Attention : on n’a pas encore démontré que la multiplicité de la racine —t est
exactement égale a 2. La multiplicité peut étre plus grande si les dérivées d’ordre
supérieur de P; s’annulent en —t.

De plus, on a :
P! =20 x 4X* 4 20t x 3X* = 20X>(4X + 3t)
donc  P/'(—t) = 20(—t)*(—4t + 3t) = —20t> = —20(4"/%)3 = —20 x 43/> £ 0.

Par conséquent, —t est une racine de P, de multiplicité exactement égale a 2. En raisonnant comme a
la question précédente, on montre que toutes les autres racines de P, sont de multiplicité 1. Puisque P,

est de degré 5, on en déduit d’aprés le théoréme fondamental de I’algébre que‘ P, admet quatre racines ‘

dans C : trois racines simples et une racine double égale & —t = —41/5 |,

4. Pour cette question, on fixe t > 0.

(a) Dresser le tableau des variations de la fonction x — Py(x).
» On a vu a la question 2(a) que :

x> P/(z) = 202 (v + t).

Or20>0,2°>0 < z>0etaz+t>0 < x> —t. Puisque —t < 0, on en déduit le
tableau des variations suivant :

x —00 —t 0 +00
P(x) 0 - 0+
o —4 +00
—00 —4
car :
o lim, , o, P(z) =1lim, , . 42° = —oo a l'aide de l'équivalent 4x° + 5tz* — 4 ~, , ., 4x°

e P,(—t) =% — 4 en reprenant le calcul de la question 2(b)
[ ] Pt(O) == —4

lim, o0 Pi(x) = lim, s, o 42° = +00 a Paide de I'équivalent 42° + 5tat — 4 ~, o 42°.

(b) En déduire le nombre de racines de P; dans R en distinguant plusieurs cas.
» La fonction x — P;(x) est continue sur R comme fonction polynomiale. On a —4 < 0 et

59— 4>0 = t>4Y5 car la fonction t — /5 est strictement croissante sur R.

A T’aide du tableau des variations de la question précédente et d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, on en déduit que 1’équation P,(x) =0 d’inconnue = € R admet :

e une seule solution x; €]0, +oo[sit° —4 <0 <= t < 4'/5
e deux solutions 71 = —t et x5 €]0, +o0[si t® —4 =0 <= t =41/°
e trois solutions z; €] — 0o, —t[, x5 €] —t,0[ et x5 €]0, +oo[ si t* —4 > 0 = t > 4/°.

Finalement, le nombre de racines de P, dans R vaut |1 sit < 45 2sit =45 et 3 sit > 41/°|,
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Pour la suite de l’énoncé, on note r(t) l'unique racine réelle positive de P, pour tout t > 0.

5. Justifier que r(t) €]0, 1[ pour tout t > 0.
» Soit t > 0. On a :

D’aprés le tableau des variations de la question 4(a), on en déduit que |r(t) €0, 1[|.

P(0)=—-4<0 et P(l)=4+5t—4=5>0.

ot

6. (Informatique)

(a)

(b)

En utilisant la fonction polynome, écrire une fonction dichotomiel(t,n) qui prend en ar-
guments une valeur du parameétre t > 0 et un entier n € N puis qui renvoie, a l'aide d’un
algorithme de dichotomie, le n-iéme terme d’une suite qui converge vers r(t).

» On définit deux suites (ay,)n>0 €t (bn)n>0 par :

an, si f(an) f(%52) <0
ap=0 et VYn=0, a,.1 =< a, +0b,

sinon
2
bo=1 et Vn >0, by = 5 si f(an) f(%2572) <0
b, sinon.

D’aprés la méthode de dichotomie, les suites (a,)n>0 €t (b, )n>0 sont adjacentes et convergent
vers une solution de I’équation P(z) = 0 d’inconnue x € [0, 1]. Puisque cette équation admet
r(t) comme unique solution d’aprés le résultat de la question précédente, il suffit donc que la
fonction dichotomiel renvoie le n-iéme terme d’une de ces deux suites. Par exemple :

def dichotomiel(t,n):
a=0
b=1
for i in range(n):
if polynome(t,a)*polynome(t, (a+b)/2)<0:
b=(a+b)/2
else:
a=(atb)/2
return a

Ecrire une fonction approximationi (t,epsilon) qui prend en arguments une valeur du para-
meétre t > 0 et une précision € > 0 puis qui renvoie une valeur approchée de r(t) a € pres.
» De plus, on sait d’aprés la méthode de dichotomie que :

b() — Qo 1

VYn>0, a,<r(t)<b, et b,—a,= TR TR

On en déduit que :
1
Vn > 0, Ogr(t)—angbn—an:?n donc |a, —r(t)] < —.

Ainsi, pour obtenir une valeur approchée de r(t) a e prés, il suffit de renvoyer le terme a,, en
choisissant une valeur de n > 0 suffisamment grande pour que 2% < e. Par exemple :
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def approximationl(t,epsilon):
n=0
while 1/(2%*n)>epsilon:
n=n+1
return dichotomiel(t,n)

= <e < n>In(l)/In?2). Il
suffit donc de choisir pour valeur de n Uentier [In(2)/In(2)] 4+ 1. N’oubliez
pas la partie entiere! Ce qui donne en Python :

On peut également résoudre Uinéquation = <

import numpy as np

def approximationl(t,epsilon):
n=int(np.log(1l/epsilon)/np.log(2))+1
return dichotomiel(t,n)

7. (a) On fize ty > t; > 0 dans cette question. Déterminer le signe de Py, (r(t2)).

» On a:
Py (r(t2)) = 4(r(t2))” + 5t (r(t2))" — 4.
Or :
4(r(tg))® + Bta(r(ty))* —4 = P, (r(ty)) =0 par définition de r(t,).
Donc :
4(r(ty))® = —5ty(r(ty))* + 4
et :

Py, (r(ta)) = =5ta(r(ta))! 4+ 4 + 5t1(r(t2))* — 4 = 5(ty — t2)(r(t2))".

Puisque t; — ty < 0 (car ty > 1) et r(t3) > 0 d’apreés le résultat de la question 5, on en déduit
que | P, (r(t2)) <0}

(b) En déduire la monotonie de la fonction r : t — r(t) sur |0, +ool.
» On fixe to > t; > 0. On sait que la fonction = — P, () est strictement croissante sur |0, 1]
d’aprés le tableau des variations de la question 4(a). Or P, (r(t2)) < 0 = Py, (r(t1)) d’apres le
résultat de la question précédente. Par conséquent, on a montré que r(ty) < r(t).

x 0 r(ta) r(t1) 1
. _VO/ 5t1
Ptl(x) < O/_
—4 —

Puisque ceci est vrai pour tout (¢1,t2) €]0, +00[? tels que t; < ts, on en déduit que la fonction

r:t > r(t) est strictement décroissante sur |0, 400 |.

8. (a) Justifier que r se prolonge par continuité en 0.
» La fonction r est strictement décroissante sur ]0,4o00| d’aprés le résultat de la question
précédente. De plus, elle est majorée par 1 d’aprés le résultat de la question 5. D’aprés le
théoréme de la limite monotone, on en déduit que la limite de 7(¢) quand ¢ tend vers 0" existe et

est finie. Par conséquent, | r est prolongeable par continuité en 0 ‘ en posant 7(0) = lim;_ o+ 7(¢).

(b) On note encore r le prolongement obtenu. Déterminer r(0).
» On a pour tout t > 0 :

4(r(t))° + 5t(r(t))* —4 = P(r(t)) =0 par définition de (t).

BCPST1A lycée Hoche 2018-2019 103 sur 146 Sébastien Godillon



Puisque r(0) = lim;_,o+ 7(t) d’aprés le résultat de la question précédente, on obtient en passant
a la limite quand t — 0" :

0= lim 4(r(t))® + 5t(r(t))* —4 =4r(0)° + 5 x 0 x (0)* — 4 = 4(r(0)° — 1).

t—0t

On en déduit que 7(0)° =1 donc [r(0) = 1|,
(¢c) Montrer que r(t) — 1 est équivalent a —t/4 quand t tend vers 0F.
» On a pour tout ¢t > 0 :

4(r(t))° + 5t(r(t))* —4 = P(r(t)) =0 par définition de (t).

Par conséquent :

vt >0, —Zt(r(t))“ = (@)’ —-1= (1 + (r(t) — 1))5 — 1.

Or limy_,g+ 7(t) = 7(0) = 1 d’apres le résultat de la question précédente. Done —2¢(r(t))* est
équivalent & —2¢ quand ¢ tend vers 0. De plus limy_o+(r(t) — 1) = 0 et donc d’aprés les
équivalents usuels :

4

(1+(r(t) - 1))5 1~ 5(r(t) — 1),

Finalement, on a : HO
5 a —§t(r(t)):<1+(r(t)—1)>5—1 ~ 5(r(t)—1) done |r(t)—1 ~ —-|

4 t—o+ 4 t—0t t—0t 4

9. (a) Justifier que { = lim;_, o 7(t) existe et est finie.
» La fonction r est strictement décroissante sur |0, +o00| d’aprés le résultat de la question 7(b).
De plus, elle est minorée par 0 d’apres le résultat de la question 5. D’apres le théoréeme de la

limite monotone, on en déduit que | £ = lim;_,,  r(t) existe et est finie|.

(b) Montrer que £ > 0 est absurde. En déduire la valeur de .
» On suppose que £ > 0. On a pour tout ¢ > 0 :
4(r(t))° + 5t(r(t))* — 4 = P,(r(t)) =0 par définition de 7(t).
Puisque lim;_, ., = ¢ > 0, on obtient en passant a la limite quand ¢ — +4oco0.
0= lim 4(r(¥))°+ 5t(r(t)* —4 = +oo.
t—+00 e —r N—_——
—+o00 —54(+00)=400

Ce qui est |absurde | On en déduit que £ < 0. Or on a (t) > 0 pour tout ¢ > 0 d’aprés le résultat

de la question 5. En passant a la limite quand ¢ — 400, on en déduit que ¢ = lim;_, o () > 0.

Finalement, on a montré que .

(¢c) Montrer que r(t) est équivalent a (4/(5t))"/* quand t tend vers +oo.
» On a pour tout t > 0 :
4(r(t))° + 5t(r(t))* —4 = P(r(t)) =0 par définition de 7(t).
Par conséquent :
t st(r()) N\ (A— () ! 1/4
wsn L (O (a0

N 1/4 4 4
5t

Or lim;,4o(1 — (r(#))®)* = 1 car limy_, oo 7(t) = £ = 0 d’aprés le résultat de la question
précédente. On en déduit bien que :
4\ V4
t) ~ — .
T( ) t—+o00 <5t)
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10. On pose la fonction f: x — 4(1 — 2°)/(5x?).
(a) Montrer que f réalise une bijection de |0, 1] vers un intervalle a déterminer.

» La fonction f est définie et dérivable sur lintervalle ]0,1] comme quotient de fonctions
polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas (car 52 =0 <= z =10). On a :

—5at(5at) — (1 — 2°)202®  —252% — 202® 4 202°
Vo €0.1], f(z) = 4 z*(bz*) — (1 — z°) v’ _ 25 x° + 202

(5at)? B 2518
5
4
:—4x3x + <0 carx > 0.
bat
De plus :
1—x? 1-1
li = lim 4 = t f(1)=4—" =0.
S = g Arg = oo et S =dmgm =0
On en déduit le tableau des variations de f :
x 0 1

+00

Ainsi, f est continue et strictement décroissante sur I'intervalle |0, 1]. D’aprés le théoréme de la

0

bijection, on en déduit que | f :]0, 1] — [0, +o0o[ est bijective |.

(b) Justifier que r est la bijection réciproque de f et en déduire que r est continue sur [0, 400].
» On a pour tout t > 0 :

4(r(t))° 4+ 5t(r(t))* —4 = P(r(t)) =0 par définition de r(t)

donc :

L G)f  A— 40 Str()’
SO =45y = 5@ i)
On en déduit que f o7 = Idjg yoo[-

=1.

Attention : cela ne suffit pas a montrer que r est la bijection réciproque de
[l faut aussi vérifier que r o f = Idjg ).

Soit x €]0,1]. Par définition 7(f(z)) est I'unique racine réelle positive du polynéme Pj,y. Or
onaxz >0et:
5

5; A=A 4 — 42’ — 4 =0,

Py () = 42° + 5f(z)a* — 4 = 42° 4+ 20

Par conséquent r(f(x)) = = donc r o f = Idjgy. On en déduit que |7 : [0, +00[—]0,1] est la

bijection réciproque de f :]0,1] — [0, +o00] ‘

Au lieuw de montrer que for = Idjg oo €t 70 f = Idjo 1), on peut aussi vérifier
que pour tout t > 0, l'unique solution de l’équation f(x) = t d’inconnue
x €]0,1] est x = r(t).

De plus, en reprenant le raisonnement de la question précédente, on sait d’aprés le théoréeme
de la bijection que la bijection réciproque de f :]0,1] — [0, 4+00] est continue. Finalement, on a

bien montré que |r est continue sur [0, +o0o] |.

11. (a) Justifier que P, admet également une unique racine réelle positive pour tout t < 0.

» Soit ¢t < 0. En reprenant les calculs des questions 4(a) et 4(b), on obtient le tableau des
varlations suivant :
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T —00 0 —t +o0

Pl(x) + 0 — 0 +

—4 +00
}%(x) /////////’ \\\\\\\\\ ///////”
PN t5—4

On en déduit, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, que 1'équation P;(x) = 0 d’incon-

nue r € R admet une seule solution = €| —t, +00|. Par conséquent, ‘ P, admet une unique racine

‘réelle qui est positive‘ car —t > 0.

On note encore r(t) cette racine pour tout t < 0.

(b) (Informatique) On considére la fonction mystere suivante.

def mystere(t):
k=0
while polynome(t,k)<=0:
k=k+1
return k

i. Fxpliquer ce que renvoie la fonction mystere.

» La fonction mystere teste tous les entiers £ > 0 les uns apres les autres et renvoie la
premiére valeur trouvée telle que P;(k) > 0. Autrement dit, la fonction mystere renvoie

plus petit entier £ > 0 dont 'image par P; est strictement positive ‘

i. A Uaide de la fonction mystere, écrire une fonction dichotomie2(t,n) et une fonc-

tion approximation2(t,epsilon) similaires a4 celles des questions 6(a) et 6(b) mais qui
prennent en arqgument une valeur du parametre t < 0.
» On reprend le raisonnement des questions 6(a) et 6(b) pour I'équation P (z) = 0 d’in-
connue z € [a,b] ot a < bsont deux réels tels que P;(a) < 0 et P,(b) > 0. D’aprés le tableau
des variations de la question 11(a) et le résultat de la question précédente, on peut choisir
a = —t et b =mystere(t). Par exemple :

def dichotomie2(t,n):
a=-t
b=mystere(t)
for i in range(n):
if polynome(t,a)*polynome(t, (a+b)/2)<0:
b=(atb)/2
else:
a=(atb)/2
return a

On peut aussi choisir a=0 ou a=mystere-1.

def approximation2(t,epsilon):
n=0
while (mystere(t)+t)/(2%*n)>epsilon:
n=n+1
return dichotomie2(t,n)
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Attention, si on choisit a=-t et b=mystere(t) alors on a :

VYn>0, b,—a,= bo — ag _ b—a _ mystere(t) _|-t.
on on omn

Il faut donc modifier l’algorithme de la question 6(b) pour choisir une

. mystere (t)+t
valeur de n > 0 suffisamment grande pour que yz— <e

(c) A Uaide de la fonction f définie & la question 10, montrer que r est continue et strictement
décroissante sur R, puis déterminer lim;_,_ r(t) et un équivalent simple de r(t) quandt — —oo.
» En reprenant le raisonnement de la question 10(a), on obtient que la fonction f est définie
et dérivable sur |0, +oo[ avec f’(z) < 0 pour tout x > 0. Son tableau des variations est :

z 0 1 +00
+00 \,
f(x) —
—00
car :
N—;L‘5
5 4 5
1— _
lim f(x)= lim 4 ~ — lim ~ = lim —-z = —oc.
r—+00 r—+00 5$4 r—+00 5:L‘4 T—r+00 5

Ainsi, d’aprés le théoréme de la bijection, f :]0, +oo[— R est bijective. En reprenant le raison-
nement de la question 10(b), on obtient que for = Idg et 7o f = Idj 4oo[, donc 7 : R —]0, +-00]

est la bijection réciproque de f :]0,4+o00[— R. Par conséquent, \r est continue sur R‘ d’apres le
théoréme de la bijection. De plus, on obtient le tableau des variations suivant :

t —00 0 +00

+00

r(t) \i\

Donc | r est strictement décroissante sur R‘ et |limy, o 7(t) = 400 | De plus on a :

0

1—2° —4z° B 4
524 z—+oo Hrt 51:'

fx) =4

A T’aide du changement de variable x = r(t), on en déduit que :

t=f(r(t)) ~ —%T(t) car lim x = +o0.

t——o0 t——o00

Finalement, on obtient en multipliant cette équivalent par —5/4 :

ot
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DS n°7 de mathématiques et d’informatique

durée : 4 heures

Probléme 1

Dans tout le probléme, les sous-espaces vectoriels considérés sont inclus dans R* et on note Ogs le vecteur
nul.
Dans R*, il existe cinq catégories de sous-espaces vectoriels :

— l'unique sous-espace vectoriel de dimension 0 qui est {Og4},
— les sous-espaces vectoriels de dimension 1 aussi appelés droites vectorielles,
— les sous-espaces vectoriels de dimension 2 aussi appelés plans vectoriels,
— les sous-espaces vectoriels de dimension 3,
— et R
On rappelle que l'intersection de deux plans vectoriels de R* est un espace vectoriel de dimension 2 (sils
sont confondus), 1 (s’ils s’intersectent selon une droite vectorielle) ou bien 0 (si leur intersection contient
seulement le vecteur nul).
On présente un probléme qui a intéressé le mathématicien Hermann Schubert :
“étant donné Ey, By, [y, F5 quatre plans vectoriels de R* tels que E; N By et F; N F, sont égales a des
droites vectorielles et les E; N F; sont réduits a {Ogs}, décrire les plans vectoriels V' tels que les V N E; et
V' N F; sont des droites vectorielles.”

Autrement dit, Ey, Fs, F}, F5 sont des sous-espaces vectoriels de dimension 2 de R* vérifiant les hypo-
théses suivantes :

dlm(El N Ez) = d1m(F1 N FQ) = 1,

et on cherche les sous-espaces vectoriels V' de dimension 2 de R* tels que :

Ce probléme se propose d’étudier un cas particulier du probléme de Schubert. Dans la partie 1, on
justifie que les Fy, Fy, Fy, Fy donnés vérifient les hypothéses (D). Puis, dans la partie 2, on construit deux
plans vectoriels V; et V5 vérifiant (SC). Enfin, on montre que V; et V5 sont les seuls plans vectoriels vérifiant
(SC) dans la partie 3.

Partie 1 : présentation de ’exemple

On pose :
Ey={(z,y,2,t) ERYz +2y —z—t=0et 3z +y+22+t=0}, By =vect((3,1,2,—1),(—4,0,—1,1)),
Fy = vect((2,—-1,1,-2), (1, 1,3, 1)), Fy = vect((4, —3,2,1), (0, -4, —5, 1))
G={(z,y,2,t) eERY )z +y+4t=0et —y+2+t=0}.

1. (INFO) Ecrire une fonction est_dans_E1(L) qui prend en argument une liste L de réels de longueur
4 et qui renvoie True si (L[0], L[1], L[2], L[3]) est un élément de E; et False sinon.
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Déterminer une base de E; et montrer que F; est bien un plan vectoriel de R*.
Montrer que FEs, Fi, F5 sont bien des plans vectoriels.
Montrer que G = FEj.

Déterminer un systéme d’équations linéaires (S) tel que pour tout (z,y, z,t) € R?, on ait :

O W N

(x,y,2,t) € 1 < (z,v, 2,t) solution de (.5).

6. Trouver une base de ;N Es et calculer la dimension de F; N Ey. On pourra déterminer les éléments
de Fs vérifiant le systéme d’équations caractérisant les éléments de Fj.

7. Trouver une base de F} N Fy et calculer la dimension de F; N F5.
8. Montrer que d1m(E1 N Fl) = d1m(E1 N F2> = d1rn(E2 N Fl) = d1m(E2 N Fg) = 0.

9. Conclure a l'aide des questions précédentes que Ey, Ea, Fy, Fy vérifient bien les conditions (D).

Partie 2 : construction de solutions
Dans la suite, on pose e = (—1,1,1,0) et f = (4,1,7,0). On a alors vect(e) = E; N Ey et vect(f) =
FiNF.
10. On pose V] = vect(e, f). Montrer que V; est un plan vectoriel et qu’il vérifie les conditions (SC).

11. On pose :
E={(z,y,2t) € RY{x + 22y — 212 — 17t = 0}, F = {(z,y, 2,t) € R*|27x + 25y — 192 + 5t = 0}.

Montrer que F et F' sont de dimension 3.
12. Montrer que £y C E, FEy C EJFy C F,F5, C F.
13. On pose Vo = ENF.
(a) Montrer que V5 est bien un plan vectoriel.

(b) Soient H un sous-espace vectoriel de dimension 3 de R* et soient P et @ deux plans vectoriels
différents. On suppose que P C H et Q C H et on note (p1, ps) une base de P et (q1,¢2) une
base de Q).

i. Justifier que dim(P N Q) < 1.

ii. Montrer que (p1,p2,q1) ou (p1,p2,q2) est une base de H. Quitte a échanger ¢; et g, on
suppose que (p1, P2, q1) est une base de H.

iii. En écrivant ¢o dans la base (p1, p2, ¢1) montrer qu’il existe A € R tel que g2 + Ay € PN Q.
iv. En déduire que dim(P N Q) = 1.

(c) Déduire des questions précédentes que V;, vérifie (SC).

Partie 3 : analyse du probléme

On garde les notations introduites dans la partie 2.
Soit V' un plan vectoriel vérifiant (SC). On veut montrer que V=V, ou V = V5.

14. Justifier qu'il existe vy, vy, wy, wy des éléments de R*\{Og+} tels que
vect(vy) =V N Ey,vect(vg) =V N Ey, vect(wy) =V N Fy,vect(wy) =V N F.

15. Montrer que vect(vy,v2) C VN E et vect(wy, we) C VN F.

16. (INFO) Ecrire une fonction Python est_libre(L,M) qui prend en arguments deux listes L, M de
réels de longueur 4 et qui renvoie True si ((L[0], L[1], L[2], L[3]), (M[0], M[1], M[2], M][3])) est une

famille libre et False sinon.
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17. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(a) (v1,v9) est lice,
(b) e est un élément de V/,
(c) V n’est pas inclus dans F,
(d) (wy,ws) est lice,
(e) f est un élément de V',
(f) V n’est pas inclus dans F.
18. En déduire que (vy,v2) est une base de V si et seulement si (wq, ws) est une base de V.
19. Déduire des questions précédentes que V =V; ou V = V5.
Probléme 2
Ce probléme présente une méthode numérique, appelée méthode des trapézes, permettant de calculer des
approximations de la valeur d’une intégrale. Les parties 1 et 2 détaillent cette méthode alors que la partie

3 propose de I'appliquer sur un exemple et de 'implémenter en Python. Seuls les résultats encadrés (qu'on
peut admettre si besoin) sont utilisés d’une partie a I'autre.

Partie 1 - Une premiére approximation

On consideére une fonction f de classe €2 sur [a, b] ot a < b sont deux réels fixés. On pose g la fonction
affine définie par g(a) = f(a) et g(b) = f(b). Le but de cette partie est d’estimer 'erreur commise si on
approche f; f(x)dz par ffg(x)dx (qui correspond a l'aire d’un trapéze). Pour cela, on pose la fonction :

h:xw— f(zr)—g(x) — Nz —a)(x—Db)

o A € R est une constante qui sera fixée a la question 3.
1. (a) Déterminer une expression de g(z) pour tout z € R.
(b) En déduire que fabg(x)d:p =({b—a)(f(a)+ f(b))/2.
2. Calculer f;(a: — a)(x — b)dx et écrire le résultat sous la forme (b — a)?® ou p € R est une constante
a déterminer.
3. Montrer qu’on peut choisir la constante A € R afin que fab h(z)dz = 0 Dans la suite, on fixe la
constante A de cette fagon et on suppose donc que f: h(z)dx = 0.

4. De quelle classe est la fonction h sur [a, b] 7 Justifier que la fonction h admet des primitives sur [a, b].
On note H une primitive de h sur [a, b]. Que peut-on dire des images H(a) et H(b)?

5. (a) Déduire du résultat précédent qu’il existe un réel ¢y €ja, b[ tel que h(cy) = 0.
(b) Prouver qu'il existe deux réels (c1, o) €]a, b[? tels que ¢; < g et I/ (c1) = W (ca) = 0.
(¢) Prouver qu’il existe un réel ¢ €]cy, cof tel que f’(c) = 2.

6. Déduire des résultats précédents que :

3 € [a, b, / oy — (o - LWL O pu|

Partie 2 - La méthode des trapézes

On considére toujours une fonction f de classe €2 sur [a,b] ot a < b sont deux réels fixés. De plus,
on pose un entier n > 1. Le principe de la méthode des trapézes est de subdiviser 'intervalle [a,b] en n
sous-intervalles de méme longueur sur chacun desquels on va appliquer ’approximation de la partie 1. Plus

précisément, on définit n + 1 réels notés ag, ai,as,...,a,_1,a, par :
a=qp<a<ag < - <api1<a,=b et ag—a=ay—a=-"=0a, — U1
n—1
et on remarque que [a,b] = [ag, a1) U a1, ao] U -+ - U [an_1, an] = Up—glak, ari1]-
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7. (a) Soit k € {0,1,2,...,n}. Déterminer une expression de a; en fonction de a, b, k et n.
(b) En déduire que :

(s — ap L () D (ﬂa”f(b) +if(a+k”7“)) .

2 n
k=0 k=1

n

Dans la suite, on note T,,(f) le membre de droite de cette égalité, c’est-a-dire :

T(f)=""" (ﬂa);ﬂb) +if(a+kb7“)> |
k=1

8. (a) Justifier que la fonction z +— |f”(z)| admet un maximum sur [a, b]. Dans la suite, on note M la
valeur de ce maximum.

(b) Montrer que :

k41 (x)dz — (ags1 — ak)f(ak) +2f(ak+1) o (b — a)3M

Vk € {0,1,2,...,n— 1}, 1913
n

agk

9. Déduire des résultats précédents que :

(b—a)’M

Vn > 1,
" 1212

[rwas- )| <

10. Quelle est la limite de T,,(f) quand n tend vers +oo?

Partie 3 - Application numérique
Dans cette partie, on propose d’appliquer la méthode des trapézes pour approcher la valeur de fol e~ dx.
On pose donc la fonction f : z + exp(—z?).
11. (a) De quelle classe est la fonction f sur R?
(b) Prouver que pour tout entier k > 0, il existe un polynéme Py € R[X] tel que :
Ve eR, f®(z)=Py(z)e ™.
(c) Calculer Py, Py, P, et Ps.
12. Montrer que le maximum de la fonction x — | f”(z)| sur [0, 1] est égal a M = 2.

13. Informatique. On écrira les fonctions demandées en Python et on utilisera la fonction exp de la
bibliothéque numpy.

- . . . . . .2
(a) Ecrire une fonction f (x) qui prend en argument un réel z et renvoie la valeur de e™®

(b) Ecrire une fonction T(n,a,b) qui prend en argument un entier n > 1 et deux réels a < b puis
qui renvoie la valeur de T, (f).

(c) Ecrire une fonction approx(epsilon) qui prend un argument un réel £ > 0 et renvoie une
approximation de la valeur de fol e dr ae pres.
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Corrigé du DS n° 7 de mathématiques et
d’informatique

Probléme 1
Enoncé et corrigé de V. Vong

1. Voici la fonction demandée :

def est_dans_E1(L)
if len(L)==4 :
a=L[0]+2*L[1]-L[2]-L[3]
b=3*L[0]+L [1]+2+L[2]+L[3]
return (a==0) and (b==0)
else :
return

2. Donnons une représentation paramétrique de E;. Soit (z,y, z,t) € R On a

{x+2y—z—t =0 {w+2y—z—t=0

3+ y+2z+1t=0 drt3y+z =0 e bty

o t =x+2y—=z
z = —4x — 3y

t =5xr+dy
<:>{2:—495—3y

On en déduit que By = {(z,y, —4x — 3y, 5z + 5y), (z,y) € R?}.
Donc E; = vect((1,0,—4,5),(0,1,-3,5)). ((1,0,—4,5), (0,1,—3,5)) est donc une famille génératrice
Montrons que c’est une famille libre. Soit (a, 3) € R* tel que

a(1,0,—4,5) 4+ 5(0,1,-3,5) = (0,0,0,0).

D’ou
(Oéa 5a —da — 367 S + 56) = (Oa 07 07 O)

Donc a = 0,8 = 0. On en déduit que ((1,0,—4,5),(0,1,—3,5)) est libre.

Il en résulte que | ((1,0,—4,5),(0,1,—3,5)) est une base de E |.

E, admettant une base de cardinal 2, on en déduit que E; est un sous-espace vectoriel de R* de
dimension 2. Autrement dit, ‘El est un plan vectoriel ‘

3. On note C la base canonique de R*, & = ((3,1,2,—1),(—4,0,-1,1)), F; = ((2,-1,1,-2),(1,1,3,1))
et Fo = ((4,-3,2,1),(0,—4,—5,1)). Montrer que Es, Fy, F; sont bien des plans vectoriels revient
alors a montrer que les rangs des familles &, F, F5 sont tous égaux a 2. Calculons leur rang a ’aide
de la méthode du pivot appliquée a leur matrice représentative dans la base canonique. On a :

3 —4 1 0
1 0 Lol | 3 —4
2 —1 2 -1
-11 —-11

M(ltc (52) =
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Cette derniére matrice étant échelonnée en colonnes et de rang 2, on en déduit que &, est de rang 2.

De méme,
2 1 3 0
. _1 1 Li+Li—Lo _]_ l
Mate(F1) = | | 3 2 —1
21 —-11
Cette derniére matrice étant échelonnée en colonnes et de rang 2, on en déduit que JF; est de rang 2.
Enfin,
4 0
-3 -4
Mate(Fy) = 5 s
1 1

Cette derniére matrice étant échelonnée en colonnes et de rang 2, on en déduit que F, est de rang 2.

Des calculs précédents, on en déduit que Es, F, F, sont des sous-espaces vectoriels de R* de dimension
2.

Donc ce sont bien des plans vectoriels. ‘

4. Montrons que G = F,. Soit (z,y,2,t) € R On a

r+y+4 =0 N r=—y—A4t
—y+z2+t=0 y=z+t

o r=—z—>5t
Yy=z+t

On en déduit que G est égal a vect((—1,1,1,0),(—5,1,0,1)). Ainsi, G est égal a un espace vectoriel
engendré par deux éléments de R?. Donc dim(G) < 2. Montrons que Fy C G.
Soit (x,y, 2,t) € Ey. 1l existe alors (o, 8) € R? tel que

(x,y,2,t) = Ba—48,a,2a — B, —a + f3).
Donc
r+y+4dt=0Ba—-4f)+a+4(—a+p)=4a -4 —4a+45=0
et
—y+z4+t=—()+2a—-p)+(—a+p)=-2a+2a—-F+5=0.
Donc (z,y, z,t) € G. D’ou Ey C G. Donc dim(FE;) < dim(G). Or dim(F2) = 2. Donc 2 < dim(G).
Mais 2 > dim(G). 11 en résulte que dim(G) = 2 = dim(E»).

’Il en résulte que G = Es ‘
5. Soit (z,y, z,t) € R

(z,y,2,t) € Fy & 3\ p) € RLN2,—1,1,-2) +u(1,1,3,1) = (2,9, 2, 1)

Autrement dit, (x,y, z,t) est un élément de F} si et seulement si le systéme d’équations

2\+p ==z
—A+p =y
A3 ==z
2 +p=t
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d’inconnu (A, 1) € R?* admet des solutions. Résolvons ce systéme :

2\+p == (2\ 4+ =2
“At+pu =y At pu=y
At3u =z 7 4 Ytz (La 4= La+ Ly, Lz < Lz + Ly)
2 +p=t | 2u — x4t
(2\+u==x
3 =2y+x
o Ly < 2Ly + L
4p —y+z (L2 2+ L1)
L 2p =x+t
(2\+pu==x
e (Ly < Ly — Ly)
4 =y+2 2 2 4
L 2p =x+t
(2\+pu==x
I =2y—t B B
N0 =ty Ps lamdle Lo Lo 2L
0 =z —4y+ 3t

De cette étude, on en déduit que (z,y, z,t) € F} si et seulement si :

(x—4dy+3t=0 et —Ty+2z+4t=0.]

. Soit A(3,1,2, —1)+u(—4,0,—1,1) un élément de Es,. Cet élément est un élément de E; si et seulement

o {(3A—4u)+2(>\)—(2)\—u)—(—)\+u) :0(:){4/\—4;1 =0
3B N—4p)+ (N +22 =)+ (=A+u) =0 1BA—13u =0
SA=pU

En posant A = p = 1, on en déduit que Ey N By = vect((—1,1,1,0)). Ce vecteur étant seul et non
nul, on en déduit que la famille réduite & ce vecteur est une base de Fy N E,. Donc dim(F; N Ey) = 1.

7. Soit (x,y, z,t) € Fy N Fy. Par définition, il existe (\, u) € R? et (a, ) € R? tels que

A2,—1,1,-2) + pu(1,1,3,1) = (4, -3,2,1) + 5(0, -4, —5,1) = (z,y, z,1)
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Résolvons le systéme linéaire d’inconnus A, u, o,  correspondant :

20+ = 4da (2\+p = da
—A+p = -3a—4f A= —3a—4p
A3 =20-58 ) 4u _ _a—98 (Ly <~ Ly + Ly, Ly < Ly + Ly)
2 +tp=a+p 1 =5a+ 03
(2)\ + pu = 4o
3u = —2a — 80
= 4,u :—01—95 (LQ(—2L2+L1)
(20 =dba+f
(2)\ + u = 4o
3 = —2a— 80
~ 4,u — _96 (L4 < 2L4 —Lg)
L0 = 1la + 118
(2)\ + u = 4o
3 = b .
& " _ %0 (en substituant 8 par —«)
\B = —«
A=«
S0 p =2
f=-a

Donc (z,y,z,t) € F1 N Fy si et seulement s’il existe a € R tel que

(x,y,2,t) = a(4,-3,2,1) — a(0,—4,—-5,1) = «(4,1,7,0).

Il en résulte que | F; N Fy = vect((4,1,7,0)) |. Ce vecteur étant seul et non nul, on en déduit qu’il forme

une famille libre. Etant génératrice de F;NFy, il en résulte que c’est une base. Donc|dim(F; N Fy) = 1|.

8. Montrer que pour tout (z,7) € {1,2}?, dim(E; N F;) = 0 revient & montrer que chacune des intersec-
tions est réduite a Opa.

Déterminons E; N Fy. Soit (z,y, z,t) € Ey N F.

(7,9, z,t) étant un élément de Fy, il existe donc (o, ) € R? tel que : (7,9, 2,t) = «(2,—1,1,-2) +
p£(1,1,3,1) = 2a+ B, —a+ f,a+ 38, —2a + ).

Or (z,y,z,t) est aussi un élément de E;. D’ou

r+2y—2—t =0
3r+y+2z24+t=0

Donc

{(2a+6)+2(—a+ﬁ)—(a+3ﬁ)—(—2a+ﬁ) =0
32a+8)+ (—a+B)+2(a+38) + (—2a+5) =0

Autrement dit,

Donc 8 =0 et a = 0. Il en résulte que (z,y, z,t) = Oga.
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Par conséquent, | Ey N Fy est réduit a {Oga} |

Déterminons de la méme fagon Fy N Fy. Soit (z,y, 2,t) = a(4, —3,2,1) + (0, —4, —5, 1) un élément
de E; N F5. On a alors

{ (4a) + 2(—=3a —48) — 2a—=5p) — (a+ ) =0
3(4a) + (—3a — 48) + 2(2a — 58) + (a + ) = 0

50— 48 =0
16 — 135 =0

(0 ) (5) - ()

Le déterminant de la matrice 2 x 2 étant égal & 5 x 13 +4 x 16 > 0, on en déduit que la matrice
est inversible. En multipliant par I'inverse, on trouve que « = 8 = 0. Donc (z,y, z,t) = Ogs. Donc

EiNF,= {OR‘l} .
G étant égal & Ey, décrire G N Fy et G N F, revient a décrire G N Fy et G N Fs.
On procéde alors de la méme fagon que précédemment.

Soit (z,y,z,t) = a(2,-1,1,-2) + 3(1,1,3,1) € E2 N F;. On a donc

Donc

r+y+4t=0et —y+2+t=0.

Dot
o 2a+p)+ (—a+p)+4(—2a+p8) =0
—(—a+B8)+ (a+38)+ (—2a+6) =0
Donc
—Ta+68 =0
{36 =0

Dot oo = § = 0. Il en résulte que (x,y, z,t) est égal & Ogs. Donc | Ey N F} = {Oga}|.
Déterminons Es N Fy. Soit (z,y, z,t) = a(4,—3,2,1) + (0, —4,—5,1) € Ey N Fy.
On a donc

da+ (=3a—40)+4(a+p)=0et — (=3a—48)+ (2a —58) + (a + ) = 0.

D’ou
ba=0et —85 =0.

Donc a = f = 0. Autrement dit, (x,y, z,t) = Oga. On en déduit que | Ex N Fy = {Ops} |

9. En résumé, d’aprés les questions 2 et 3, E, Ey, Fi, F5 sont des plans vectoriels. D’apreés les questions
6 et 7, on a lel(El N EQ) = dll’Il(Fl N FQ) = 1.
D’aprés la question 8, les intersections des E; N F}; sont réduits a {Oga}.
Par conséquent, Fy, Fy, F, Fy vérifient bien les conditions (D).
10. On pose V; = vect(e, f). Montrons que V;. est un plan vectoriel. (e, f) étant une famille génératrice de

Vi, on en déduit que V; est de dimension au plus 2. Vérifions que cette famille est libre. Soit (o, ) €
R? tel que

a(—1,1,1,0) + (4,1,7,0) = (0,0,0,0)

Dout —a+ 48 =0et a+ S = 0. Donc a = 45 et 53 = 0. Il en résulte que « = § = 0. Donc
(e, f) est une famille libre. Par conséquent, (e, f) est une base de V; et donc ‘Vl est bien un plan‘

vectoriel |.

Montrons que V; vérifie les conditions (SC).

e étant un élément de ;N Esy, les intersections £y N Fy et By N Fy étant réduits & {Og4 }, on en déduit
que e n’est ni un élément de Fy ni un élément de Fy. Donc (V3 N Fy) et (V4 N Fy) sont strictement
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11.

12.

inclus dans V. Donc dim(V; N F}) < 2 et dim(Vi N Fy) < 2. De plus, f €e ViNFy et f € Vi NF,.
Donc vect(f) C Vi N Fy et vect(f) C Vi N Fy. Done dim(Vy N Fy) > 1 et dim(Vy N Fy) > 1. 1l en
résulte que |dim(V; N Fy) =dim(ViNFy) =1
De méme, en échangeant les roles de e et f, de Fy et Fy, de Es et Fy, on obtient que :
dim(V; N By) = dim(V; N By) = 1|

Soit (z,y,2,t) € R*. On a

(x,y,2,t) € E < x =22y — 212 — 1Tt

et
—25 19 )
EF 1= ——y+t—z— —t
D’ou
25 19 -5
E =vect((22,1,0,0),(—21,0,1,0),(17,0,0,1)) et F' = Vect((—ﬁ, 1,0,0), (2—7, 0,1,0), (E’ 0,0,1))

Donc E et F sont des espaces vectoriels au plus de dimension 3. Montrons que ces familles génératrices
sont bien de rang 3. Pour cela, il suffit de calculer le rang de leur matrice représentative dans la base
canonique.

En notant £ = ((22,1,0,0),(—21,0,1,0),(17,0,0,1)) et F = ((—22,1,0,0), (32,0,1,0), (5,0,0,1)),
on a alors

22 =21 17 000
10 0 . 100
01 O 010
00 1 001

M(ltc(g) = (Ll — L1 — 2205+ 21L3 — 17L4)

100
010
— 001 L4HL1

000

La matrice Matc(€) étant de rang 3, on en déduit que £ est de rang 3, donc ’ E est de dimension 3.

De méme,

-1 _2 000
00 . 100

0 010
1 001

Matc(f) = (Ll — L1+ 3_?.[/2 — ;—ng + %LZL)

1
0
0

100
010
— 001 L4(—>L1

000

La matrice Matc(F) étant de rang 3, on en déduit que F est de rang 3, donc ‘ F' est de dimension 3. ‘
D’aprés la question 2, la famille B; = ((1,0,—4,5),(0,1,—3,5)) est une base de Ej. De plus, 1 +
22x0—-21x(—4)—17x5=1+84—-85=0et 1 x0+22x1—-21(-3)—17x5=224+63—-85=0.
Donc Bj est une famille de E. E étant un espace vectoriel, on a donc vect(B;) C E. Autrement dit,

B F)

En raisonnant de fagon similaire pour Fj :

3+22x1-21x2—17(—1)=25-42+17=0,—4+22x 0 — 21 x (—1) — 17 x 1 = 0.
Donc ((3,1,2,—1),(—4,0,—1,1)) est une famille de E et donc vect((3,1,2,—1),(—4,0,—1,1)) est

inclus dans E. Autrement dit, .
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De méme, pour Fj :
27x2425x(—1)—19x14+5x(—2) =54—-25—-1945=10,27x1425x1—-19%x3+5 =57—57=0.

Donc une famille génératrice de F; est une famille de F'. D’ou .
Enfin, pour F; :

27x44+25x (—3)—19x2+5x 1 = 108—75—38+5 = 0, 27x0+25x (—4)—19% (—5)+5 = —100+95+5 = 0.

Donc une famille génératrice de Fy est une famille génératrice de F'. D’ou .
13. On pose Vo = ENF.

(a) Montrons que V5 est bien un plan vectoriel. Soit (z,y,2,t) € R%. (z,y, 2,t) est un élément de
E N F si et seulement si

LQ — L2 — 27L1

r+22y—212—-17 =0 x4+ 22y —212—-17 =0
27x + 25y — 192+ 5t = 0 —569y + 5922 4+ 459t = 0

Il en résulte qu'il existe (a, b, c,d) € R* tel que
Vo = vect((a, b, 1,0), (¢,d,0,1)).

Donc V, est au plus de dimension 2. Montrons que la famille ((a,b,1,0), (¢,d,0,1)) est libre.
Soit (A, 1) € R? tel que
Aa,b,1,0) + u(c,d,0,1) = (0,0,0,0)

D’ot, en regardant la troisiéme et la quatriéme composantes : A = u = 0.

La famille ((a,b,1,0),(c,d,0,1)) est donc libre. Elle est aussi génératrice de V5, il en résulte
que :

“/2 est bien un plan vectoriel ‘

(b) Soient H un sous-espace vectoriel de dimension 3 de R* et soient P et @ deux plans vectoriels
différents. On suppose que P C H et Q C H et on note (py, ps) une base de P et (qi,¢2) une
base de Q).

i. P étant de dimension 2, on a P N @ au plus de dimension 2. Or P et @) sont différents.
Donc P N @Q est strictement inclus dans P. Donc |[dim(PNQ) < 1|

ii. Supposons que ni (p1, p2, q1) ni (p1, P2, ¢2) ne sont des bases de H. Il en résulte alors que ces
deux familles sont liées. Autrement dit, il existe (A1, Ag, A3) € R3\{(0,0,0)} et (1, pa, p13) €
R3\{(0,0,0)} tels que

Ap1 + Aapa + A3qi = Opa, pipr + piopa + pi3ge = Opa.

Or (p1,p2) étant une base elle est en particulier libre. Donc nécessairement, A3 # 0, us # 0.

D’ou
A Ao
q1 )\3]91 /\3p2
et
H1 H2
2 = ——P1— —P2
M3 M3

Donc (g1, ¢q2) est une famille de P. Or (¢, g2) étant une base de @, elle est en particulier
libre. Or card((qi, ¢2)) = dim(P). Donc c’est une base de P. Mais c’est aussi une base de
Q. Dot P = @, ce qui contredit les hypothéses initiales.

En conclusion, (py,pa,q1) ou (p1, ps, g2) est une base de H.
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iii. Par définition, ¢, est un élément de (). Or @) est inclus dans H. Donc ¢» est un élément de
H. (p1,p2,q1) étant une base de H, il existe (ay, as, a3) € R3 tel que

Q2 = a1p1 + Qops + Q3qq.
D’ou
G2 — Qi3q1 = Q1P1 + QiaPo.

En posant A = —aqy, le vecteur ¢ + A\qp est clairement un élément de ). De plus, gs + Aq;
est égal & a1p; + aopo qui est un élément de P.

Donc ¢» + Ag1 est un élément de P N Q. ‘

iv. On sait que gz + Agqy est un élément de PN Q. De plus,(q1, ¢2) étant une base de @, g2 + A\qy
est un élément non nul. Donc (ga+ A\g1) est une famille libre de PNQ. D’ou dim(PNQ) > 1.
Mais on a vu que dim(P N Q) < 1.

Par conséquent, dim(P N Q) = 1.

(¢) On a vu que Vi, Ey et Ey sont des plans vectoriels inclus dans E qui est de dimension 3. De
plus, e est un élément de E; N E5 mais n’est pas un élément de F'. Donc e n’est pas un élément
de V5. Ainsi, V5 est différent de F; et de Es.

En appliquant le résultat de la question 13.b.iv, on en déduit que

dim(Vo N Ey) = 1,dim(Va N E) = 1.

De méme, Vy, F, F, sont des plans vectoriels inclus dans F' qui est de dimension 3. Et f est un
élément de F; N F, mais n’est pas un élément de E. Donc f n’est pas un élément de V5. Ainsi,
V5 est différent de F) et de Fy. En appliquant le résultat de la question 13.b.iv, on en déduit
que

dim(VoN F) =1, dim(Vo N Fy) = 1.

En conclusion, V5 vérifie bien (SC).

14. Les différentes intersections étant de dimension 1, elles admettent donc des bases de cardinal 1. Il
existe donc vy, ve, wy, wo des vecteurs non nuls de R* tels que :

vect(vy) =V N By, vect(ve) = V N Ey, vect(wy) =V N Fy,vect(wy) =V N Fy.

15. Par définition, v; est un élément de E; et vy est un élément de Fy. Or E; et Fy sont inclus dans E.
Donc v; et vy sont des éléments de E. D’ou vect(vy, vg) est inclus dans E. De plus, par définition v et

vy sont des éléments de V. Donc vect(vq, v2) est inclus dans V. D’out | vect(vy, v2) est inclus dans V N E.

De méme, en remplacant v; par w;, F; par F; et E par I’ dans le raisonnement précédent, on en

déduit que | vect(wy, wy) est inclus dans V N F.

16. Ecrivons d’abord une fonction qui vérifie si une liste représente le vecteur nul :

def nul (L)
if len(L)==4 :
for x in L :

if x!=0 :
return False
return True

Voici la fonction est_libre :
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def est_libre(L,M)
if len(L)==4 and len(M)==4 :
if nul(L) or nul(M)
return False

else :
lam=0
indicel=0
mu=0
indiceM=0
for i in range(4)
if L[i]!'=0 :
indicel=1i
lam=L[i]
if M[i]'=0 :
indiceM=1i
mu=M[i]

if indiceM!=indicel :
return True
for i in range(4)
if muxL[i]!'=lam*M[i]
return True
return False

17. Pour montrer que ces propositions sont équivalentes, on montre qu’une proposition donnée implique
la suivante, et que la derniére implique la premiére.
(a = b) Supposons que (v, v2) est une famille lice. Ces deux vecteurs n’étant pas nuls, il en résulte
que vect(vy) = vect(vy). Dot VN E; = VN E,. Or VN E; est de dimension 1. Donc v est un élément
de VNE; et de VN Ey. D’ott vy est un élément non nul de Ey1 N Ey = vect(e). Donc vect(e) = vect(vy).
Il en résulte que e est un élément V N E; et donc de V.
(b = ¢) Supposons que e est un élément de V. Comme e n’est pas un élément de F', on en déduit
que V n’est pas inclus dans F.
On montre (¢) = (d) par la contraposée. Supposons que (wy,ws) est libre. Il s’agit alors d’une
famille libre de V' qui est de dimension 2. Donc (wy,ws) est une base de V. Donc V' = vect(wy, ws).
Or d’aprés la question 15, vect(wy, ws) est inclus dans F. 1l en résulte que V' est inclus dans F.
(d = e) Supposons que ((wy,ws) est liée. En raisonnant de la méme fagon que a = b (on remplace e
par f, v; par w; et E; par F;), on en déduit que vect(f) = vect(w;) = vect(ws). Comme vect(w;) C V,
on en conclut que f est un élément de V.
(e = f) Supposons que f est un élément de V. Comme f n’est pas un élément de E, on en déduit
que V n’est pas inclus dans E.
On montre (f) = (a) par la contraposée. En raisonnant de la méme fagon que pour (¢) = (d) (on
remplace w; par v; et F' par E), on en déduit que V' = vect(vy,v3) C E.

18. De I’équivalence entre (a) et (d), on en déduit que
(v1,v9) est libre si et seulement si (wy, wq) est libre.

Mais ces familles de V' ont le méme cardinal que la dimension de V', & savoir 2. Elles sont donc libres
si et seulement si ce sont des bases. D’ou

(v1,v9) est une base de V si et seulement si (wy, ws) est une base de V.

19. Deux cas peuvent alors se présenter.
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— Cas 1: (v1,v2) est une base de V.
Donc (wy,ws) est aussi une base de V. Il en résulte alors que V' = vect(vy,v5) C E et V =
vect(wy, we) C F. Donc F est inclus dans £ N F = V5 qui est également de dimension 2. Donc
v -]

— Cas 2 : (vq,v2) est liée.
D’aprés les différentes équivalences, on en déduit que e et f sont des éléments de V. Donc

Vi = vect(e, f) C V. Or Vj et V ont la méme dimension. Donc .
Probléme 2

Ce probleme présente une méthode numérique, appelée méthode des trapézes, permettant de calculer des
approximations de la valeur d’une intégrale. Les parties 1 et 2 détaillent cette méthode alors que la partie
3 propose de lappliquer sur un exemple et de l'implémenter en Python. Seuls les résultats encadrés (qu’on
peut admettre si besoin) sont utilisés d’une partie a lautre.

Partie 1 - Une premiére approximation

On considére une fonction f de classe €% sur [a,b] ot a < b sont deuz réels fizés. On pose g la fonction
affine définie par g(a) = f(a) et g(b) = f(b). Le but de cette partie est d’estimer erreur commise si on
approche fab f(x)dz par f: g(z)dx (qui correspond a l'aire d’un trapéze). Pour cela, on pose la fonction :

h:xw— f(z)—g(x)— Nz —a)(x —Db)
ot X € R est une constante qui sera fizée a la question 3.

1. (a) Déterminer une expression de g(x) pour tout x € R.

» La fonction g est affine et vérifie g(a) = f(a) et g(b) = f(b) d’aprés I’énoncé. Son coefficient
directeur est donc égal a (f(b) — f(a))/(b—a) et g(z) = f(a) si x = a. On en déduit que :

Ve eR, |g(z)= (())_Z:(a)(x_a)"‘f( )}

On peut aussi poser la fonction affine g : © — ax + [ et résoudre le systéme
linéaire formé des deux équations g(a) = f(a) et g(b) = f(b) d’inconnues
(o, B) € R%. Mais cette méthode est plus longue.

(b) En déduire que fabg(:v)daz =(b—a)(f(a)+ f(b))/2.
» On a:

b b b) —
/g(az)dx = / <M(w —a)+ f(a)) dz  d’apres le résultat de la question précédente
a a —a

_ b b
= () = fla) /(x —a)dz + f(a) /dx par linéarité de 'intégrale

b—a a
S L Ry Iy
0T (F -+ ) + sw(v-o)
_f (Zb()b_— i()a) (¥ - (zbaz:)j @) + f(a)(b—a)
_ M <b . a> + %@ <b a) daprés la formule du binéme de Newton
= (50) (@) + 27()) "5
R PRYOES O]
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3 ot € R est une constante

b L .
2. Calculer fa (x —a)(x — b)dx et écrire le résultat sous la forme (b — a)
a déterminer.
» On utilise une intégration par parties en posant les fonctions :
uir—r—a N Cal )
donc 2
viz o —b vix o 1.
Les fonctions u et v sont de classe €' sur R comme fonctions polynomiales donc on a d’aprés la
formule d’intégration par parties :

/ab(x—a)(x—b)dx: [\(ZE_TQ)Z(Q:—()E] —/;@dx

=u/(z)v(z) =u(z)v(z) =u(z)v'(z)

S [55]
(3
_ —%(b—a)?’

D’ou le résultat en posant la constante |y = —1/6]|.

On peut aussi calculer cette intégrale sans utiliser la formule d’intégration par
parties. Par exemple en développant [’expression a intégrer :

b
7”3 :1:2

b b
/(:I;—a,)(:r:—b)dm :/ (2° = (a+ b)z + ab) dz = {Jé —(a+ b)E +abx| =...

a a

Puis on retrouve la forme demandée a l’aide de la formule du bindme de Newton.

3. Montrer qu’on peut choisir la constante X € R afin que fab h(z)dx = 0 Dans la suite, on fize la
constante \ de cette facon et on suppose donc que f;h(:v)dx =0.

» On cherche une constante A € R telle que f: h(z)dx = 0. On raisonne par analyse-synthése.
Analyse. On a :

/a l;z(x)dx =0

= (f(x) —g(z) = Mz —a)(x — b))dx =0 par défintion de la fonction h

b b b
— [ f(z)dz — /g(x)dx — A /(a; —a)(z —b)der =0 par linéarité de 'intégrale

’ fla)+ f(b) | A

<~ [ f(z)dz — (b—a) +>(b—a)®> =0 daprés les résultats précédents

a 2 6
a b
— %(b AP = (b a)w _ /af(x)dx
= A= 3f((62)j—;;£b) T —6a)3 /f(x)d:r; car (b— a)® # 0 puisque a < b.

Synthése. Puisque la fonction f et les réels a < b sont fixés dans I’énoncé, on peut poser la constante :

_J@r 6
N s ot e Ao

En reprenant les calculs de I'analyse, on a bien que f; h(z)dz = 0.
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On peut aussi rédiger plus rapidement en remarquant que fab h(z)dz = 0 est une
équation d’inconnue X € R de degré 1 par définition de la fonction h et par
linéarité de [intégrale. Elle admet donc une solution qu’il est inutile de calculer
pour répondre a la question.

4. De quelle classe est la fonction h sur [a,b] ¢ Justifier que la fonction h admet des primitives sur |a, b].
On note H une primitive de h sur [a,b]. Que peut-on dire des images H(a) et H(b) ?

» On sait que :

f est de classe €2 sur [a, b] d’aprés I'énoncé,

— g est de classe € sur [a,b] comme fonction affine,

et z — Az — a)(z — b) est de classe € sur [a, b] comme fonction polynomiale.

Par conséquent, |h : x — f(x) — g(x) — Mz — a)(z — b) est de classe € sur [a, b] | comme somme de

fonctions de classe €2 sur [a, b]. En particulier, elle est continue sur [a, b] donc|h admet des primitives

sur [a,b] d’aprés le théoréme fondamental de I’analyse . De plus, on a d’apreés le résultat de la ques-

tion précédente :

5. (a)

(b)

(c)

= [y = 1]’ = 10) - @) done [Hi =H0)]

Déduire du résultat précédent qu’il existe un réel ¢y €la,b| tel que h(co) = 0.
» Puisque h est de classe €2 sur [a,b], on en déduit que sa primitive H est de classe ¢ sur
[a, b]. Par conséquent, on a :

— H est continue sur [a, b],

— H est dérivable sur |a, b],

— et H(a) = H(b) d’apreés le résultat de la question précédente.

D’apreés le théoréme de Rolle, on en déduit qu'il existe un réel ¢y €|a, b[ tel que H'(¢y) = 0 donc
tel que |h(co) = 0|car H' = h.

Citez précisément les hypotheses des théorémes que vous utilisez afin de mon-
trer que vous connaissez votre cours.

Prouver qu’il existe deux réels (cy,c2) €]a,b[? tels que c; < co et W (cy) = W (cg) = 0.
» On a:

ha) = f(a) — g(a) = AMa —a)(a —b) = f(a) = f(a) =0 =0 car g(a) = f(a)
et h(b) = f(b) —g(b) = A(b—a)(b—b) = f(b) = f(b) =0 =0 car g(b) = f(b).
Or h est de classe €2 sur [a,b] et ¢y €]a,b[ d’apreés le résultat de la question précédente. Par
conséquent, on a :
— h est continue sur [a, ¢o] et sur [co, b],
— h est dérivable sur |a, co et sur |co, b,
— et h(a) = h(b) = h(co) = 0 d’apres le résultat de la question précédente.

D’aprés le théoréme de Rolle, on en déduit qu’il existe deux réels ¢; €]a, cof et ¢y €]co, b[ tels

que | (c1) = W (cz) =0 De plus, on aa < ¢; < ¢y < ¢g < b donc en particulier | (c;, c2) €]a, b[?

ot [er<al

Prouver qu’il existe un réel c €]cy, co| tel que f"(c) = 2.

» On sait que h est de classe €2 sur [a,b] et ¢; < ¢y appartiennent a Ja, b[ d’aprés le résultat
de la question précédente. Par conséquent, on a :
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— R est continue sur [cq, ¢,
— K/ est dérivable sur |eq, ¢
— et W(c1) = W (cp) = 0 d’aprés le résultat de la question précédente.

D’aprés le théoréme de Rolle, on en déduit qu’il existe un réel ¢ €]cy, cof tel que A”(¢) = 0. Or
on a pour tout x € R :

hx) = f(z) — g(z) = Mz — a)(z - b)

) - (W(x —a)+ f(a)) ~A(? — (a by + ab)

donc h'(x)= f'(x) — % - )\(21' —(a+ b))
donc  h'(z) = f"(x) — 2\,

On a vient de démontrer 'existence d’un réel ¢ €]ey, cof tel que f”(c) —2X = h”(¢) = 0 donc tel
que | f"(c) = 2X|

6. Déduire des résultats précédents que :

b AT
3e € [a,b), /f(a:)dx _ -yl ; fo) b _ Y o))

» On sait que fab h(z)dx = 0 d’aprés le choix de la constante A fixée a la question 3. Par conséquent,
ona :

0— / h(r)d

b
= / (f(x) —g(x) = Mz —a)(x — b))dx par défintion de la fonction h
o b b
= /f(x)dx - /g(x)dx — A /(x —a)(z —b)dx par linéarité de I'intégrale
’ b) A
= /f(x)dx —(b— Q)M + E(b —a)®  d’aprés les résultats des questions 1(b) et 2.

Or A = f"(c)/2 d’apres le résultat de la question précédente. D’on :

b a —a)?
[raxta— - F I 00|

De plus, on a a < ¢; < ¢ < ¢3 < b donc en particulier | ¢ € [a, b]

Partie 2 - La méthode des trapézes

On consideére toujours une fonction f de classe €* sur [a,b] ot a < b sont deux réels fizés. De plus,
on pose un entier n > 1. Le principe de la méthode des trapézes est de subdiviser 'intervalle |a,b] en n
sous-intervalles de méme longueur sur chacun desquels on va appliquer lapproximation de la partie 1. Plus

précisément, on définit n + 1 réels notés ag, a1, as, ..., a,_1, 0y, par :
a=ay< a1 <A< <1< a,=b et a—ay=as—a;=---=a, — p_1
n—1
et on remarque que [a,b] = [ag, a1] U a1, as] U -+ U |an_1, an] = Up_olak, ar41].
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7. (a) Soit k € {0,1,2,...,n}. Déterminer une expression de aj en fonction de a, b, k et n.

» Puisque l'intervalle [a,b] de longueur b — a est subdivisé en n sous-intervalles de méme
longueur, la longueur de chacun des sous-intervalles est égale & :

— — _ __ b—a
al—ao—ag—al—---—an—an_l—T.

Les réels ag, a1, as, ..., a,_1,a, forment donc les n+ 1 premiers termes d’une suite arithmétique
de raison (b — a)/n et de premier terme ag = a. On en déduit que :

Vk €{0,1,2,...,n}, ar=a+k=|

(b) En déduire que :

(s — L @)+ () _b—a (f(a) IO S (s k_)) |

—_

3

2 n 2
k=0 k=1
» On a
n—1
Z(ak—l-l — ay,) fla) + (@)
k=0 2
n—1
b—
= ( a> flaw) +2f(ak+1) d’aprés le résultat de la question précédente
n
k=0
b—a [ ol
D) ( flax) + Z f(ak+1)> par linéarité de la somme
=0 k=0
b—a [ “ < ) oo n
=3 flag) + ) flax) a l'aide d'un décalage d’indice dans la deuxiéme somme
" k=0 k=1
b—a il ol
= (f(ao) + flag) + flag) + f(an)) par associativité de la somme
" k=1 k=1
b —a n—1
~on fla)+ f(b) +2 fag) car ag=aet a, =b
k=1

+ f (a + k;b_T“)> d’apres le résultat de la question précédente.

Dans la suite, on note T,,(f) le membre de droite de cette égalité, c’est-a-dire :

T, () = =1 <f<“>+f<b) +if(a+kb7“)> |

2
k=1

8. (a) Justifier que la fonction x — |f"(x)| admet un mazimum sur [a,b]. Dans la suite, on note M
la valeur de ce mazimum.
» On sait que f est de classe € sur [a, b] d’aprés I'énoncé. Donc f” est continue sur [a, b] par dé-
finition de la classe 4. Par conséquent, la fonction z — |f”(z)| est continue sur le segment [a, b]
par composée de fonctions continues. D’aprés le théoréme des bornes, on en déduit qu’elle est

bornée et qu’elle atteint ses bornes. En particulier, |z +— | f”(x)| admet un maximum sur |a, b] |
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(b) Montrer que :

Hlf(m)dx (s — ) flax) +2f(ak+1> < (b 126711)3 M.

Vi e {0,1,2,...,n—1},

ak

» Soit k € {0,1,2,...,n — 1}. D’apreés le résulat de la question 6 de la partie 1, puisque f est
de classe € sur le sous-intervalle [ay, ax1], on sait qu’il existe un réel c; € [ag, ar,1] tel que :

Ak+1 B 5
f(q;)dx _ (ak+1 _ ak)f<ak) +2f(ak+l) _ (ak+112 ak) f”(ck)-

ag

Attention : le réel ¢y appartient o lintervalle [ag, ax.1] et donc dépend de
Uentier k! Par conséquent, il est judicieur de le noté c; et non ¢ puisqu’il
sera différent pour chaque valeur de k.

En passant a la valeur absolue, on en déduit que :

ak+1]”(x)dx (a1 — an) flax) +2f(ak+1>

] (e —a)? o, ~ (ara — a)’ [f"(cr)]
_'_+Tf () = =5

ag

car ag1 > ay. Or :
— a1 — ar = (b—a)/n d’aprés le résultat de la question 7(a),
— et |f"(cx)| < M d’apres le résultat de la question précédente car ¢, € [ag, ax1] C [a, b].

On en déduit bien que :

R flaw) + flaged) | _ (b —a)’M
f(z)dx — (aks1 — ax) <
an 2 12n3
et ceci est vrai pour tout k € {0,1,2,...,n— 1}.
9. Déduire des résultats précédents que :
b (b—a)*M
f(z)dz — Tn(f)' < R

» On a:

/f o — T,(f)

f( )da + f( ydz + - - + f( )dx — T, (f) d’aprés la relation de Chasles

ag an—1
n—1 ak+1 n—1
= Z Z A1 — ag) flar) +2f(ak+1) d’apres le résultat de la question 7(b)
k=0 * %k k=0
n—1 a1
= < f(z)dx — (apy1 — ax) flar) +2f(ak+1)) par linéarité de la somme.
ag

k=0
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Par conséquent, on obtient en passant a la valeur absolue :

o= 1,09
Fk+1 ag) + f(a

=S ([ e (o o TS ’““))'

k=0 Ak

n—1 g1
< Z f(z)dx — (ak+1 — ag) f(ar) +2f(ak+1) d’aprés l'inégalité triangulaire

k= ag

n— b -
< a)’ d’aprés le résultat de la question précédente

12n3
(b —a)’M  (b—a)’M

S 1203 122

L’inégalité triangulaire est la principale justification de ce calcul. Elle doit étre
citée explicitement.

Finalement, on a bien montré que

(b—a)*M
12n?

f@ﬁx—nqﬁg

et ceci est vrai pour tout entier n > 1.
10. Quelle est la limite de T, (f) quand n tend vers 400 ¢

» On a: \ ,
vn>1, 0< /f(x)dx—Tn(f)' <M

12n2

d’apres le résultat de la question précédente et la définition de la valeur absolue. Or :

. (b—a)*M
nl—lgloo 12n?2

=0.

D’aprés le théoréme de la limite par encadrement, on en déduit que :

lim
n—-+00

;‘(x)dx - Tn(f)‘ =0 par conséquent | lim T,(f) = /;(x)dx

n—-+00

Partie 3 - Application numérique

Dans cette partie, on propose d’appliquer la méthode des trapézes pour approcher la valeur de fol e dz.
On pose donc la fonction f : x +— exp(—a?).
11. (a) De quelle classe est la fonction f sur R ¢

» La fonction ‘ f est de classe € sur R‘ comme composée de fonctions de classe € sur R.

(b) Prouver que pour tout entier k > 0, il existe un polynome Py, € R[X] tel que :

2

Ve eR, f®(z)= Py(z)e”

» On raisonne par récurrence.
Initinialisation. Pour £ =0, on a :

Ve eR, fO@)=f(z)=e" =Py(z)e™ en posant .
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Py est bien un polynome a coefficients réels.
Hérédité. On fixe un entier k£ > 0 et on suppose qu’il existe un polynome P, a coefficients réels
tel que :

2

Ve eR, f®(z)= P(z)e™.
On a alors :
Ve eR, fHD(2) = (fP)(2)
= Pl(z)e ™ + Py(x)
- ( Pl(x) — 2Py (x)
Py ()

= Pk+1(at)e_x2 en posant | P, = P, —2X Py |

( — 2336_’”2)
=

67.%

Py est bien un polynoéme a coefficients réels comme somme et produit de polynémes a coeffi-
cients réels.

N’oubliez pas de justifier que les polyndmes que vous posez sont bien des
polyndomes a coefficients réels.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que :

2

Vk >0, 3P, eR[X], VzeR, f®(z)=P(z)e"

(¢) Calculer Py, Py, Py et Ps.
» En reprenant les calculs du raisonnement de la question précédente, on obtient :

P0:7

P =P, —2XP,=0-2X =|-2X]|

Py= P —2XP = -2 - 2X(-2X) = 4X — 2|

of Py=Py—2XP,=8X — 2X(4X% —2) = | -8X? 4 12X |

Pensez a utiliser vos calculs précédents pour gagner du temps. Il est beaucoup

plus long de dériver trois fois la fonction f et de factoriser chaque dérivée
2

par e,

12. Montrer que le mazimum de la fonction x — | f"(z)| sur [0, 1] est égal & M = 2.
» On a:

Ve eR, (f")(z) = f®(z) par défintion de f©&
= P;;(:z:)e””2 d’apreés le résultat de la question 11(b)

= (—82° + 1236)6’”‘"2 d’aprés le résultat de la question précédente

= 82— 3)e ™ = —8z (3: - %) (95 + \/§> e,

Puisque —\/g <0<1< \/g, on en déduit le tableau des variations de la fonction f” sur R :

v |—oo -3 0 E +00
0

(f")' () + - 0 + 0 -

f'(x) / \ . _ / \
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car f7(0) = Py(0)e™® = —2 et f"(1) = Py(1)e " = (4 — 2)e™! = 2/e.

Inutile de perdre du temps a calculer les autres valeurs qui apparaissent dans le
tableau de variations, elles ne serviront a rien ensuite puisque l’énoncé considere
seulement f" sur [0,1]. On peut méme retreindre le tableau des variations au
segment [0, 1].

Ainsi f”(z) prend toutes les valeurs de —2 a 2/e lorsque x € [0, 1]. En passant, a la valeur absolue,
on en déduit que |f”(z)| prend toutes les valeurs de 0 a 2 lorsque = € [0,1] car 2/e < 2 (puisque
e = exp(1l) > exp(0) = 1 par stricte croissance de la fonction exponentielle). Par conséquent, le

maximum de la fonction z — |f”(z)| sur [0,1] est égal a | M = 2]

13. Informatique. On écrira les fonctions demandées en Python et on utilisera la fonction exp de la
bibliothéque numpy.

- . . . . 2
(a) Ecrire une fonction £(x) qui prend en argument un réel x et renvoie la valeur de e=*

» Par exemple :

import numpy as np
def f(x):
return np.exp(-x**2)

(b) Ecrire une fonction T(n,a,b) qui prend en argument un entier n > 1 et deux réels a < b puis
qui renvoie la valeur de T, (f).

» Par exemple :

def T(n,a,b):
S=0
for k¥ in range(1,n):
S=8+f (a+k*(b-a)/n)
return ((b-a)/n)*((f(a)+f(b))/2+S)

Attention a la fonction range en Python : l'instruction range(1,n) repré-
sente tous les entiers allant de 1 a n—1 alors que l"instruction range (1,n-1)
représente tous les entiers allant de 1 a n — 2.

(c) Ecrire une fonction approx(epsilon) qui prend un argument un réel ¢ > 0 et renvoie une
o 1 . X
approximation de la valeur de fo e 'dz a e PTES.

» D’aprés le résultat de la question 9 de la partie 2, on sait que, pour tout n > 1, la valeur
de T'(n)(f) est une approximation de la valeur de f:f(x)dx a (b — a)>M/(12n?) prés. Dans
I'exemple de cette partie, on aa =0, b= 1 et M = 2. Il suffit donc de choisir un entier n > 1
tel que :
(b—a)3M< (1—0)3><2< 1
2z S° T T e

pour que T, (f) soit une approximation de la valeur de f; f(z)dx a e prés. En Python, on peut
par exemple écrire :

def approx(epsilon):
n=1
while 1/(6*n**2)>epsilon:
n=n+1
return T(n,0,1)
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On peut également résoudre Uinéquation 7 < & <= n > /1/(6e). Il
suffit donc de choisir pour valeur de n Uentier |\/1/(6¢)] + 1. N'oubliez pas

la partie entiére! Ce qui donne en Python :

import numpy as np

def approx(epsilon):
n=int (np.sqrt(1/(6*%epsilon)))+1
return T(n,0,1)

BCPST1A lycée Hoche 2018-2019 130 sur 146 Sébastien Godillon



DS n°8 de mathématiques et d’informatique

durée : 3 heures

Exercice 1

e 2dt
Pour tout réel x > 0, on pose : I(x) = /1 RiETE D)
1. Soit z > 0.
(a) En posant t = ¢(s) o ¢ est la fonction affine telle que ¢(0) = 1/x et p(1) = x, montrer que :
223 (x — 1) [* 1
I(z) = —+= »(8)d 1 fu(s) = :
0 ="aT /0 fals)ds o [ols) = T G T e 1 (Lt (@ = Do)

(b) [info] Ecrire une fonction f (x,s) qui renvoie la valeur de f,(s).

(c) [info] A T'aide d’une somme de Riemann, écrire une fonction approxI(x,n) qui calcule une
approximation de la valeur de I(x).

On pose la fonction g : ¢ — 2/((1+t)?(1 + ¢?)). Les questions 2, 3 et 4 sont indépendantes.

2. (a) Justifier que g admet des primitives sur |0, +-o00[. On note G une primitive de g sur |0, +o0[. De
quelle classe est la fonction G sur |0, +00[? En déduire la classe de la fonction I sur |0, 4o0].

(b) Calculer la dérivée de la fonction I sur |0, +oo.

(c¢) En déduire une expression simple de /(z) pour tout = > 0 (on pourra utiliser la valeur de I(1)).

)
)
b t+d
3. (a) Déterminer quatre réels a, b, c et d tels que : Vt >0, g(t) = . j—t + TEmE + i —:_tQ'
(b) En déduire une expression simple de I(z) pour tout z > 0.
4. (a) ATaide du changement de variable u=1/¢, déterminer une nouvelle expression de I sur |0, +oo[.

(b) Soit x > 0. Calculer I(x) + I(x) puis en déduire une expression simple de I(z).

Exercice 2
On considére application f : (x,y) — (3x + y, z + 3y) et pour tout réel A € R, on pose :

EA:{ﬁeRQ | f(ﬁ):)\ﬁ}.

1. Pour tout polynéme P = >} a; X" € R[X], on rappelle qu'on définit application :

P(f): (z,y) — Zakak(x,y) ot f*=fofo---of (avec f¥=1Id).
k=0 k fois

(a) [info] Ecrire une fonction composef (k,u) qui prend en arguments un entier k et une liste
u=[z,y] puis qui renvoie la liste des composantes de f°*(z, ).

(b) [info] Ecrire une fonction polyf(P,u) qui prend en arguments une liste P=[ag,a1, ... ,a,]
correspondant aux coefficients d'un polynéme P = >} a, X* € R[X] et une liste u=[z,y]
puis qui renvoie la liste des composantes de P(f)(x,y).

Justifier que f est un endomorphisme de R2.
Soit A € R. Justifier que E) est un sous-espace vectoriel de R2.

Trouver toutes les valeurs de A € R telles que dim(FE)) # 0.

A

Déterminer un vecteur e; € Ej \ {ﬁ} et un vecteur e € Ey \ {ﬁ} puis justifier que la famille
(€1, ¢3) forme une base de R2.

6. Soit € R2. On note Z = Mat(ae—g)(ﬁ) les coordonnées du vecteur U dans la base (ef, €3).
Calculer Mat z; z (f()) en fonction de a et b.

ei,e3)
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Exercice 3
On effectue plusieurs tirages avec remise dans une urne contenant n > 2 boules numérotées de 1 a n. Pour
chaque entier ¢ > 1, on considére une variable aléatoire X; égale a 1 si le numéro de la boule tirée au i-iéme
tirage n’avait jamais été tiré auparavant et égale a 0 sinon. Ainsi, X; = 1.
1. On rappelle que la commande random.randint (1,n), de la bibliothéque random, simule une variable
aléatoire de loi uniforme de paramétre n.
(a) [info] Ecrire une fonction tirages(n,NbTirages) qui simule Nbtirages tirages dans 'urne et
qui renvoie la liste dont le i-iéme élément est égal au numéro de la boule tirée au i-iéme tirage.
(b) [info] Ecrire une fonction simuleX(n,Nbtirages) qui simule des tirages dans I'urne et qui
renvoie la liste de Nbtirages éléments dont le i-ieme est égal a X;.

2. Soit i > 1.

(a) On note Y; le numéro de la boule tirée au i-iéme tirage. Montrer que :

1 i—1
\V/k?E{l,Z,...,’I’L}, P(lek)(Xz:]-):<nn ) .

(b) En déduire que :

(c¢) Déterminer la loi de X;.
3. Pour tout entier N > 1, on pose Sy = Ef\;l X;.
(a) Déterminer I'espérance de Sy en fonction de n et V.
(b) Calculer la limite de Sy quand N — 400 et discuter la pertinence du résultat.
4. Soient 57 > i > 1.
(a) Calculer la probabilité P(X; =1 et X; = 1).
(b) Déterminer la loi de la variable aléatoire X;Xj.
(c¢) En déduire que E(X;X;) # E(X;)E(Xj).
Exercice 4
On considere la fonction :
v/t + 1
2+x+1
1. Déterminer I'ensemble de définition de f et sa classe de régularité sur son ensemble de définition.

frxe

2. (a) Etudier le signe des fonctions polynomiales P, : & — 25 + 22° + 2% et Py : z — 22* — 22 + 1.
(b) En déduire les variations de f en précisant les limites aux bornes de son ensemble de définition.

3. Déterminer I’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 0 et étudier
sa position relative au voisinage de 0.

4. Etudier le comportement asymptotique de f en +oo et préciser la position relative de la courbe
représentative de f par rapport a une éventuelle asymptote au voisinage de +00. De méme en —oo.

Dans la suite de Iexercice, on suppose avoir démontré que x — 1 < f(x) < z pour tout z € R.
5. Justifier que f réalise une bijection de R vers un ensemble a déterminer. De quelle classe est sa
bijection réciproque f=1?
6. A l'aide des résultats précédents et sans calculs, déterminer la tangente & la courbe représentative

de f~! au point d’abscisse 0, les asymptotes en +o00 et —oo ainsi que leur position relative. Enfin,
montrer que y < f~'(y) < y+ 1 pour tout y € R.

7. (a) [info] A l’aide d'un algorithme de dichotomie, écrire une fonction dichotomie(y,n) qui calcule
une approximation de la solution de I’équation f(x) =y d’inconnue = € R.

(b) [info] Ecrire une fonction approxfinverse(y,epsilon) qui calcule une approximation de la
valeur de f~!(y) a epsilon > 0 prés.
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Corrigé du DS n° 8 de mathématiques et
d’informatique

Exercice 1
Pour tout réel x > 0, on pose :

* 2dt
le) = /W A+0)2(1+2)

1. Soit z > 0.
(a) En posant t = ¢(s) ou ¢ est la fonction affine telle que ¢(0) = 1/ et p(1) = x, montrer que :

1
(14 (x—1)s)2(x2 4+ (1 4+ (22 —1)s)?)
)

» Puisque ¢ est une fonction affine telle que p(0) = 1/z et (1) = z, ¢ est de la forme :

1(@:%/0 fu(s)ds ot fuls) =

1

Vs € R, @(s)z(ﬁié)(s—O)—i—é:(x_#.

En particulier, ¢ est de classe € sur [0,1]. En posant ¢t = ¢(s), on a :

dt  de(s) . 2*—1 (2?1
T s =¢'(s) = " donc dt = . ds.

Ainsi, d’aprés le théoréme de changement de variable dans une intégrale, on obtient :

o 1 2(9”2;1>d3
. )_/0 (1+“2%)2<1+<%>2)

2?2 -1\ [! ds
2< & >/0 i(m—f—(xQ—1)8+1>2x—12<$2+((x2_1>3+1)2>

e wf ds
ZQx( @ )/o <x+1+(az+1)(x—1)5>2<m2+(1+($2_1)3)2>

! ds
=223 (2% — 1) 5
/0 (z + 1)2<1 t(z— 1)s> <$2 (14 (22— 1)5)2)
_ 22%(x + 1) (x — 1) /1 ds
(x +1)2 0 (1—|—(1:—1)s>2<x2+(1+(x2—1)3)2>

(223 —1) [ Sds
(1) /Ofx()d'

(b) [info] Ecrire une fonction £ (x,s) qui renvoie la valeur de f,(s).
» Par exemple :

def f(x,s):
return 1/(((1+(x-1)%*s)**2)* (x*x*x2+ (1+(x**2-1)*s) **2))
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()

[info] A I'aide d'une somme de Riemann, écrire une fonction approxI(x,n) qui calcule une
approximation de la valeur de I(x).

» La fonction f, est continue sur le segment [0, 1] comme quotient dont le dénominateur ne
s’annule pas de fonctions polynomiales. Par conséquent, on a d’aprés une somme de Riemann :

! 1
Aﬁ@wim@;mw.

En Python, on peut par exemple écrire :

def approxI(x,n):
S=0
for k in range(n):
S=5+f (x,k/n)
S=S/n
return (2% (x**3)*(x-1)/(x+1))*S

On pose la fonction g : ¢ — 2/((1 +t)?(1 + ¢?)). Les questions 2, 3 et 4 sont indépendantes.

2.

(a)

Justifier que g admet des primitives sur |0, +oo[. On note G une primitive de g sur |0, +oo[. De
quelle classe est la fonction G sur |0, +o00[? En déduire la classe de la fonction I sur |0, 4+o0].

» La fonction g est continue sur l'intervalle ]0,+oo|[ comme quotient dont le dénominateur
ne s’annule pas de fonctions polynomiales. D’aprés le théoréme fondamental de I'analyse, on

en déduit que |g admet des primitives sur |0, +o0o[|. De plus, la fonction g est de classe €

sur |0, +o00[ comme quotient dont le dénominateur ne s’annule pas de fonctions polynomiales.

Puisque G’ = g par définition d’une primitive, on en déduit que|G est de classe € sur |0, +o00]|.

De plus, on a d’aprés le théoréme fondamental de I'analyse :

Vo> 0, I(x)= /1 g()dt = [G(t)]m — G(2) - G(L).

T 1/z

Par conséquent, | I est de classe € sur |0, +oo[| comme somme et composée de fonctions de
classe €°°.

Calculer la dérivée de la fonction I sur |0, 4o0].

» En reprenant ’expression obtenue a la question précédente, on a :
Ve >0, I'(z)=G'(z)- ()G (2)
=g(x) + 9(3)
2 2

T+ op+a) 221+ D2+ ()
2
Q221 +2) L+ )

2(1 + x?)
T+ o2(1+2)

2
(1+2)*|

\)

En déduire une expression simple de I(z) pour tout > 0 (on pourra utiliser la valeur de I(1)).
» On remarque dans le résultat de la question précédente que I’ est égale a la dérivée de la
fonction x — —2/(14 ). Puisque I est une primitive de I’ sur I'intervalle |0, +oc[, on en déduit
que [ est de la forme :

—2

Vo > 0, I(ac):1+x

+ C ou C € R est une constante.

BCPST1A lycée Hoche 2018-2019 134 sur 146 Sébastien Godillon



En particulier, on a pour z =1 :

B 1
—2+0:1(1):/ g(B)dt =0 dome C = 1.
2 11

Finalement, on obtient :

—2 r—1
Ve >0, I(x)= 1= !
. (@) 1+x * x+1
3. (a) Déterminer quatre réels a, b, ¢ et d tels que :
a b ct+d

YVt >0, g(t) +

BTN T CA e

» Analyse. On cherche (a,b, c,d) € R?* tels que pour tout ¢t > 0 :

a b ct+d
o) =15+ 102 1422
— 2 a1+ t)(L+7) + b1+ 7)) 4 (et + d)(1 +t)?
(1+1)2(1+12) (1+1)2(1+12)

= 2=a(l+t+ 2+ +b(1 +1%) + (d+ (c + 2d)t + (2¢ + d)t* + ct?)
= 2=(a+b+d) +(a+c+2d)t+ (a+0b+2c+d)t*+ (a+ )t

Par identification des coefficients de polynomes, on obtient le systéme linéaire suivant :

a+b+d=2 [1j101Y\ [a 2
a+c+2d=0 — 1 012 b . 0 Lo+ Lo— 14
a+b+20—|—d=0 1 121 C o 0 L3<—L3—L1
a+c=0 1010 d 0 L4<—L4—L1
1 01 a 2
0[-1]1 1 b| | -2
o020 c| | -2
0 —11-1 d —2 Ly+ L;,— Lo
1 0 1 a 2
0[-1]1 1 b —2
— =
0 0 0 c —2
0 0 0|-2]) \d 0

On obtient un systéme linéaire de rang maximal qui admet pour unique solution :

d=0, c=-1, b=2+c+d=1 e a=2-b—-d=1.

Synthése. On pose [a=1,b=1,c=—-1letd=0 ‘ En reprenant les calculs de 'analyse, on
obtient bien que :

ot
St (14?2 1412

YVt >0, g(t)

(b) En déduire une expression simple de I(x) pour tout = > 0.
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» Soit x > 0. On a d’apres le résultat de la question précédente :

—:/m Ly T Va
i NI+t (141 1482

| -1 1 [ 2t
= / dt — / —dt — = / dt par linéarité de l'intégrale
1 1 1

PR s (L+1)? 2 Jijp 1+ 2
@ I 1 21" : o
= [ln 11+ t|] - |— - = [ln 1+t |] en reconnaissant des primitives usuelles
1/z 141 1/z 2 1/z
1 1

1 2 1 2
1+$+1+i—§1n(1—|—x)+§ln(1+(%)) car z > 0

WEES: Lo e 1 14+ =
=1In — —In
1+§ 142 z+1 2 1+ 22

r—1 1 1
=1 —In|—
n(x)+x+1+2 n(x2)

=In(l+z)—In(1+1)—

-1
= i—i— 7| car In(%) =In(z7?%) = —2In(z).
4. (a) A Taide du changement de variable v = 1/t, déterminer une nouvelle expression de I sur

10, +o0l.
» Soit z > 0. Onposeu = 1/t <= t = 1/u = 1p(u). On remarque que la fonction psi : u +— 1/u
est de classe €' entre 1/x et z car z > 0. De plus, on a :

dt d -1 —d
_ W) Y (u) = - donc dt = uzu'

du  du

Ainsi, d’aprés le théoréme de changement de variable dans une intégrale, on obtient :

I(x) = /lx g(t)dt

/x
. u u2
/x 2 i du sch t les b de Dintégral
= —_— €1l ecnangeant les bornes de l'imtegrale
e O+ DE(L T (D7) < w2 g i

B /x 2uldu
e W22+ 1) |

(b) Soit x > 0. Calculer I(x) + I(x) puis en déduire une expression simple de I(z).
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» On a:

v 2dt ? 202dt
) =16+ 10 = | ity G

(. J (. 4

Vv Vv
définition de I(x) résultat précédent

__/m 2(1+*)dt
1

ar linéarité de 'intégrale
LAt +e) P &

B /m 2dt
B 1/x (1 + t)2
-2 1" . .
=|— en reconnaissant une primtive usuelle
=2 n 2 242z x—1
Cl+z 141 z+1 0 T\a+41)]
On en déduit donc que :
r—1
I(x) = i
(@) x+1

Exercice 2
On considére application f : (x,y) — (3x + y,z + 3y) et pour tout réel A € R, on pose :

EA:{ﬁeRz | f(ﬁ):w}.

1. Pour tout polynéme P = >} a;,X* € R[X], on rappelle qu'on définit application :

P () S mf () on [ = foforof (avee /= Id)
% k k fois

(a) [info] Ecrire une fonction composef (k,u) qui prend en arguments un entier k et une liste
u=[x,y] puis qui renvoie la liste des composantes de f°*(z, ).

» Par exemple :

def composef (k,u):

x=u[0]

y=u[1]

for i in range(k):
Z=X
X=3*x+y
y=z+3*y

return [x,y]

(b) [info] Ecrire une fonction polyf(P,u) qui prend en arguments une liste P=[ag,a1, ... ,a,]
correspondant aux coefficients d'un polynéme P = Y7 a; X* € R[X] et une liste u=[z,y]
puis qui renvoie la liste des composantes de P(f)(x,y).

» Par exemple :

def polyf(P,u):
x=0
y=0
for k in range(len(P)):
x=x+P [k] *composef (k,u) [0]
y=y+P [k] *composef (k,u) [1]
return [x,y]
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2. Justifier que f est un endomorphisme de R?.
» Soient A € R, u = (r1,71) € R? et up = (r9,72) € R%. On a :

f<)\($1,y1) + ($2,y2)> = f()\-Tl + X9, Ay1 + yz)

_ <3()\:c1 + 22) + (Ay1 + 42), (A2t + 22) + 3(Ayr + y2)>

3)\1‘1 + 3‘%'2 + /\y1 + Yo, )\ZL’l + 29 + 3)\y1 + 3y2>

et Af(zi,y1) + f(22,92) <3$1 + Y1, 71 + 3y1) + <3$2 + Yo, T2 + 3y2>

ABz1 + 1) + (B + y2), A(z1 + 3y1) + (22 + 3y2))

I
AN N > /N

3)\131 + )\yl + 31’2 + Yo, )\l’l + 3/\y1 + 29 + 3y2> .

Ainsi f(0\u] + u3) = Mf(u}) + f(ub) pour tout A € R, u; € R? et uy € R2 On en déduit que
f :R? — R? est une application linéaire|, donc un endomorphisme de R?

3. Soit A € R. Justifier que E) est un sous-espace vectoriel de R2.

» Ona f(0)= 0 car f est linéaire d’aprés le résultat de la question précédente. Donc 0 € E) par
définition de E. Soient maintenant A € R, u_>1 e b, et @ € F,.On a :

f(,uu_>1 + u_>2> =puf (u_>1) +f (u_>2) car f est linéaire d’aprés le résultat de la question précédente.

Or u; € F, donc f(lT{) = u; par définition de Ey. De méme, on a f(@)) = U, car us € E\. En
reportant dans I’égalité précédente, on obtient :

f(mTl) + ?75) = ,uu_>1 + u_>2 donc ,uu_>1 + 172 € E, par définition de E).

_>
Ainsi 0 € FE, et /1271 + u_% € F) pour tout A € R, 17{ € F, et u_>2 € F). On en déduit que
E\ est un sous-espace vectoriel de R?|.

On peut aller beaucoup plus vite en remarquant que Ey = Ker(f—Ad) ou f—Ad
est un endomorphisme de R? comme combinaison linéaire d’endomorphismes.

4. Trouver toutes les valeurs de A € R telles que dim(FE)) # 0.
» Soit A € R. Le sous-espace vectoriel F/\ admet pour représentation cartésienne :
f (7) —\U — f(z,y) = A(z,y) en posant U = (z,y)
— (Br+y,z+3y) = Az, \y)

3x+y =\
x+3y =y
PN 3—X 1 x\ (0
I 3—-X y) \0)~
=M

La matrice M des coefficients de ce systéme linéaire admet pour déterminant :
det(M)=(3—-X)2=1=X—6\+8=(A—2)(A—4).

Par conséquent, si A\ # 2 et A # 4 alors la matrice M est inversible, donc de rang maximal, donc le
systéme linéaire homogéne admet une unique solution (z,y) = (0,0) = 0, donc E) = {0}, donc

dim(F)) = 0. Par contre, si \ A=20ul=14 \ alors M n’est pas inversible, donc de rang non maximal,
donc le systéme linéaire homogéne admet une infinité de solutions, donc E) contient des vecteurs
non nuls, donc dim(E)) # 0.
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. — - .. . .
5. Déterminer un vecteur e; € F; \ {0} et un vecteur e5 € F, \ { 0} puis justifier que la famille
(€1,¢3) forme une base de R2.

» On reprend la représentation cartésienne de E; obtenue dans la question précédente :

[(@) =AU = (—11) (y) B <0

0) Lo+ Lo+ 14
1 x\ (0
0 0 y) \0J°
On obtient une infinité de solutions qu’on peut exprimer en fonction de I'inconnue auxiliaire v :

E, = {(y,y) |y € R} = Vect (e7)

en posant par exemple € = (1,1)]. De méme pour FEj :

f(0) =21 (}) (5)2(8) Ly Ly — L,

= (30)(5)-0)

On obtient une infinité de solutions qu’on peut exprimer en fonction de I'inconnue auxiliaire v :

E, = {(—y,y) |y € R} = Vect (€5)

en posant par exemple | e3 = (—1,1) | Pour savoir si la famille (e_4>, e_g) est libre et génératrice de R?,

il suffit de calculer son rang. On note 4 la base canonique de R?. Alors :

rang(ef, o) = rang (Mat.s(€} ), Mat.s(23))

Ainsi, la famille de deux vecteurs (e_4>, e_g) est libre et génératrice de R?, donc ‘une base de R? ‘

b
Calculer Mat z; z (f()) en fonction de a et b.

ei,e3)

6. Soit @ € R2. On note (a) = Mat(ae—g)(ﬁ) les coordonnées du vecteur @ dans la base (e, ¢3).

» Par définition des coordonnées dans la base (e_4>, e_2>), ona:u = ae_4> + be_2>. Par conséquent :

f (&) = f (aei + be3)
—af (ef) +bf (€5) car f est linéaire d’aprés le résultat de la question 2
= — — —
=a(de;)+b(2e5) care; € Eyet e5 € Ey
= 4@6_4> + 2be_2>.

Par définition des coordonnées dans la base (e_4>, e_2>), on en déduit que :

Mat e o) (f (7)) = <;‘Z> .
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Exercice 3

On effectue plusieurs tirages avec remise dans une urne contenant n > 2 boules numérotées de 1 a n. Pour
chaque entier ¢ > 1, on considére une variable aléatoire X; égale a 1 si le numéro de la boule tirée au i-iéme
tirage n’avait jamais été tiré auparavant et égale a 0 sinon. Ainsi, X; = 1.

1. On rappelle que la commande random.randint (1,n), de la bibliothéque random, simule une variable
aléatoire de loi uniforme de paramétre n.
(a) [info] Ecrire une fonction tirages(n,NbTirages) qui simule Nbtirages tirages dans I'urne et

qui renvoie la liste dont le i-iéme élément est égal au numéro de la boule tirée au i-iéme tirage.

» Par exemple :

import random as rd
def tirages(n,NbTirages):
Y=[]
for i in range(NbTirages):
Y=Y+ [rd.randint (1,n)]
return Y

(b) [info] Ecrire une fonction simuleX(n,Nbtirages) qui simule des tirages dans l'urne et qui

renvoie la liste de Nbtirages éléments dont le i-iéme est égal a X;.

» Par exemple :

def simuleX(n,NbTirages):

Y=tirages(n,NbTirages)

X=[1 for i in range(NbTirages)]

for i in range(NbTirages):
for j in range(i):
if Y[i]==Y[j]:
X[i]=0
return X

On peut aussi écrire la fonction simuleX sans utiliser la fonction tirages.
Par exemple :

import random as rd
def simuleX(n,NbTirages):
L=[0 for k in range(n)]
X=[]
for i in range(NbTirages):
Y=rd.randint(1,n)
if L[Y-1]==0:
X=X+[1]
else:
X=X+[0]
L{Y-1]=L[Y-1]+1
return X

2. Soit i > 1.

(a) On note Y; le numéro de la boule tirée au i-ieme tirage. Montrer que :

Vk € {1,2, ce ,n}, P(lek)(Xz = ]_) = (

n

n—1

» Soit k € {1,2,...,n}. On a par définition de la probabilité conditionnelle :

P(Y; = ket X; = 1)

P(Y; = k)
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Or Y; suit une loi uniforme de paramétre n donc P(Y; = k) = 1/n. D’autre part, 'événement
X; = 1 est I’événement que le numéro tiré au i-iéme tirage n’ait jamais été tiré auparavant. Par
conséquent :

P(Y;=Fket X;=1)
PYi#ketYs#ket ...etY, 1 #£ketY,=k)
PY1 #k)P(Ya#£k)...P(Y;_1 #k)P(Y; = k) car les tirages sont mutuellement indépendants

n—1 n—1 n—1Y\1 . . . R
e — car chaque tirage suit une loi uniforme de paramétre n

n n n n
if‘lrfois
(n—1\""1
N n n’
Finalement :
—1\%—1 i—1
P(Yi=ket X;=1) (=) 1 n—1
i ) P(Y; = k) 1/n n

(b) En déduire que :

P(X,=1) = (";1)1

» Puisque l'ensemble des valeurs possibles de Y; est Y;(2) = {1,2,...,n} (car Y; suit une
loi uniforme de paramétre n), les événements (Y; = k)rc(1,2,..n} forment un systéme complet
d’événements. Par conséquent, on a d’aprés la formule des probabilités totales :

B Z 1/n—-1 U car Y; suit une loi uniforme de paramétre n
- et d’aprés le résultat de la question précédente

(c) Déterminer la loi de Xj.

» L’ensemble des valeurs possibles de X; est X;(Q2) = {0, 1} par définition de X;. On recon-
nait donc une loi de Bernoulli. D’aprés le résultat de la question précédente, on obtient que

X, suit une loi de Bernoulli de parameétre (”T_l)i_1 :

3. Pour tout entier N > 1, on pose Sy = Zi\;l X;.
(a) Déterminer I'espérance de Sy en fonction de n et V.
» On a:

N N
E(Sy)=E (Z Xi) = Z E(X;) par linéarité de l'espérance.
i=1 i=1

n—1

~ )i_l d’aprés le résultat de

Or, pour tout ¢ > 1, X; suit une loi de Bernoulli de paramétre (
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la question précédente. Par conséquent : E(X;) = (”T’l)i_l. On en déduit que :

N-1 V!
= < > en posant j =i — 1 (décalage d’indice)
Jj=0 n
1— (n; N—-1+1
= n ( n—l) en reconnaissant la somme des termes d’une suite géométrique
n
_I\N
_1-()
= 1
n

(b) Calculer la limite de Sy quand N — 400 et discuter la pertinence du résultat.

» Onal—1el0,1] car n > 1 donc limy_,4o0(1 — 1)V = 0. D’apreés le résultat de la question
précédente, on en déduit que :

lim E(SN) =nNnj

N—+o00

On remarque que Sy = > ;" ; X; est égale au nombre de numéros tirés au moins une fois apreés
N tirages. Lorsque N — 400, il est trés probable que les n numéros de 1'urne sont tirés au
moins une fois chacun, donc que ‘S '~ tend vers n ‘ Le résultat précédent est donc pertinent.

4. Soient 7 > 1 > 1.
(a) Calculer la probabilité P(X; =1 et X; =1).

» On modélise I'univers par la liste avec répétitions des j numéros tirés, donc :
card(Q2) = n’.

Pour calculer card(X; = 1 et X; = 1), on compte les possibilités de chaque tirage en les prenant

dans l'ordre décroissant :

— pour le j-iéme tirage, il y a n numéros possibles,

— puis pour chaque tirage entre le i-iéme et le (j — 1)-iéme (ce qui fait j — 1 —i4+1=j—1
tirages), il y a (n — 1) numéros possibles car le numéro tiré au j-iéme tirage n’a pas été tiré
auparavant (car X; = 1),

— puis pour chaque tirage entre le premier et le (i — 1)-iéme (ce quifaiti —1—1+1=47—1
tirages), il y a (n — 2) numéros possibles car les numeéros tirés aux i-iéme et j-iéme tirages
n’ont pas été tiré auparavant (car X; = 1et X; =1).

Ainsi, on a :

card(X; =let X;=1)=n(n—1y7"(n—2)"""

Finalement, on obtient :

card(X;=1let X;=1) |n(n—1)"(n—-2)""!
P(Xzzlethzl): Card(Q) J = n .

(b) Déterminer la loi de la variable aléatoire X;Xj.
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» L’ensemble des valeurs possibles de X; et X, sont X;(2) = X;(Q) = {0,1} par définition de

X; et X,. Par conséquent, 'ensemble des valeurs possibles de X; X est aussi (X;X;)(Q2) = {0,1}.
On reconnait donc une loi de Bernoulli. D’aprés le résultat de la question précédente, on a :

-1 Jj—1 -9 i—1

P(X,X; = 1) = P(X; = 1t X; — 1) = =D (n =27

nJ

n(n—1)7"*(n—2)""1
nJ :

Donc | X; X suit une loi de Bernoulli de parameétre

(¢) En déduire que E(X;X;) # E(X;)E(Xj).
» D’apres le résultat de la question précédente, on a :

n(n—1)""(n — 2)"*1.

nJ

D’apreés le résultat de la question 2(c), on a :

pexopc) = (M) () s e

n n

Par conséquent, on a :

E(XZXJ) — E(Xz)E(XJ) _ n(n — 1)J*i(n — 2)2'71 B (n _ 1)i+j72

nJ niti—2

= (”nz_ﬂl);_z (ni—l(n _ )il — 1)%—2)

o (o] )
#£0 carn(n—2)=n>—2n#n>-2n+1=(n— 1)~

On en déduit bien que |E(X;X;) # E(X;)E(X}) |

En particulier, la covariance de X; et X; est non nul :

Cov(Xi, Xj) = E(X;X;) — E(X)E(X;) #0

donc X; et X; sont corrélées et ne sont pas indépendantes.

Exercice 4
On considére la fonction :

vt + 1

B e G
o ?+ax+1
1. Déterminer I’ensemble de définition de f et sa classe de régularité sur son ensemble de définition.
» On a:
Prr+l=(z+3)P-1+1=(+3)*+2>2>0,

veek, {a:4+1>1>0.

Donc la fonction ’ f est définie et de classe € sur R‘ comme produit, composée et quotient dont le
dénominateur ne s’annule pas de fonctions usuelles de classe > sur R.

2. (a) Etudier le signe des fonctions polynomiales P, :  — 25 + 22° + 2% et Py : z — 22* — 22 + 1.
» On a:

P(zx)=25+22° + 2t =2 (2 + 22+ 1) =2*(z +1)* > 0

vz €R, {Pg(x):2x4—x2+1:2(($2)2—%x2+%6)—%4—1:2(3:2—%1)24—%>O.

Donc ‘ P, et P, sont positives sur ]R‘.
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(b) En déduire les variations de f en précisant les limites aux bornes de son ensemble de définition.
» On a:

(\/m—i- 2%) (22 4+ 2+ 1) — Vot + 122 + 1)
(22 4+ 2+ 1)?

(' +1+22M (2> + 2+ 1) — 2zt +1)(22 + 1)

B 2T (22 4z + 1)2

(3% +32° + 32" + 2? + w4+ 1) — (22° + 2° 4 227 4 1)
4+ (a2 4+ 1)2

B 25 + 225 + 32t — 22 + 1

VA 122+ x4 1)?

Pi(x) + Py(x)
e+ 122+ +1)2

Ve eR, fl(z)=

Or on a montré a la question précédente que Pi(z) > 0 et P(x) > 0 pour tout x € R. On en
déduit que f/ > 0 sur R donc que ‘ f est strictement croissante sur R‘. De plus, on a a l'aide
des équivalents usuels :

flz) ~ :B\/F:x et de méme f(x) ~ .

T—+00 I2 T——00

Donc | f(z) tend vers 400 quand  — +00 et vers —oo quand x — —o0 |.

3. Déterminer I’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 0 et étudier
sa position relative au voisinage de 0.

» On a a l'aide des développements limités usuels :

1
1+ (x + 2?) 1+ ho

en posant h; = * et hy =z + 2% donc lim hy = lim hy = 0
x—0 x—0

fla) =z(1 4 2*)'? = 2(1 + hy)Y/?

=z <1 + Thi — thi+ . go(h§)> <1 — hy + R + . go(h§)>
1 2

(1430t =¥+ o (@) (1= @ +ad) + @422+ o ()

::c<1 + 00<x2)) (1 —z+ 00(3:2)>

On en déduit que est I’équation de la tangente & la courbe représentative de f au point

d’abscisse 0 et que ‘cette tangente est au-dessus de la courbe | au voisinage de 0.

4. Etudier le comportement asymptotique de f en +oo et préciser la position relative de la courbe
représentative de f par rapport a une éventuelle asymptote au voisinage de +o0o. De méme en —oo.
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f(x) =f(+) enposant h =1 donc lim h=0

r—r+00

1./(L1)4
@D T Ly L
(2+14+1 h(d+h+h?) b 1+ (h+ h2)

1
:E(L+%A+o(mg<1—aﬁ4ﬂ+wh+MV—mh+#ﬁ+ %m%)

—

en reprenant les calculs de la question précédente
1 3 3 13 3
fhibﬂﬁJhD<1—h+Wz—h—h£Jh0
Ly L (h?) = S !
_h hgo -7 2 x—gl-oo 2 '

On en déduit que la courbe représentative de f admet une asymptote en 400 d’équation
et que ‘cette asymptote est en-dessous de la courbe| au voisinage de +00. En reprenant les mémes

calculs en —o0, on obtient exactement les \mémes résultats en —oo ‘

Dans la suite de Iexercice, on suppose avoir démontré que x — 1 < f(x) < z pour tout x € R.
5. Justifier que f réalise une bijection de R vers un ensemble a déterminer. De quelle classe est sa
bijection réciproque f~17?
» La fonction f est continue sur R d’apres le résultat de la question 1 et strictement croissante sur
cet intervalle d’aprés le résultat de la question 2(b). D’aprés le théoréme de la bijection, on en déduit
que ‘ f est bijective‘ de R vers I'intervalle :

] lim f(z), lim f(z)[=|] — oo, +o0[| d’aprés les résultats de la question 2(b).

T——00 T——+00

D’autre part, la fonction f est de classe € sur R d’aprés le résultat de la question 1 et f' > 0 sur

R d’apres le résultat de la question 2(b). On en déduit que | f~1 est de classe € sur | — oo, +00] |.

N’oubliez pas de vérifier que la dérivée de f ne s’annule pas pour justifier que
sa bijection réciproque est bien dérivable (si la dérivée de f s’annule alors sa
bijection réciproque présente des tangentes verticales).

6. A l'aide des résultats précédents et sans calculs, déterminer la tangente a la courbe représentative
de f~! au point d’abscisse 0, les asymptotes en +o00 et —oo ainsi que leur position relative. Enfin,
montrer que y < f(y) <y + 1 pour tout y € R.

» La courbe représentative de f~! est la symétrique de la courbe représentative de f par rapport a
la droite d’équation y = x. On en déduit donc que :

— est aussi I’équation de la tangente a la courbe représentative de f~! au point d’abscisse

0 et ‘cette tangente est en-dessous de la courbe | au voisinage de 0,

— la courbe représentative de f~! admet une asymptote en +oo d’équation m (symétrique

a la droite d’équation y = z — 1) et ‘cette asymptote est au-dessus de la courbe‘ au voisinage
de +o0,

— ‘de méme en —oo ‘

Soit y € R. On pose x = f~1(y) donc f(z) = y. D’aprés I'énoncé, on a supposé que :

r—1< f(z) <z done fH(y)—1<y< f(y)

On en déduit bien que |y < f~(y) <y + 1| pour tout y € R.
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7. (a) [info] A ’aide d'un algorithme de dichotomie, écrire une fonction dichotomie(y,n) qui calcule
une approximation de la solution de I’équation f(x) =y d’inconnue z € R.
» D’aprés ce qu'on a démontré aux questions précédentes, pour tout y € R, 'équation f(z) =y
d’inconnue x € R admet une unique solution z = f~!(y) qui appartient a l'intervalle [y, y+1] sur
lequel la fonction f est continue et strictement croissante. On définit donc deux suites (ay,)n>0
et (bn)nso par :

(a07 bO) - (y7y + 1) et Vn > Oa (an-i-lvbn-i-l) = { (anernQb )

D’aprés la méthode de dichotomie, on sait alors que les suites (a,,)n>0 €t (b,)n>0 sont adjacentes
et convergent vers la solution f~!(y). En Python, on peut par exemple écrire :

def dichotomie(y,n):
asy
b=y+1
for i in range(n):
c=(a+b)/2
if cx(cx*x4+1)*x(1/2)/ (c**2+c+1)>y:
b=c
else:
a=c
return a

(b) [info] Ecrire une fonction approxfinverse(y,epsilon) qui calcule une approximation de la
valeur de f~!(y) a epsilon > 0 pres.
» D’aprés la méthode de dichotomie, en reprenant les notations de la question précédente, on

sait aussi que :
by —a 1
Vn}(), angf_l(y)gbn et bn—an:%:%

Pour obtenir une approximation de f~'(y) a e > 0 pres, il suffit donc de choisir un entier n > 0
tel que 2% < . En Python, on peut par exemple écrire :

def approxfinverse(y,epsilon):
n=0
while 1/(2%*n)>epsilon:
n=n+1
return dichotomie(y,n)
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